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Diêm đáng lưu ÿ về bộ sách này là nó bao quát được mọi vấn đê 
cua vật jÿ học, lừ có điển dến hiện đại. Bên cạnh những bài tập đơn gián 
nhằm khắc sâu những khải niệm cơ bản của Vật lý học. không cân 
những công cụ toán học phúc lạp cũng giải dược, bộ sách còn có những 
bài tập khó và hay, đôi hỏi phải có kiến thức và tư duy vật lý sâu sắc với 
các phương pháp và kĩ thuật toản học phức tạp hơn mới giái được. Có 
thê nói dáy là mội tài liệu bó sung vô giá chủ sách giáo khoa và giáo 
trình dại học ngành vật ý, phục vụ một phạm vị đối tượng rất rộng, từ 
các giáo viên vật lý phố thông, giảng viên các trường đại học cho đến 
học xinh các lớp chuyên ]ÿ, sinh viên khoa vật lý và sinh viên các lớp tài 
năng cua các trưởng đại học khoa học tự nhiên, đặc biệt là cho những di 
muốn dịt học ở Mỹ. 
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Các hiện tượng lượng tử thường được bỏ qua trong thê giới vĩ mô. Bằng 
tính toán, hãy chứng tỏ điều đó cho các trường hợp sau: 
) Biên độ đao động điểm không của một con lắc có chiều đài ¿ = 1 m và 
khôi lượng rm = 1 kg. 
(b) Xác suất xuyên ngầm của một hòn bi khôi lượng mì = 5 g chuyển động 


với vận tốc 10 em/s tới một chướng ngại vật rắn có chiều cao # = 5 cm và 
chiều rộng u = 1 cm. 


(c) Nhiễu xạ của một quả bóng tennis có khối lượng m = 0,1 kg chuyển 
động với vận tỐc ø = 0,5 m/s qua một cửa số có kích thước 1 x 1.5 m° 
(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Lý thuyết về đao động tử điều hòa dẫn tới động năng trưng bình là 
V=.;È, tức là, sua? A2 = ha, ö đây œ -- v/ø/¡ và 41 là biền độ căn quân 
phương của dao động điểm không. Như vậy 


A=j®— ~u/41 x10” l7 m 


2m 


Do đó, dao động điểm không của một con lắc vĩ mô có thể được bỏ qua. 
(b) Nếu như ta coi chiều đài và chiều rộng của chướng ngại vật rắn là 
-À xẻ \ 4 a kã R ` ` H ` ` z ˆ 
chiều đài và chiều rộng của một hàng rào thê trọng trường thì xác suât xuyên 
qua chướng ngại này là 


ấi by: 
T*»oxp -# lo (sen Mr sà2) | 


VỆ x 
(40111) GÌ) IENVE) —w2 0,8 x 1080, 


h 


= 30 
T*e 0,8x L0 >0 
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Điều này có nghĩa là xác suất để hòn bi xuyên qua chướng ngại vật thực tế là 
bằng không, 


(c) Bước sóng de Broglie của quả bóng tennis là 


À = hjp = h/iwo = 1,3 x 107?) cm, 
và các góc nhiễu xạ theo phương ngang và đọc lần lượt là 
8+ ^~À/D=1,3x 10 rad, 0 À/D= 9x 10733 rad. 


Như vậy, theo cả hai phương đều không có nhiễu xạ. 


1002 
Hãy biểu diễn các đại lượng dưới đây theo B„ e, c, ra = khôi lượng electron, 
Ä/ = khối lượng proton. Cho đánh giá thô về độ lớn của chúng: 
(a) Bán kính Bohr (em). 
(b) Năng lượng liên kết của hydro (eV). 
(c) Magneton Bohr (tự chọn đơn vị). 
(d) Bước sóng Compton của một electron (cm). 
(e) Bản kính cổ điển của electron (cm). 
(Ð Năng lượng nghỉ của electron (MeV)z 
(øz) Năng lượng nghỉ của proton (MeV). 
(h) Hằng số cấu trúc tỉnh tẻ. 
( Sự tách mức câu trúc tỉnh tế điển hình trong nguyên tử hydro (eV). 
(Berkeley} 
Lời giải:, 
(a) a = B2/me? = 5,29 x 10~9 cm. 
(bì E= me1/2hˆ? = 13,6 eV. 
(C) än = eB/2mec = 9,27 x 107?! erg - GsT}, 
(d) À = 2rzB/mc — 2,43 x 10719 em, 
(e)r¿= 2/2 = 2,82 x 1013 em, 
(Ð 2 = rmc2 = 0.511 MeV. 
(g) Ep = Afc”) = 938 MeV. 
(Œh) œ = ¿?/hc = 7.30 x 1073 1/187. 
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(Œ AE = cŠmc2/8h?c1 = ga tme =1,8x10 ?eV. 


1003 
Hãy rút ra, đánh giá, dự đoán hoặc nhớ lại trị số của các đại lượng sau đây 
trong gắn đúng một bậc độ lón: 
(a) Bước sóng Compton của electron. 
(b) Tiết điện ngang Thomson của electron. 
(c) Bán kính Bohr của hydro. 
(đ) Thể ion hóa của nguyên tử hydro. 
(e) Sự tách siêu tỉnh rễ của mức năng lượng cơ bản trong nguyên tử hydro. 
(Ð Mômen lưồng cực từ của hạt nhân ;Li” (Z = 3). 
(ø) Sự chênh lệch khối lượng giữa proton và nơtron. 
(h) Thời gian sống của nơtron tự do. 
(ï) Năng lượng liên kết của hạt nhân Heli 4. 
(j) Bán kính của hạt nhân bên lớn nhất. 
(k) Thời gian sông của meson z0. 
(D Thời gian sống của meson /~. 
(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) À„ = h/m¿c = 2,43 x 107? Ä. 
(b) ơ = Ÿ# r2 = 6,56 x 10~3! m2, 
(6) a= „5y =0,53 Ä. 
(d) 7= £ =13,6eV, 
(c) Sự tách của mức năng lượng cơ bản là 


1 2 
AEr=13 — 10 *eV, 
ƒ ,ồx (m) 10 e 


Sự tách siêu tỉnh tê của mức năng lượng cơ bản là 
Air ABr/10° z 107” eV. 


(ŒQ — 1,67 x10 27.71, 
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(8) Am — rry — my = —2,3 x 1Ô -30 kợ, 
(h) z„ 15 phút = 98 x 102 s. 
() E= 4x 7 MeV = 28 MeV. 
G) Bán kính r tương ứng với vùng không gian trong đó lực hạt nhân có 
hiệu lực. Như vậy 
-^⁄1,4 A3 = 1,4 x (100)3 = 6,ð ím, 


()r =8,28 x 10” s, 
(D Sự phân rã của ~ gây bởi tương tác yêu và đo đó r = 2,2 x 10”Ê s. 


1004 


.2« z -Ả , ¬ 3 l 2 ⁄ »- MÀ ^ 
Giải thích điều rút ra được về sự lượng tử hóa của bức xạ hoặc của hệ cơ 
học từ bai trong sô các thí nghiệm sau: 


(a) Hiệu ứng quang điện. 

(b) Phổ bức xạ vật đen. 

(c) Thí nghiệm Franck-Hertz. 

(d) “Thí nghiệm Davisson-Gerrner. 
(e) Tản xạ Compton. 


Mô tả chỉ tiết các thí nghiệm được lựa chọn, chỉ ra các hiệu ứng đo được 
nào là phi,cổ điển và tại sao, giải thích chúng được hiểu theo quan điểm lượng 
tử như thê nào. Dưa ra các phương trình khi cần thiết. 

(Wisconsin) 
Lời giải:. 

(a) Hiệu ứng quang điện 

Hiệu ứng này liên quan đến sự phát ra các electron quan sát được khi chiều 
xạ một kim loại trong môi trường chân không bằng tia cực tím. Người ta thấy 
rằng cường độ của dòng điện được tạo ra theo cách đó tỉ lệ thuận với cường 
độ bức xạ chiều tới khi tần số của ánh sáng lớn hơn một giá trị cực tiểu đặc 
trưng của kim loại, trong khi đó vận tốc của các electron không phụ thuộc 
vào cường độ sáng nhưng lại phụ thuộc vào tần số ánh sáng. Các kết quả này 
không thể giải thích được bằng vật lý cổ điển. Năm 1905 Einstein đã giải thích 
các kết quả này bằng cách giả thiết rằng ánh sáng khi tương tác với vật chất là 
tập hợp của các hạt có năng lượng ¿ được gọi là các photon. Khi một photon 
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gặp một electron của kim loại nó sẽ bị hấp thụ hoàn toàn, và electron, sau khi 
nhận năng lượng /:z„ sẽ tiêu tôn một công W/ băng năng lượng liên kêt của nó 
trong kim loại, và bứt ra khỏi kim loại với động năng 


1 2 
—~rnu“ˆ = hụ — W. 
J Máu 


Lý thuyết định lượng này về tính chât quang điện đã được chứng minh đầy 
dủ bằng thực nghiệm, như vậy thiết lập nên bản chất hạt của ánh sáng. 


(b) Bức xạ của vật đen 

Một vật đen là một vật hấp thụ tất cả các bức xạ đi tới nó. Phân bố phổ 
của bức xạ phát ra từ một vật đen có thể suy ra được từ các định luật tổng 
quát của tương tác giữa vật chât và bức xạ. Các biểu thức suy ra từ lý thuyết 
cổ điển dược biết đến là định kiật Wien và định luật Rayleigh. Dịnh luật Wien 
chỉ phù hợp với thực nghiệm ỏ khoảng bước sóng ngắn trong khi định luật 
Rayleiszh phù hợp với các kết quả ở các bước sóng dài và phân kì trong toàn 
phổ năng lượng. 

Năm 1920, Planck đã thành công trong việc phá bỏ các khó khăn gặp phải 
trong vật lý cổ điển về bức xạ của vật đen bằng cách thừa nhận rằng Sự trao 
đổi năng lượng giữa vật chất và bức xạ không xảy ra theo cách liên tục mả 
theo các lượng gián đoạn, không phân chia được hay các lượng tử. Ông ta đã 
chỉ ra rằng bằng cách giả thiết lượng tử năng lượng tỉ lệ với tần số, £ = ⁄, có 
thể thu được một biểu thức cho phổ hoàn toàn phù hợp với thực nghiệm 


8rhu3 Ì 


củ 


Ey„= — 
: c?# — 
ở đây h là một hằng số phổ biến, ngày nay được gọi là hằng số Planck. 

Giả thuyết Planck đã được khẳng định bằng hàng loạt các quả trình cø bản 
và nó thể hiện trực tiếp sự tổn tại của tính gián đoạn trong các quá trình vật 
lý ở thang vi mô, đó là các hiện tượng lượng tử. 


(c) Thí nghiệm Franck--Hertz 

Thí nghiệm của Franck và Hertz là sự bắn phá các nguyên tử bằng các 
elecrron có cùng năng lượng và đo động năng của các electron tán xa, từ đó 
bằng cách trừ hai năng lượng suy ra được lượng năng lượng hấp thụ trong 
quá trình va chạm với các nguyên tử. Giả thiết Fo, E, #;¿,... là một dãy các 
mức năng lượng lượng tử hóa của các nguyên tử và 7 là động năng của các 
electron tới. Chừng nào ?' nhỏ hơn A = E¡ — Fọ, thì các nguyên tử không thể 
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hắp thụ năng lượng và tất cả các va chạm đều là đàn hồi. Khi 7' > E¡ — Eụ, 
va chạm không đàn hồi sẽ xảy ra và một số nguyên tử sẽ nhảy lên trạng thái 
kích thích thứ nhất. Tương tự, các nguyên tử có thể bị kích thích lên trạng thái 
kích thích thứ hai khi 7 > E¿ — Eụ. Điều này được tìm thấy chính xác từ thực 
nghiệm. Như vậy, thí nghiệm Franck - Hertz đã thiết lập được sự lượng tử hóa 
của các mức năng lượng nguyên tử. 


(d) Thí nghiệm Davisson—Germer 


L. de Broglie mong muốn xây dựng nên một cơ sở cho lý thuyết thông nhất 
giữa vật chât và bức xạ, đã thừa nhận rằng vật chất cũng như ánh sáng đều 
thể hiện cả hai tính chất sóng và hạt. Các thí nghiệm nhiễu xạ đầu tiên về 
sóng vật chất được thực hiện với các electron bởi Davisson và Germer (1927). 
Chừm tia tới được dùng là các electron được gia tốc qua một điện thé. Khi đã 
biết các tham số của mạng tỉnh thể thì ta có thể xác định được giá trị thực 
nghiệm của bước sóng của electron và các kết quả này phù hợp hoàn hảo với 
hệ thức de Broglie A = ⁄/p, ở đây h là hằng số Planck và p là xung lượng 
của các electron. Các thí nghiệm tương tự sau này được tiên hành bởi các nhà 
khoa học khác với chùm nguyên tử hêli và chùm phân tử hydro cho thây câu 
trúc kiểu sóng không chỉ là tính chất riêng của chùm electron. 


(e) Tán xạ Compton 


Compton đã quan sát sự tán xạ của các tỉa X bởi các electron tự do (hoặc 
liên kết yêu) và thấy rằng bước sóng của bức xạ tán xạ lớn bơn bước sóng 
của bức xạ tới. Sự chênh lệch AA biến thiên như một hàm của góc Ø giữa các 
phương của tỉa tới và tỉa tán xạ 


ở đây ñ là hằng số Planck và rn là khối lượng nghỉ của electron. Hơn nữa, AAÀ 
không phụ thuộc vào bước sóng tới. Hiệu ứng Conmpton không thể giải thích 
được bởi bắt kì lý thuyết sóng cổ điển nào về ánh sáng và đo đỏ khẳng định lý 
thuyết về photon ánh sáng. 
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Trước khi Cơ bọc Lượng tử ra đòi, một vẫn đề lón của lý thuyết là làm 
"dừng" sự phát xạ của nguyên tử. Hãy giải thích điều này. Sau khi ra đời môn 
Cơ học Lượng tử, một vẫn đề lớn của lý thuyết là làm cho các nguyên tử ở các 
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trạng thái kích thích phát sáng. Hãy giải thích. Điều gì khiển cho các nguyên 
tử bị kích thích phát sáng? 

(Wisconsin) 
Lồi giải: 

Trước khi có Cơ học Lượng tử, theo mô hình nguyên tử của Rutherford 
các electron chuyển động quanh hạt nhân theo các quỹ đạo elip. Điện động 
lực học cổ điển đòi hỏi một hạt tích điện chuyển động có gia tốc phải phát ra 
bức xạ. Như vậy, nguyên tử phải phát ra ánh sáng. Điều này có nghĩa là các 
electron sẽ liên tục mắt đi năng lượng và cuỗi cùng sẽ bị hút vào hạt nhân. 
Thực tế, các electron không bị hút vào hạt nhẫn và các nguyên tử vẫn ở trạng 
thái bền vững và không phát sáng. Vân đề là làm thê nào phát minh ra một cơ 
chế để có thể ngăn chặn nguyên tử đó khỏi phát sáng. Tất cả các có gắng đều 
không đi đến thành công. 

Một nguyên lý cơ bản của Cơ học Lượng tử là khí không có tương tác bên 
ngoài thì Hamintonian của một nguyên tử không phụ thuộc vào thời gian, 
Điều này có nghĩa là một nguyên tử ở một trạng thái kích thích (vẫn là trạng 
thái dừng) sẽ giữ nguyên rrạng thái và không tự phát sáng. Tuy nhiên, trên 
thực tế sự dịch chuyển tự phát của các nguyên tử bị kích thích vẫn xảy ra và 
ánh sáng cũng được phát ra. 

Theo Diện động lực học Lượng tử, tương tác của trường bức xạ và các 
electron trong một nguyên tử, có chứa một số hạng của toán tử sinh đơn 
photon a*, số hạng này không bị triệt tiêu ngay cả khi không có photon ban 
đầu. Đó là số hạng khiên cho các nguyên tử bị kích thích phát ra ánh sáng dẫn 
tới sự dịch chuyển tự phát. 


1006 


Xét một thí nghiệm trong đó một chùm electron được hướng tới một mặt 
phẳng chứa hai khe được đặt tên là A và 8. Sau mặt phẳng này người ta đặt 
một màn chắn có một mảng các detector cho phép xác định electron đi tới vị 
trí nào trên màn chắn. Với mỗi một trường hợp đưới đây vẽ phác đỏ thị biểu 
thị số electron tới tương đối theo hàm của vị trí trên màn chắn và giải thích 
ngắn gọn: 


(a) Khe A mở, khe Ð đóng. 
(b) Khe 8 mỏ, khe A đóng. 
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(c) Cả hai khe đều mỏ. 


(đ) Thiết bị "Stern- Gerlach" thiết kế các khe sao cho chỉ có các clcctron với 
»; — h/2 có thể đi qua khe A và chỉ có các electron với s; = —ñ/2 có thể đi 
qua khe Ö. 


(e) Chỉ có các electron với »„ = h/2 có thể qua khe 4 và chỉ có các electron 
với s, = h/2 có thể qua khe Ö. 


a) -—-.—- =g 
B 


_"¬.: 
na 


lẽ SE ỸỶ:c“=“g 


el ——-—-— 


Hình 1.1 


Hiệu ứng sẽ như thê nào nêu chùm electron có cường độ rất yêu đên mức ở 
£ ` `ẻ. .. ` ~ › + "v , P ˆ 
bắt kì thời điểm nào cũng chỉ có một electron có thể đi qua hệ? 
(Calurnb:a) 
Lời giải: 
+ 4 ` 4 ˆ ` F4 ` . ˆ z , 

(a) Xác suât tìm thầy tại mản chăn là xác suất của các electron di qua 

khe 4 


lị = lA(>). 
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(b) Xác suất tìm thấy tại màn chắn là xác suât của các electron đi qua 
khe 


LẺ, = lg(z) Ệ 

(C) =ha(œ)=h+l+ số hạng giao thoa Z ï: + jạ. 

(d) Trạng thái riêng của các electron đi qua khe 4 khác với trạng thái riêng 
của các electron đi qua khe 7, và như vậy không có số hạng giao rhoa. Cường 
độ trên màn chắn chỉ là tổng của cường độ sáng của các khe riêng rẽ 

lạ =h +1. 

(e) Tương tự như (e), nhưng cường độ bằng một nửa cường độ sáng trong 
trưởng hợp (c) 

J0 53 

Do hiện tượng tự nhiễu xạ của các hàm sóng của các electron, các câu 
trả lời ở trên vẫn giữ nguyên giá trị thâm chí ngay cả khi cường độ chùm tia 
electron tới rât thấp sao cho chỉ có một eleetron đi qua tại một thời điểm. 
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Một hạt có khối lượng z¡ chịu một lực tác dụng E(r) = —VV(r) sao cho 
hàm sóng ¿(p, ¿) thỏa mãn phương trình Schrödinger trong không gian xung 
lượng 


(pˆ/2m — aV7) øÍp. £) = iô0(p, 1)/0t, 
ở đây lây h = 1, a là một hằng số thực và 
VỆ = 0?/0p2 + )/Øpy + 8°/0p;. 
Hãy tìm lực F (r). 
(Wisconsin) 

Lời giải: 

Các biểu diễn tọa độ và xung lượng của hàm sóng được liên hệ bởi các 
công thức 


)(r,t)= ci la& t) e*r c, 


w(k,f)= 4} l. t)e ** dr, 
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ỏ đây k = Ƒ. Như vậy (với h = 1) 


pˆ (Đ, ft) = —V?u¿(r, t) * 
V22(p. 0) ¬ -r?U(r, È), 


và phương trình Schröđinger trong không gian tọa độ trở thành 


Như vậy, thế năng sẽ bằng 


và lực là 
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Xét phương trình Schrödinger một chiều không phụ thuộc thời gian có thê 
năng bắt kì V(+). Hãy chứng mỉnh rằng nếu một nghiệm (+) có tính chất 
(+) — 0 khi ¿  +©o, thì nghiệm này phải là nghiệm không suy biến và do 
đó là thực, có thể sai khác một thừa số pha. 


Gợi ý: Hãy chứng minh bằng phản chứng. 
(Rerkeley) 


Lồi giải: 

Giả thiết rằng tôn tại một hàm khác ¿(z) cũng thỏa mãn phương trình 
Sehrödinger đó với cùng năng lượng E như đối với hàm sóng j và thỏa mãn 
điều kiện limz_.. @(z) = 0. Khi đó 

/”/9 = —2m(E V)/HẺ, 
$”/¿ = —2m(E V)/hẺ, 
SUY ra 
U¿ c- ,” = 0, 
hay 
j'¿ — @' = hằng số. 


2- BT...Chỉ LỢNGTỪ 
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Các điều kiện biên tại z  œ dẫn đến 
Vó-dj=0, 


hay 
LII 4 
ý 9ó. 

Tích phân hai về ta có In ÿ =ln ¿ + hằng số, hoặc  = hằng số x ø. Do đó, 
ÿ và ¿ mô tả cùng một trạng thái theo cách giải thích thống kê của hàm sóng. 
Tức là nghiệm là không suy biên. 

Khi (+) là hàm thực thì, * và ý thỏa mãn cùng một phương trình với 
cùng một năng lượng và cùng điều kiện biên limz_,„- * = 0. Như vậy /* = 
cụ, hoặc ở = c*#*, từ đó ta có |c|? = 1, hoặc c = exp (2ð), ở đây ä là một số 
thực. Nếu ta chọn § = 0, thì c = 1 và là hàm thực. 
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Xét một hạt liên kết một chiều, 
(a) Hãy chứng mình rằng 


h j ve t) (+. t) dz¿ =0. 


(ø không nhất thiết là một trạng thái đừng). 

(b) Chứng minh rằng, nêu hạt ở trạng thái dừng tại một thời điểm cho 
trước thì nó sẽ luôn ở trạng thái đừng. 

(c) Nêu tại ¿ = 0 hàm sóng là không đổi trong khoảng —a < z < a và bằng 
không ở những nơi khác, hãy mô tả hàm sóng đầy đủ tại một thời điểm sau 
đó dưới dạng các trạng thái riêng của hệ. 


(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Xét phương trình Schrödinger và liên hợp phức của nó 

R^ˆ 
¡¿b Đụ/Ôt = —-— V?ụ + Vụ, Œ) 

2m 

R2 
—¡h ØU*/ôt = ——— V?ụ" + Vụ". (2) 


2m 
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LÂy ÿ* x (1) — # x (2) ta được 
2 


8 b 
th — (0` 0) = =m— V - (0*VụT— Vụ"). 
¡hoc G0) me V - 0 VỤ — 0V") 
Đôi với trường hợp một chiều ta có, khi lẫy tích phân trên toàn không gian 


do (9, ¡h S nÍ ô) 2n) ủz 


Hi đe 09050720 s0 EM, 000 2Á (BI độ 


:h *a, „.— shŸD# ,JDO 
5T lU°00/9x — Ø0 */8+]®%. 
Nêu là một trạng thái liên kết thì (2z — +so) = 0 và như vậy 


CÁ j- Ú* (+, t)0(z, t)dt =0. 
DI NI 


(b) Giả thiết hạt ở trạng thái dừng với năng lượng È tại ! = tạ, ta có 
Ñẹ(+, tạ) = EQ@(+, tạ), 


ở đây không phụ thuộc tường minh vào thời gian. Tại bất kì thời điểm + nào 
sau đó, có thể áp dụng phương trình Schrödinger 


thu (+, t)/Ôt = Hụ(+, t) 


Vì Ñ không phụ thuộc tường minh vào nên phương trình Schrödinger có 
nghiệm hình thức là 


(+, 1) = exp [-zŒ-~ ta)/hÌ0(œ. fa). 


Tác dụng # lên hai về và chú ý tính giao hoán giữa H và exp [—¡¿( — 
tạ)H/hị, ta được 


II 


fñụ(z, © Nụ(z. tạ) 


exp 


—ilÏ(t — tạ) 
h 


| 


= Bụ(+%. ‡). 


14 Bài tập và lời giải Cd học Lượng tử 


Như vậy, (+, +) biểu điễn trạng thái dừng ban đâu tại mọi thời điểm ¿. 
(c) Hàm sóng tại thời điểm ¿ = 0 có thể được viết như sau 


Œ  |x|<a+, 
(+, 0) = Ộ 
0. các giả trị còn lại, 
ỏ đây € là một hằng số. Điều kiện chuẩn hóa ƒ“ ở*¿d+z = 1 dẫn tỏi 
C=(‡)?. 
Giả thiết hàm riêng của trạng thái liên kết là (+ |) và ñ [m) = E„|n). Khi 


đó: 
1=) |n)(n| 
và 
|, 0) = Ð |m(n | (+, 0), 
=3 Is)felv(x 00) sp (Ti Tê) - 
Như vậy 
Ó¿(+, t}= >> đn1)a (1z) eXp (-: T9) : 
với 


đa = (n|t)(+, 0)) = Ề ?(+)0 (+, 0) dư 


ShẾ vJ 0 (lo, 
/—ñ 
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li ¿) là một nghiệm của phương trình Schrödinger đỗi với một hạt tự 
do có khối lượng +n trong không gian một chiều, và 


(+. 0) = A exp (—z2/a?). 


(a) Tại thời điểm  = 0 hãy tìm biên độ xác suất trong không gian xung 
lượng. 
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(b) Tìm j(+, £). 
(Berkeley) 
Lời giải: 


(a) Tại thời điểm ¿ = 0 biên độ xác suất trong không gian xung lượng là 


1 = h 
0(p0)= TC [— £ R0, 0)d: 
= __ lÃ oxp (—z2/u2 — ip+/hR) dư 
Aa 


= — exp(—u?z?/4hŸ). 
vDn p (Ta “pˆ/4hˆ^) 


(b) Phương trình Schrödinger trong không gian xung lượng đối với một 
hạt tự do 


: „2 
¡hô0(ø, Đ/ðt = ffợ(p, Ð) = ƒ— 9p, Đ), 


dẫn đên 


x22 
—t+¿“t 
È(p,t)=B 
È(, 1) exp ( Tê ) 


Tại thời điểm ¿ — 0, ta có B = /(,0). Do đó 


d?p — ip2{ 
4R2 2nh | ` 


: 1 lở (pz 
Ỷ... m8... 


Au h 


Ta cũng có thể khai triển hàm sóng trên thành tổ hợp của các sóng phẳng 
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và thu được 


1) = t2n mm J„ íp, 0) c#~99 dp 


1 % ¬.: 
_"(@nh)/? t 4h2 


2 
Nha. 
tà bí: ẠN É 


Au “2b ¡p2  ip+ 
"Sẽ 42 3m.h Sử h “ 


9Xp |——————— 
; 2tht 

2+ 2/hL (ø + ) 
Tt Tìt — 


hoàn toàn phù hợp với kết quả trước. 


⁄ 
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Một hạt có khối lượng zr bị giới hạn trong một vùng một chiều 0 < z < ø 
như chỉ ra trên Hình 1.2. Tại ¿ = 0 hàm sóng chuẩn hóa của nó là 


(z,t=0) = V8/ša [L+eo (“ —)| gìn (4+/ø}. 


(a) Hãy xác định đạng hàm sóng tại thời điểm ¿ = /¿ sau đó. 
(b) Tỉnh năng lượng trung bình của hệ trại £ = 0 và tại ‡ = †ọ. 
(c) Tìm xác suất để tìm thấy hạt ở nửa bên trái của hộp (tức là trong vùng 
Ô0<z< a/2) tại ‡ = tạ. 
tMIT) 
Lời giải: 
Phương trình Schrödinger không phụ thuộc thời gian đổi với vùng 
0<+<ulà 
h2 KẾT 
2m dư? 
Nó có nghiệm (+) = 4 sin kz, ở đây k được xác định bởi k2 = “?#, thỏa 
mãn điều kiện (0) = 0. Điều kiện biên (ø) = 0 yêu cầu ka = mm. JNN: vậy, 
các hàm riêng chuẩn hóa là 


+ Ej =0. 


Các nguyên lý cơ bản và chuyển động một chiêu 


m œ 


v(x) 


Hình 1.2 


A"....'Ì 


và các trị riêng năng lượng là 


Bắt kì một hàm sóng (+, ?) nào cũng có thể được khai triển theo „ 


0(+, 9) = 3” An(U)0a (+, 0) 


với 
bFn 
An(9) = Aa(0)exp (TP )- 
Do 
= 
8 / : nử 
3 —= — 1 S — — 
(+, 0) lên ( + cos }sn 
` 8 á Trữ 2y 7 373 
=N Ta na CY 0I-TRR, 
ta CÓ 
"ớ. “...- n sẽ. 
= —=., =—=., = Tí _* 
}] v5 P2 V5 7 
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(a) Như vậy 
[8 1xˆ?hfg , T.E 
la to) ¬ 5a exp (- 2md2 ) bởi ác 
/2 (2mr2?btụ __ 2WZ 
+ t\( — exp |— SII -—— 
bÙ) rra2 L2) 
ˆ kì ể —ir?htụ 
— V 5a S,, 2ma2 
CC) Tư __ TT 
+ XP | ———7— | C05 — | sIn —. 
méa ứ ơ 


(b) Năng lượng rrung bình của hệ là 


(6) = ” (0a |Eớa) = 3” An(0)°E„ 


4 1 4r2h2 
=- Eị + ~ Èa=——. 
ga” bồ h) : 5ưmu2 


(c) Xác suất để rìm thây hạt trong khoảng 0 < z < 5 tại £ = fọ là 
a/2 
p (o <z< 2) = Ỉ [@(z. ta)|? dz 
2 0 
=— sin? (—) " + cos? Bên 
5đ ũ Lê ũ 
: 32h 
+2 cos kếc cos GHI (hÍ dx 
ở 2ma2 


“`... 3””hfo 
3 lỗm 2ma2 /- 
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Một hạt khôi lượng ;¡ chuyển động trong một hộp một chiều có chiều dài 
¿ với thê năng 
V=m, z<(Q0, 
Wƒ=0, 0<xz<l, 
V=œ, z>Ì. 


Các nguyên lý cơ bản và chuyển động một chiêu 19 


Tại một thời điểm nhất định, được gọi là ¿ = 0, hàm sóng của hạt này được 
biệt có dạng , 


nộ (—#}), 0<x+ <1, 


bà 0, trong các khoảng còn lại. 
Hãy viết biểu thức cho ý (z, £ > 0) ở đạng chuỗi, và các biểu thức xác định 
các hệ số của chuỗi đó. 
(Wisconsin)} 
Lời giải: 


Các hàm riêng và các trị riêng năng lượng tương ứng là 


tủn (x) = vệ mm (T»). E, mến (»). ml, 2:3, +: ý 


Như vậy 
| Iớ)=3 I0 | 9), 
ỏ đây 
(mn|ủ(t »=ƒ V?s(? — Đ} - m*ứ—#)dz 
= 4V15 C lš (1 — cos rrr) 
= 4V15[1 —- (—1)"](1/am, 
và đo đó, 


œ 


0(.£) = 3 (xÌ 0Ú = 0)) dứa (2) exp ( T ) 


n1 š 
= S8 \/ Sen : sin si ác Tử ma SN 
L— (2n+1)3m Ù 


m— 
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Một quay tử rắn với mômen quán tính 7; tự do trong mặt phẳng z — g. Đặt 
ở là góc giữa trục + và trục của quay tử. 
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(a) Tìm các trị riêng năng lượng và các hàm riêng tương ứng. 
(Œ) Tại thời điểm ¿ = 0 quay tử được mô tả bằng một bó sóng 
(0) = A sin? ø. Hãy tìm (2) với £ > 0. 
(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Hamiltonian của một quay tử trong mặt phẳng có dạng 
H=(}/21,) d°/dø° 
và như vậy phương trình Schrỏdinger là 
—(*/21,) d°ụ/dẹ? = Eụ. 
Đặt œ? = 21,E/h2, ta viễt nghiệm dưới đạng 
1Ù = A ciat +BRec e2. 


ở đây A,_B là các hằng số bắt kì. Để hàm sóng đơn trị, tức là (ở) = (@+2m). 
ta cần 
œ“=?n =0,+1, +2,..., 


Vậy, các trị riêng năng lượng là 
kny= 2h? /21,, m„mn>—=Ũ, +1,.... 
và các hàm riêng tương ưng là 


1 
V2m 


sau khi thực hiện việc chuẩn hóa J m 1Đm(l@ — 1. 


m (@) = c9 cm =0, +Ủ,..., 


(b) Tại thời điểm t = 0 
"`. 
(0)= A sim é= pn (1 —- cos 24) 
= A/2-— 2 lề hệ hà 


tương ứng với z = 0 và rn = +2. Vận tốc góc được tính bởi #„ = ‡ );é?, hay 
ỏ = ?*. Như vậy, ta có tại thời điểm 1 
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()= A = A |c!24—M/1:) Sb Ă12(0+N/12)), 
2 4 
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Một electron bị giam ở trạng thái cơ bản trong hộp một chiều có bể rộng 
10~! m. Năng lượng của nó là 38 eV Hãy tính: 
(a) Năng lượng của electron ở trạng thái kích thích thấp nhất. 


(b) Lực trung bình tác dụng lên các thành hộp khi electron ở trạng thái cö 
bản. 


(WGconsmn) 
Lời giải: 


(a) Một electron bị giam trong một hộp một chiều có thể có các mức năng 
lượng (Bài tập 1011) 


En = h?mn nˆ/2mnu?, n—1,2,3,.... 


Như vậy, đối với trạng thái kích thích thấp nhất (+ = 2), năng lượng của 
nó là Ea = 4E = 1l52©eV 


(b) Lực trung bình tác dụng lên thành hộp là 
-(8H /ôa). 


Lây vi phân phương trình của trạng thái dừng (Ñ — E„)„ = U, ta được 


8H ô0E,\. CUNG 
(%- = _¬ 


9a : 
hay 
Đụn _ 9Ñ} 
H_— = 1n. 
mÁ Shin; ` th 


Tích phân về trái của phương trình trên, ta có 


Địn „ địa () x..J* 
ha ° Up) = 4= j ¬ Hũ =4. Sổi lân: 


Tích phân này bằng không vì # là thực. Tích phân về phải của phương trình 
này dẫn đến 
(0ñ1/0a) = ÔEn/Ôu. 
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Như vậy 
ˆ.=-ÔE„;/0u. 


Đối với trạng thái cơ bản, z‹ = 1 và 


E =2En/v = 7,6 x 109 eV/cm = 1,22 x 102 dyne. 
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Hãy cho biết các mức năng lượng E‡"” của thế năng một chiều ở 


Hình 1.3(a) cũng như các mức năng lượng #‡°) của thế năng ở Hình 1.3(b). 


(Wisconsin} 


Hình 1.3 
Lời giải: 
(a) Sử dụng hệ tọa độ như chỉ ra trên Hình 1.4, phương trình Schrỏdinger 
là 
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ỏ đây 
V=0 với r>+ (vùng ]), 
V=_-VWa Với -œ<z<u (vùng l), 
V=0 với z < —ua_ (vùng II). 


Với trạng thải liên kết ta cẩn có —VWọ < E < 0. Đặt 


=> 2”m(E + Vụ) k2 = — tmƑ 
- h2 a.- 
phương trình Schrödinger trở thành 
d3Ụ 


n.ứ k?=0_ đi với vùng H, 


và 
đ: V2 B2 : 
Tả —k?¿=0_ đối với vùng I và II, 
PP 
chúng có các nghiệm 
= A sin kz+ B coskz đối với ca < #< da, 
 = Ce~F* + DeY* đổi với z < —a và z > a. 
Ụ 
Điều kiện để  — 0 khi z — +oo đồi hỏi 
 =Cc~** đôi với r > ø (vùng D), 
j= DeŸ* — đi với r < ø (vùng IIỤ). 
Các điều kiện biên để và liên tục tại z = +a dẫn tới 
A sin ku + Ö cos ko = CeT*“^ : 


—A sin ku + B cos ku = DcT*^ 


ÁAk cos ka — Bk sìn ku = —Ck ! cTt^, 


Ak cos ku + Bk sìn ku = Dk! c **, 
hay 
2A sin ka = (C— D) eT*^, 
2B cos ka =(C+ D)c *, 
2Ak cos ka = —(C — D) khe t^, 
2BEk sin ku = (C + D)k' e #^. 
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Để các nghiệm trong đó A4, 8, C, D không đồng thời bằng không, ta phải 
có hoặc là A = 0, Ở = D dân tới ktan ku = k, hoặc là 8 = 0, Œ = —Ð dẫn 
tới k cọtka = —k', Như vậy, hai loại nghiệm đều được phép, dân tới các trạng 
thái liên kết. Đặt £ = kơ, „ = k'a. 

Loại 1: 

£ tan £ = 1. 
“+? =3, 
ở đây +2 = k?a2 + k2u3 = 2m42, 

Do £ và r¡ có các giá trị dương nên các mức năng lượng được xác định từ 
các giao điểm trong cung phản tư thứ nhất của đường tròn bán kính + với 
đường cong £ tan £ vẽ theo £, như chỉ ra trên Hình 1.5. Số các mức gián đoạn 


phụ thuộc vào Wọ và a, hai tham số này xác định giá trị của +. Với y nhỏ chỉ có 
thể có một nghiệm. 


U 


Hình 1.5 
Loại 2: 
£ cot £ = —!, 
@ + „ = +Ỷ : 


Cách dựng tương tự như trên được mô tả trên Hình 1.6. Ở đây giá trị nhỏ 
nhất của Vạa? không cho nghiệm, còn hai giá trị lớn hón mỗi giá trị tướng ứng 
với một nghiệm. 

Chú ý rằng £ = 0,r; = 0 là một nghiệm của £ tan £ — ; vì thê bắt kể + nhỏ 
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T 


Hình 1.6 


thê nào vẫn luôn có một nghiệm loại 1, trong khi đó + phải lớn hơn một giá 
trị cực tiểu xác định bởi điều kiện £ cot € = 0 mới tổn tại một nghiệm loại 2 
, Z- , ` L2 2p^2 
tương ứng với £ = š, tức là y — § hoặc Vọa2 = TL”, 
(b) Sử dụng các tọa độ chỉ ra trên Hình 1.7. 


Hình 1.7 


phương trình Schrödinger có các nghiệm 
ỦÙ=Asin kz+ B coak+z đổi với 0 < z < da, 
=Ce-F* đôi với z > ø, 


=0 : đỗi với z < 0, 


kí - >À .ˆ È Z tị .-ˆ >À _ ` 
thỏa mãn điều kiện  — 0 khi +z — oc, Các điều kiện biên tại + — 0 và + = a 
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dẫn đến P = 0, 


—Èk? 
A sìn ka = Cc F^, 


Ak cos ka = _Cke-#^, 


và cuối cùng 
£ C0t £ = —//, 
e2 + m2 = ^2 : 


Ấy} ố 2 TA Ẫ ~ Zz ˆ 
như đôi với các nghiệm loại 2 đã nói ở trên. 


1016 
Xét bài toán một chiều của một hạt có khối lượng ø: trong hỗ thế 
(Hình 1.7) 
V>=œ, z<0, 
V.=0, ` <ưz<ú, 
V= Wọ, z>0. 


(a) Hãy chỉ ra rằng các năng lượng liên kết (E < WẠ) được xác định từ 
phương trình 


nv2mEau T“« : “Vws 


(b) Không cần giải thêm, hãy vẽ hàm sóng của trạng thái cơ bản. 
(Bufalo) 
Lời giải: 
(a) Gác phương trình Schródinger cho hai vùng là: 
ý” + 2mEb/R° = 0, 0<z<¿, 
Ú” — 2m(Vh — E)U/h2 =0, x»a, 
với các điều kiện biên tương ứng ÿ = 0 với + = 0 và  — Ö với z -+ +oœo. Các 
nghiệm với E < Vụ là 
=sin(V22wE+/R)  0<Sx+r<u: 
 = Ae~V2m(Vo=E)z/h r sạ, 
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đầy A là một hằng sô. Điều kiện để và là liên tục tại +z = a dẫn đến 


Cà» 


tên (V2Ea/h) = =[E/(Và ~ E12. 


Œ) r1: sóng trạng thái cơ bản được chỉ ra trên Hình 1.8. 


Vtz) 
V, ———Š—. 
k tứ) 
h x 
Hình 1.8 
1017 


Động năng của một hạt chuyển động một chiều với thê năng V(+z) được 
xác định bởi Hamiltonian Hụ = ti8i ¡ V{(+), ö đây p = —¿h d/dr là toán 
tử xung lượng. Đặt DU,  = 1,2. 3,... là các trị riêng của H~a Bây giờ, xét 
một Hamiltonian mới H = Hạ + XD ở đây A là một tham sô cho trước. Biết 
À. m và ĐÈ và hãy tìm các trị riêng của H. 

(Princeton) 
Lời giải: 
Hamiltonian mới là 


H= Hạ+ Àb/m = Xà? + Àp/m + V{+) 


=(p+ A)?/2m + V(+)T— A?/2m.' 
hay 
p 
)sd 
2m co, 


ở đây H' = TT Lộc. Ư=ptLÀ, 


Các ĐẠh riềng và các trị riêng của H7 lần lượt là lì và 0`) . Vì số sóng là 


khu n = z„(p ! À), nên các hàm riêng mới là 


t0) ¿ 1Àz/h 


. 


3 BT..CHLƯỢNGTỪ 
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Và các trị riêng tương ứng là 


Kết k) — A?/2¡n : 


1018 
Hãy xét hàm sóng một chiêu 
0Á) = A(z/sa)® 7A, 
ở đây A, ø và zo là những hằng số. 
(a) Sử dụng phương trình Schrödinger, hãy tìm thê năng V(+z) và năng 
lượng Ƒ để hàm sóng này là một hàm riêng. (Giả thiết rằng khí + — +, 
V(+z) — 0), 


(b) Tìm mỗi liên hệ giữa thể năng này với thế xuyên tâm hiệu dụng của 
trạng thải hydro có mômen xung lượng quỹ đạo ¡. 


(Wisconsin) 
Lời giải: 


(a) Ví phần hàm sóng này, ta được 


J... rù HD HẠSỔ ch Ta 1 ., 
=—=W(1}=A— |=—— e +4 | — cà Á uới DĐ, 
đự + X70 +0 0 

: 2 


Thay vào phương trình Schrödinger phụ thuộc thời gian 


l si 
( . 3 Ti ví9) g2) = Eé(z), 


ta CÓ 


2  GG °. 
" ..= h b 1) 2m 1 


2 Ti L2 
2i # JọT — Tổ 
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Do V (+) — 0 khi +z — so, ta có E = “san? và như vậy 


ñ? [n(n—1) 2n 
lộ 3m _= mỉ l 

®) Thế năng xuyên tâm hiệu dụng của nguyên tử hydro là sẽ —l(I+1) 
sản: So sánh thế „y với V (+) ta thấy rằng số hạng -} về mặt hình thức tương 
nh với số hạng + + trong đó mômen xung lượng ¡ Tu thay thê cho ø. Số 
hạng + của V (+) phụ thuộc vào n = !, trong khi đó sỐ hạng 2 (thê Coulomb) 
trong biểu thức thê năng hiệu dụng của nguyễn tử hyởro không phụ thuộc vào 


môrmen xung lượng quỹ đạo !. Đây là sự khác nhau giữa hai thế năng này. 
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Xét các hô thê năng một chiêu dưới đây: 


V(xì 


Hình 1.9 


V(xì 


Hình 1.10 


(a) Các hỗ thê này với độ sâu VW; (¡ = 1,2) nhỏ tuỳ ÿ có thể cho "Phép một 
trạng thái liên kết hay không? Giải thích định tỉnh. 

(b) Với UẠ — V;, năng lượng của các trạng rhái liên kết của hai hỗ thê này 
liên hệ với nhau như thê nào? 

(c) Đôi với các trạng thái liền tục với năng lượng đã cho, mỗi một hó thê 
có thể có bao nhiêu nghiệm độc lập? 
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(đ) Hãy giải thích một cách định tính làm thê nào để các trạng thái liên 
kết ứng với hạt có khả năng nằm bên ngoài hồ nhiên hơn là nằm bên trong 
h 


©> 


(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Với các trạng thải liên kết ta phải có —V < E < 0. Đặt 


— 2m(E+V) _ _ 3nE 


Ss 
: Bồ ` hồ” 


ö đây V = Vì, Vạ ứng với hai trường hợp, và đặt £ = ka. + = ka. A = V2, 
Theo lồi giải của Bài tập 1015 thì đổi với thế năng trong Hình 1.9, các nghiệm 
được cho bởi 
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€cotf=m (€?Ì+ =3. 


Các mức năng lượng được xác định bởi giao điểm của đường cong 
€ cot € = —¡; với đường tròn bán kính + có tâm tại gốc (Hình 1.6) trong 
cung phần tư thứ nhất. Như hình vẽ cho thấy, + phải lớn hơn giả trị £ để sao 
cho £ cot £ = 0, tức là, £ > ï. Như vậy, để tổn tại một trạng thái liên kết, ta 


À ; gV/2mƯ ? +? p2 
cần có 2v 2. > ÿ, hay Vì > ấn: 


Đối với thế năng trong Hình 1.10, có hai loại nghiệm được phép. Một loại 
giông như các nghiệm trong trường hợp Hình 1.6 và không xảy ra với V¿ nhỏ 
bất kì. Loại nghiệm còn lại được cho bởi 


€ tan é = ï|, 
€? ti? = ^?, 


Do đường cong £ tan £ — zj xuât phát từ gốc nên + có thể nhỏ tuỷ ý mà 
giao điểm với đường cong vẫn tôn tại. Như vậy, với V2; nhỏ bắt kì, sẽ vẫn luôn 
tốn tại một trạng thái liền kết. 

Œ) Đôi với Vị = W¿, các trạng thái liên kết của thế năng ỏ Hình 1.9 cũng 
là các trạng thái liên kết của Hình 1.10. 

(e) Đổi với các trạng thái liên tục ứng với một năng lượng cho trước, chỉ 
có một nghiệm độc lập cho hỗ thẻ 1, đỏ là một nghiệm sóng dừng vỏi ¡¿: -- D 
tại z = 0; có hai nghiệm độc lập tưởng ứng với các sóng chạy theo các hướng 
+ư và w cho hô thê 2. 
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(đ) Đặt ø¡. ø; lần lượt kỉ hiệu cho các xác suất để hạt nằm bên trong và 
bên ngoài hỗ thê. Ví dụ ta xét nghiệm lẻ 
= A1sink+ VỚI <+<ø, 
=Ccrt** VỚI <+. 


ö dây k= V?m(41) (¡ =1, 2), k'= “BE, khi đó 


J A2 sin krdr - A? ku ( gin TT) 


Đì 
An C^2‹- 32 cự Œ2 ¿Xu 2ku 


P2 


Tĩnh liễn tục của ¿' tại z = ¿ dẫn tới 


.ề 


£ 
¬= 


sin ka~ 


Cũng như trước, ta đặt, ¡¡ = k¿, £ = kúu, ta CÓ 


Bi: ..- 1i " sin 2£ \ _ 2n ï sin 2£ 
2£ L— cos 2£ 2£ : 


Đà nìn? £ 


Các nghiệm lẻ được cho bởi 


§ COf £ = —1J, 
KP +” =4”; 


ở dây +? = 322” (¡= 1,2), 


Một nghiệm giải tích được phép nếu + —- (¡ + 3) r, hay 


3p2 

(0 + 3)2n”h 

lóc 
2m 


(n =0/1.2,...) 


ứng với nghiệm là é — (n + ÿ)m, ¡¡ — 0, và 


ĐẸP. Sa Y, 
12 


Hạt như vậy có khả năng ỏ bên ngoài hồ thế hơn là ở bên trong hồ. 
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1020 
Hãy tìm năng lượng liên kết của một hạt khối lượng zw chuyển động một 
chiều trong hỗ thê tầm ngắn sau 
V{(+) = -Vụỗ(3). 
(Wisconsin) 
LờI giải: 
Phương trinh Schrödinger 


d20/d+? + = (-VŒ@&)]=0, (<0). 


khi đặt 
k= V2m|E|/h, Ủa = 2mVụ/BỀ, 


có thể được viết lại thành 
(+) — khú(+) + Uaô(+) ð(+) =0. 


Tích phân hai về phương trình trên theo + từ —z đến c, ở đây c là một số 
dương nhỏ bắt kì, ta thu được 


#/{£) - #'(—£) - k? Ð dự + Uou(0) =0, 


khi cho £ — 0, biểu thức trên trỏ thành 
(0?) — #'(0~) + Ua2(0) = 0. (1) 
Tại + # 0 (ð(+) = 0) phương trình Schrödinger có các nghiệm 
{z) ~exp(-k») với+ >0, 
{+)~exp(kz)  vớiz <0. 
Từ (1) suy ra 
(0ˆ) (0ˆ) = —2kU(0). 
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So sánh giữa hai kết quả dẫn đến k = Uạ/2. Như vậy, năng lượng liên kết 
là - PP ~ hˆk?/2 mì = đV/2hỀ. 
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Xét một hạt khôi lượng ¿ø với thể năng là hàm ô một chiều 
V() = W ð(+). 
Hãy chỉ ra rằng nêu Ví có giá trị âm thì sẽ tổn tại một trang thái liên kết, 
và năng lượng liên kết là ;z1/2/2N?. 
(Columbia) 
Lời giải: 
Trong phương trình Schrödinger 
-— d20/dy2 + 2m|E — V(+)]| b/BÊ =0, 
nêu đặt # < 0 đối với trạng thái liên kết và đặt 
k} =2m|E|/h?, Ứa = 3mW/hˆ, 


ta thu được 
d?@/d+? — k?ụ — Dạ ỗ(+)¿ = 0. 
Tích phân hai về theo + từ —c tới +z, ở đây là một hằng số nhỏ tuỳ ý, ta 
có 
đ (=) - el( £)- tị ¿dư — Uon0(0) = 0. 
Với z -0*, biểu thức này trở thành ¿⁄(0*) - #'(0~) = La @(0). Đối với r # 0 


phương trình Schrödinger có nghiệm hình thức (+) ~ exp (—k|+ |) với k 
đương, dân đên 


: _— ku—k+z $ 
""......i HÔI cai 
w két, +=<0, 


và như vậy 
@ (07) — (07) = —2ku(0) = Uad¿(0). 
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Như vậy k = —Uu/2, cần có Vọạ âm. Năng lượng của trạng thái liên kết là 
E = —R£ˆ < —;nV,/2h? và năng lượng liên kết là # = 0 —  = mW2/20. 


Hàm sóng của trạng thái liên kết này là 
THỲ |5 
(+) = A œxp ( |z ) = VW-mVe/hÈ exp (mVạ | |/h®), 


ở đây hằng số bất kì 4 thu được từ điều kiện chuẩn hóa ƒ°_ ý d+ t 
œ_ 2 
dụ ÿ“ dự = ]. 
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Một hạt khối lượng ;z chuyển động một chiều phi tương đổi tính trong 
một hỗ thê năng có đạng V(z) = —að(z), ở đây ä(+) là hàm delta Dirac. Hạt ỏ 
trạng thải liên kết. Hãy tìm giả trị +ạ sao cho xác suắt tìm thấy hạt trong vùng 
lờ] <0 đúng bằng 1/2. 

(Columbia) 
Lời giải: 
Đôi với các trạng thái liên kết, #; < 0, phương trình Schrödinger 
h2 d2 
sẽ sỗ(2)| ð(z) = Eu() 


_ 2m dự2 
với r z# 0 có nghiệm hữu hạn tại z = + như sau, 
Œ) Ac*#  vớiz <0, 
(+) = 
Ae *" với. >0, 
ö đây k = *~7^# và A4 là một hằng số bắt kì. Lây tích phân hai về vào phương 
trình Schrödinger từ —z đến +z rồi cho z — 0, ta được 


2mu 
h2 


#(00)-# (0 )= ——s- (0) q) 


bởi vì : : 
h @(x)á(+) dr = (0). lim (1) dự = Ô 

-£ : an" 

và (0) xác định. Thay thê j(+) vào (1), ta được 


ra 


k= 
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Như vậy 


J"“.... (4ˆ) 


h2 


j. 1Á z HT: ⁄ h Z £ ` 
Kế đên tính đôi xứng, các xác suät là 


S cà L4P n 
P(z|<za)=8|A €2#* Jự = R (IS g nhận 
0 
SN IA 4l? 
an 
0 


Từ điều kiện 


5 3 
ta có 1 
T2 —~ lẽ 
' =ễ— = n 
đ 2k 2nua 
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Một hạt khối lượng chuyển động một chiểu bị giới hạn trong vùng 
0 < + < L bỏi một hồ thê vuông sâu vô hạn. Ngoài ra, hạt còn chịu một tác 
dụng của một hàm thê delta có độ lớn A định vị tại tâm của hệ thê (Hình 1.11). 
Phương trình Schrödinger mô tả hệ trong giới hạn của hỗ thê có dạng, 
h? 00(+) : " 
“ấm "an † ÀAð(Œz— L/2)w(œ) =F¿(),  0<x+z<1L. 


V(zì 


lú t7? Là 


Hinh 1.11 


Hãy tim một phương trình siêu việt xác định các trị riêng năng lượng #° 
theo khỗi lượng ›:, độ lớn thê năng ÀA, và kích thước 7 của hệ. 
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Lời giải: 


Tác dung lim;_.p I8 Ý¿j; lên hai về của phương trình Schrödinger, ta 
được 


p(L/2 + e)—  (L/2—£) — (ÔmA/R?)e(L/2), () 


cv ồ ễ d b5 li ng )d+z =0 
n #(+) +. 1 mỦ Dị - Jm là (+)d+ =0. 


3 Tš 


do 


Tính đến các điều kiện biên (0) = @(E) = 0, phương trình Schrödinger có 
các nghiệm dỗi với + # 


Ai sin(+), ñ<z<1/2-—e 
/(z)= 
4; sin|k(~zT— L)|, L/2+z<„z<, 
ở đây k = Y3 và e là một hằng số dương nhỏ tuỳ ý. Tính liên tục của hàm 
sóng tại L./2 yêu cầu Ái sin (kƑ/2) = - 4a si (kL/2). hay Ai = — 4. 
Thay thế hàm sóng vào (1), ta được 


Aak cos(kE/2) — Ai k eos(kl/2) = (2 1ÀÄAi/h2) sin (kL/2), 


kẻ: _kh* VJ2JmilL _— —_ mm h 
SP 7 ẻ  Gưưnynn tt nc +: đó chính là phương trình siêu 


VIỆI đc các trị riêng năng lượng #. 


với tan hay tan 
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Một hô thế năng một chiều sâu vô hạn giam giữ một hạt trong vùng 0 < 
+ < L. Hãy vẽ hàm sóng mô tả trạng thải riêng năng lượng cực tiểu của hạt. 
Nêu một thê năng đẩy dạng hàm đelta, H' = Aä(+ — 1/2) (A > 0) được thêm 
vào tại tâm hố, hãy vẽ đạng hàm sóng mới và cho biết năng lượng của hệ sẽ 
tăng lên hay giảm đi. Nếu năng lượng ban đầu là Z4, thì nó sẽ bằng bao nhiêu 
khi À — ? 
(Wisconsin) 
Lời giải: 


Đôi với hồ thế vuông góc, hàm riêng tưởng ứng với trạng thái có năng 
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lượng cực riểu và giá trí nãng lượng của nó tương ứng là 
ỏu (2) ~= TITN sim (mwư/}), 
lo 
2mmbL^ 
Đô thị biểu điển hàm sóng đó được vẽ trên Hình 1.12. 


Khi thêm hàm thế delta Hˆ =- Aä(r — L/2), phương trình Schrödinger trở 
thành 


1“ +Í}? - œỗ(xT— L/2)] =0, 
ở đây kề — 20¡12/B2,œ = 2mÀ/R2. Các điều kiện biên là 


Ôp(x) 


Hình 1.12 


ứ{0) = @(L) =0, Œq) 

) Ị =uœò(L/2), (2) 
TC 

l8Ì-l0] + 


Chú ý rằng (2) xuất hiện do lẫy lim; _—„o TRO ˆ dz hai vê của phương trinh 
Schrödinger và (3) xuất phát từ tính liên tục Bữa 7T tại  = s: 
Các nghiệm với + # ý thỏa mãn (1) là 
AI sim (k+). 0<z+< L/2. 
'= 
4¿ sin[k(+— DỊ. L/2<+<E. 
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Đặt £ = kọ ứng với trạng thái cơ bản. Điều kiện (3) yêu cầu rằng 
4ì = —44a¿ = A, và hàm sóng của trạng thái cø bản trở thành 
4 sin (&o 3), 0<x< 1/2. 
tạ (+) = 
—A sin|ko(+T— E)|, L/2<x<h. 


Điều kiện (2) chỉ ra rằng ko là nghiệm nhỏ nhất của phương trinh siêu việt 


mémÀ 
I(kL/2) = -—.=. 
BEDNH đó) kh»? 
Do coL (**) âm nên, 1/2 < kụ L/2 < r, hay xz/L < kụ < 2m/L. Hàm sóng 
trạng thái cơ bản mới được mô tả trên Hình 1.13. Năng lượng tương ứng là 
: 2k2 kà 7+ 
#2 — h?kệ/J2m > Eụ = T12 do kọ > 7. Như vậy năng lượng của trạng thái 
cơ bản mới răng lên, 
Hơn nữa, nêu À — toc, kọ —› 2z/L và năng lượng trạng thái cơ bản mới 
#= đÊn: 


xi 
0 (t⁄?2 L ẹ 
Hình 1.13 
1025 


Một hạt phi tương đổi tính khối lượng m: chuyển động một chiều với thê 

năng 
Ví) = giả —a) 1ễ( 3 a)| 
ở đây ø > 0 là một hằng số và ô{+) là hàm đelta Dirac. Hãy tìm hàm riêng 
năng lượng của trạng thái cơ bản và tìm một phương trình liên hệ trị riêng 
năng lượng tương ứng với hằng số ạ. 
(Berkeley) 

Lời giải: 


Do V({(+z) = V{(—+), các hàm riêng năng lượng có tính chẵn lẻ xác định. 
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Trạng thái cơ bản có tính chẵn, ø(—z) = (+). Đó là một trạng thái liên kết 
và năng lượng của ró âm, È < 0. 
Dỗi với r > 0, phương trình Schrödinger là 
[—Œ2/2m) đ2/da2 -- gỗ(+ — a)| 0(+) = Ee(r). 
có các nghiệm với z # a¿ là ¿ ~ exp (+k+), ở đây k—= v2m2/® 


Với điều kiện hàm sóng vẫn còn hữu hạn khi z — œ và cớ tíah chăn. ta 


thu được 
AeT te, + >d. 
#(4) = 
B cosh (k+), 0<+<ứ. 
Tính liên tục của ¿ tại z — ¿ yêu cầu A = Öj«*“ cosh (k¿). Như vậy 
Bc*^ cosh (ka) c Ê*, ư>ứ, 
Ặ@(#) = 


B cosh(kz). 0<xz<u. 


Diễu kiện chuẩn hóa dạ 62 dư + [TU ø2 day = 3 dẫn đến 
B= 
2k 2k 
Tại z = ø, xuất hiện sự gián đoạn của ví phân cấp một của hàm sóng (tham 
khảo Bài tập 1024) 
0 (aT) —= # /(a `) = —(3m0/h2) @(4), 
Thay thể biểu thức của ¿ vào ta được hệ thức 
k[1 1 tanh(ka)] = 2ing/h2, 
mà ‡: cần thỏa mãn. Do tính đối xứng hàm sóng trong toàn không gian sế như 


sau 


Bé** cosh (ka) e #*l*lT |r|>a, 
(+) = : 


Bcosh(kz), |zl<u. 
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Mô hình gắn đúng cho bài toán của nguyên tử ở gần thành hỗ thế là xét 
một hạt chuyển đóng dưới ảnh hưởng của một thê một chiều có dạng 
V(+z)= —VWjð(+). „> -d, 
V(+)= %. _". 
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ở đây ả(+) là hầm "delta", 
(a) Hãy tìm sự thay đổi năng lượng liên kết gây bởi thành hồ thẻ khi hạt ở 
cách xa thành. Giải thích rõ cách xa là như thể nào. 


(b) Điều kiện chỉnh xác của Vạ và 2 để tồn tại ít nhất một trạng thái liên 
kết? 


(Bufalo) 


Vtxì 


Hình 1.14 
Lời giải: 


(a) Thê năng được mô tả trên Hình 1.14. Trong phương trình Schrödinger 


” + (2m/hŠ) 


EIUV(z)| =0. +>r-d, 


đặt k - v -2ia/2/h, ö đây †Ý < 0. Phương trình này có các nghiệm hình thức 
sau 


k# 


ac** the“ vôi —d<a <0, 
2Ú) = 
Œ VỚI „+ >0. 


đo ›*(r) hữu hạn tại z — ao. Tính liên tục của hàm sóng và tính gián đoạn của 
vi phân cắp một của nó tại + = 0 (phương trình (1) của Bài tập 1020), cũng 
như yêu cầu ¿((z = —J) — 0, dân đên 


a+b= ], 
k — (aT— b)k = —2mVp/hˆ, 


de ## + be*# = (), 
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Giải các phương trình này ta tìm được 


„2"4 ẽ l 

x08. . sa .nẽ 
HuY§ ~2kd 

ké= Pồ l—e ). 


Thành hỗ được xem là cách xa hạt nếu &¿/ >> 1, khi đó k  „:V0/h}. Một 
phép gần đúng tốt hơn cho £  (0rVa/ñ2)|L—exp (—3m Vy d/h?)|, đẫn tối năng 
lượng liên kết là 


: h2 k? hˆ. /mÝWạN? 2imVpd : 
so 31m" kêu 21m h2 ĐI A HH Vc h2 


" mMtP 2miVpdl 
ng 1 2 cxp =... 


_ "VỆ ậ m2 nà (T5) 


—2R2 h2 h2 


Số hạng thứ hai trong biểu thức cuối cùng là sự thay đổi năng lượng gây 
bởi thành hồ thê. Như vậy, để sự thay đổi năng lượng là nhỏ ta cần ¿' > 1/& = 
hŠ/mvp. Đó là ý nghĩa của khái niệm cách xa, 


⁄ 


1 


*% KHE S6 À0 wrarkeai=in= 


Hình 1.15 


(b) Hình 1.15 cho thấy đường 1 biểu diễn sự phụ thuộc  - + và đường 
cong 2 mô tả hàm j 1 exp(=2k2)l, ở đây ý  — nìVọ/#2. Điều kiện để 
phương trình 

k — ml_ L- cxp(=2kd)|/B° 
có một nghiệm là độ đốc của đường cong 2 tại gốc tọa độ phải lớn hơn độ dốc 
của đường 1 
dụ 


He, = 2mVqạd/ñ} >1. 
TII mVùd/h 
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HÀ 3 . , ^ 
Như vây, nêu VWụJ > ‡—, thì sẽ tồn tại một trạng thái liên kết 
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Hàm sóng của trạng thái cơ bản của một dao động tử điều hòa có hằng số 
lực & và khôi lượng m là 


1o (+) - (œ/m)3 Hồ De 2 


1ãy tính xác suất tim thầy hạt bên ngoài vùng giới hạn cô điển 
€VỨ/isconstn} 


đœy —= thao /B. Si = = ký 111, 


LỒI giải: 
Hạt được gọi là nằm ngoài vùng giới hạn cổ điển nêu £ : V ụ , Đối với 
tức là, 


trạng thái cơ bản, £ = #„o/2 và vùng phi cổ điển là ‡ „ha < § 3 m4”, 
: nh 
h 1 „ _= 
„ =—, hay € 
œp?n a 1 
Go lan 


e 


Do đó, xác suất để tìm thây hạt trong vùng phi cổ điển sẽ là 


P-= Ị = bà (+) dự 
|z|> và 


L/œ #\ œ: lon 
) J2 Ý:: tị Vỹ dt dự 
-% Y lJœ m 


Hi 


so Ơ _ uy? 1 
=2 —c “ở dự =2 #— £=U vÝ& l0%. 
vx⁄/a J JỊ vx< 
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Xét một dao động tử tuyên rính và đặt øa và ¿¡ là các hàm riêng thực và 


chuẩn hóa ứng với năng lượng ở trạng thái cơ bản và trạng thái kích thích đầu 
1; với .1 và Ö các sô thực là hàm sóng của đao động tị 


tiên. Giả sử A:u - /ún 
điều hòa ở một thời điểm nào đó. Hãy chỉ ra rằng giá trị trung bình của + 5œ! 
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chung là khác không. Với những giá trị nào của 4A và B (z) có giá trị cực đại 
và cực tiểu? 


(Wisconstn) 
Lời giải: 
Điều kiện chuẩn hóa 

lụa + Búi)?dz =1 
dẫn tới 42 + 82 = 1. Nhìn chung A và B khác không, vì vậy giá trị trung bình 
của r, 

(+) == J (A6 † Bún)? dri>2AĐB (/o|z ht) 
khác không. Viết lại phương trình trên thành 
(z) =[L— (A?+ B? +32AB)] tòa |+z lúa) 

[L—(A~ B)] (0o l+z] ø) 
và xét ƒ = AB = A4(1— A232, có 2 các cực trị tại A — tự ta thây rằng nêu 
A= B=1/V2, (z) là là cực đại; nễu 4 = —B = 1/V2, (z) là cực tiểu. 


lí 
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Hãy chỉ ra rằng năng lượng cực tiểu của một đao động tử điều hòa là h«›/2 
nêu AzAp = h/2, ở đây (Ap)? = ((ø = (p))?). 
(Wisconsin) 
Lời giải: 
Đối với một đao động tử, (z) = (p) = 0, và do vậy 
(Az#=@?, (Ap= œ3. 


Vì thể Hamiltonian của một dao động tử, W = p2/2mn + mó?z2/2, dẫn đến 
năng lượng trung bình như sau 


(H) = (p3)/2m + mư2(2?)/2 = (Ap)2/2m + mớ2(Ar)2/2. 


Vị đổi với a, b thực và đương ta có (/4— v)? > 0, hay ¿ + b > 2V9b, suy 
ra 


(H}ìmm = (An (Az)}e = hụ› /2 - 


4- BT...CHLLƯỢNGTỬ 
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Một electron bị giới hạn trong trạng thái cơ bản của một đao động tử một 
chiều sao cho v/{(z— @))2) = 10~!0 m. Hãy tìm năng lượng (theo eV) cần 
thiết để đưa nó lên trạng thái kích thích thứ nhất. 

[Gợi ý: Vận dụng định lý virial] 

(Wisconsin) 
Lời giải: 

Định lý virial áp dụng cho dao động tử một chiều phát biểu rằng (7) = 
(V). Như vậy Fạ = (H) = (T) + (V} = 2(V} = m„¿? (+?), hay đôi với trạng 
thái cơ bản 
bên mạo? (v2), 
dẫn đến 

h 
uU = ——-. 
20m (72) 
Do (z) = 0 đối với một dao động tử điều hòa, nên 


(— Gì?) = v5 ~ 0}? = VÀ) = 10! m, 


Vì vậy năng lượng cần thiết để đưa electron lên trạng thái kích thích thứ 
nhất sẽ là 
R2 h2c 
— Đăng (z2) — 2mạc2 (r2) 
(6,58 x 10—15)2 x (3 x 108)2 


HH Ôi CÁ CC o  (HỢY Âh 
2x0,51 x10 SE 


AE = hư2 
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Hàm sóng tại thời điểm + = 0 đôi với một hạt trong thế dao động tử điều 
hòa V = 3 k+2, có dạng 

gin jJ 

2v2 


ở đây ¿3 và 4 là các hằng số thực, œ2 = v mk/h, và các đa thức Hermite được 
chuẩn hóa sao cho 


(+. 0) = Ae—taz)3/2 |» 3 Ha(ằœ+) + H;(œ+)|, 


j ki nH, [H„(œ+)]? d+ = vT 2”n[, 


—9O 
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(a) Viết biểu thức của (+, +). 

(b) Phép đo năng lượng của hạt ở trạng thái này có thể có những kết quả 
như thê nào, và các xác suất tương đối để có những giá trị này là bao nhiêu? 

(c) Tính (z) tại ? = 0. (z) thay đổi như thế nào theo thời gian? 

` l (Wbconsin) 

Lồi giải: 

(a) Phương trình Schrödinger của hệ là 

2hØÐ, @(+,t) = (+. t), 


ở đây /(+, £) có giá trị (+, 0) đã cho tại ¿ = 0. Do ï không phụ thuộc tường 
minh vào ¿„ 
Ôn(+, É) = Ôn (2) € HP, 
ỏ đây „(+) là hàm riêng năng lượng thỏa mãn 
điện (+) = Ea Un (2), 
Khai triển (+, 0) theo „ (+) 


(+, 0) = an Ôn (2), 


en = [ 9ï) 0Œ, 0), 
Như vậy 
(+, !) = ...- t)= San tạ (2) KT tEn/R. 


Đối với một dao động tử, 
0n (£) = Ng e—9”*)/8 Hạ (az) 
vì vậy 
dạ = J NneTs)z?/2 Ha(e+) - Aera?z°/a 


sin ở 


2V2 


x |» 3Hụ(œr) + H;(oœ+)| dr. 
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Do các hàm exp (— s42) Hạ (+) là trực giao nên tật cả ø„ = 0 ngoại trừ 


dọ = ẢNg Vas cos Ø, 


ơy = AN¿ \Í—s 2V2 sin Ö. 
ơ 
Do đó 


gbíc, t) = Ä V/ có [Mo COS dúo(+) e ?EoUR 
œé 


+2V2M¿ sin Jja(+)  12/, 
} 
=AÄ ()° [c» 3úo(+) e TP + sim 02(#) e SP : 
7V 1 
z($), 
(b) Gác giá trị năng vi quan sát được đối với trạng thái này là Eụ = 
huu/2 và Fạ = 5 hụ/2, và xác suất tương đối để có các giá trị này là 


do NM„ được tỉnh bởi ƒ[ú„ (+)]2 đr = 1 dẫn tới No = (®= ¬ Wa= 


Pụạ/H = cos2 g/ sin? Ø = cot2 đ. 


(c) Do ý(z. 0) là rổ hợp tuyến tính chỉ của hai hàm sóng có tính chẵn 
ứọ (+) và ¿2 (z), nên 


(—z, 0) = (+, 0). 


Suy ra tại ‡ = Ú, 


= J (+, 0) xử (2, Ò) dư =0. 


Dẫn đến giá trị trung bình của z không thay đổi theo thời gian. 
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(a) Đối với một hạt khôi lượng ø: trong thể đao động tử điều hòa 
V > m2 z2/2, hãy viết nghiệm tổng quát nhất của phương trình Schrödinger, 
(+, †), qua các trạng thái riêng của dao động tử điều hòa ö„ (+). 

(b) Sử dụng (a) để chỉ ra rằng giá trị trung bình của +, (+), như một hàm 
của thời gian có thể được viết thành 4 cos „ + B sin ú#, ở đầy A và B là các 
hằng số. 
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(c) Sử dụng (a) để chỉ ra một cách tường minh rằng trung bình theo thời 
gian của thê năng thỏa mãn (V) = 3) đôi với hàm sóng tổng quát ý (z. £). 
Chú ý đẳng thức 


(Wisconsin) 
Lời giải: 


(a) Từ phương trình Schrödinger phụ thuộc thời gian 
¡h bà (+, 1) = Hu(b, t), 
ð† 
đo #7 không phụ thuộc tường minh vào thời gian nên ra có thể viết 
È(x.t) =e ?RU® ø(x, 0). 
Ta có thể khai triển (+, 0) đưới dạng ¿„ (+) 


(+, 0) =—= » dua (2), 


với 
'a = (dan (2) |U(x, 0), 


và @„ (+) là các hàm riêng của 
: ca 1 
Hỏn (r) = Puôn(z), VỚI hạ = Ề + 3) hưu. 
Do đó 


(% t) = ` andn (t) c rEuĐ/hc 


„ 
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(b) Sử dụng đẳng thức đã cho ta có 


= [ 0Œ.) ztœ, t) de 


SG)... SN / đặ (z) xôn (v) đà 
nu 


$ —ÉP,—E m + 1 
= ) dễ gui €7 (án  En/ ( n.n+] 
Tr,n" 
n h 
* no 
ru) 


= Á cos + B sin uÉ, 


| h `» : Huy m-E 1 
= — đm_— = 
ytnú2 là. R DC)1201300ả0 sài 2 l 
7t : . 
`... » ¡a* (ng ml 
——Ý mư : n | 8n-L Tuệ 2 ' 


và ta đã sử dụng E¿¡ — En = hứa 


(c) Trung bình theo thời gian của thế năng có thể được coi là trung bình 
theo thời gian của trung bình theo tập hợp của toán tử Ÿ tác dụng lên j(z, £). 
Ta chỉ cần lây trung bình theo thời gian trên một chu kì 7 = 2z/œ. Kí hiệu (4) 
và 4 tương ứng là trung bình. thời gian và trung bình theo tập hợp của một 
toán tử A. Do 

Vị) = 


L4 £®) 
Bờ c TT g”|g) 


Nhung. 3} an VÍ >- sóa @a ( 
Ì lmu  s= ?w + 1 
=2 Re _Ỷ =(V |z„+1) 
=0 


5 Ịn VÀ, 9) e(+1/2)! 
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¬ r 1)( 2 
=5 hờ án | —— 3... 


tả CÓ 
V=(@|V|è) 
< ì 1, < 
ïm.S.S G z) + g0 3 dnạa 
m—0 n0 
(¡0 11)(n4+2) ¿1 = 
`... Y 
n—0 
san, (0-1 ĐỤC 12) se 
4 
1 œs 
= he dhân («+;) 
n—-Ö 


h C^ z : 
+ ghe) | ada | V{n + 1)(n + 2) cos (0E + ổn), 


n—O0 


ở đây ấa là pha của ä} „¡ z„,. Lây trung bình của V trên một chu kì, do số hạng 
thứ hai bằng không nên ta được 


3 Sẽ 
_ 1 . 1 
(Vì= T l V dị = 2. CAHẠ nà 3) : 
Mặt khác, 


œ 
E= (U|H|) = hà  ” quan (“+;) : 


=0 


và (!) = . Do đó (V) = (E)/2. 
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Xét một hat có khôi lượng ›› ở trong hồ thê một chiều 
V{(>)= mu2r2/2, ri >b; 
V{z) = Vọ, |z]<bÒ, 
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ở đây (¡ 3> ñ*/m? 3> hà:, nghĩa là một thể năng dao động tử điều hòa với 
một hàng rào thê mỏng, cao và hầu như không thể đi xuyên qua được tại 
+ - tl (xem Hình 1.16). 


Hình 1.16 


(a) Xác định phổ năng lượng nằm thắp trong gần đúng hàng rảo thế không 
thể xuyên qua được. 

(b) Mô tả định tỉnh hiệu ứng tác động lên phổ khi hàng rào thê có thể 
xuyên qua được một phần. 

(MIT } 
Lời giải: 

(a) Đói với phổ năng lượng nằm thập, do rào thê không thể xuyên qua 
được nên thê năng bằng hai nửa riêng biệt của thé dao động tử điều hòa và 
các hàm riêng mức thấp phải thỏa mãn điều kiên (+) — 0 tại + = 0. Phổ 
năng lượng nằm thấp như vậy tương ứng với phổ của một đao động tử điểu 
hòa thông thưởng với các số lượng tử lẻ 3w + 1, đôi với nó ý„(+) =0,ởz =0 
và ủy = (2n + 3/2)hu, ð = 0, 1.9... với bội suy biến là 2. Như vậy, chỉ các 
hảm sóng lẻ là được phép ở các mức năng lượng thập. 

(b) Giả sử tồn tại sự xuyên ngằm yêu của rảo thê. Hiển nhiên xác suất để 
hạt trong khoảng |+| < b, ở đỏ tốn tại rào thê, trở nên nhỏ hơn xác suất trong 
trường hợp không cỏ rào thê, trong khi đỏ xác suât bên ngoài rào thê trở nên 
tương đổi lớn hơn. Một tỉ phần. nhỏ của các nghiêm chẵn được trộn vào các 
trạng thái hạt, trong khi đỏ ở gắn gốc tọa đó phân bó xác suất của các trạng 
thải chẵn lớn hơn Phan. bố xác suất của các trạng thái lẻ, Tướng ứng, một tỉ 
phần nhỏ năng lương #` En = (2w + 1/3) bị trộn vào năns lượng trong trường 
hợp (a). Do ¿| rào thế |¿) > 0, nên các mức năng lượng sẽ dịch lên phía trên. 
Sư dịch năng lượng đổi với các trạng thái chăn lớn hơn sự dịch năng lượng 
của các trang thái lẻ. Hơn nữa, sự dịch năng lượng là nhỏ hơn dỗi với các giả 
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trị năng lượng lớn hơn của các trạng thái có cùng tính chẵn lẻ, 
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Hamiltonian của một đao động tử điều hòa có thể được viết trong hệ không 
thứ nguyên (m = b = œ = L1) như sau 


ỏ đây 
à=(2+i0)/V3, a† =(?—18)/V2. 
Một hàm riêng năng lượng chưa chuẩn hóa có dạng 


Ủa = (24) ~ 3z) crp(—22/2)., 


Hãy tìm hai hàm riêng khác (chưa chuẩn hóa) có mức năng lượng gần 
nhất với ¿„. 
(MIT) 
Lời giải: 
Trong biểu diễn Fock đối với dao động tử điểu hòa, à và â* là các toán tử 
hủy và sinh thỏa mãn các điều kiện. 
Ñn = V†wÙ +1 â hn=Vn+l a+L) ââ ` thụ =(n+ 1) 0n, 


1 
Tạ = Gh hú, n=0,1,2,.... 
Do 


AÃãŸ tb„ = 


" 
|; 


| | 


đ À 4 .2 = 
(+) (4z` — 12z” !3)e 


» 


Pa 


=4(2+?T—3z)e 7 =(38+ 1)0a, 


ta có n — 3. Như vậy, các hàm riêng có năng lượng gần nhật với ýa có n = 2, 4. 


52 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


các hàm sóng chưa chuẩn hóa là 


Ï.su 2 ả _ 
0a =;â Tủ = SP (:-z) (2z3 — 3z) e z3/2 


~(4z# — 12r? + 3) đi ca 


ở đây các hằng số không quan trọng đã được bỏ qua. 
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Tại thời điểm ¿ = 0 một hạt trong thế năng V{z) = mư2r?/2 được mô tả 
bởi hàm sóng 


U(0)= A3” (1/V2)" 0a (>), 


ỏ đây j„ (+) là các trạng thái riêng ứng với các trị riêng năng lượng Ƒ„ = 
(+ 1/2) hưu. Cho trước (a, Úạ?) = ôn". 

(a) Hãy tìm hằng số chuẩn hóa A. 

(b) Viết biểu thức cho (+, ?) với ? > 0. 


(c) Hãy chỉ ra rằng | ủ (+. £) |? là một hàm tuần hoàn theo thời gian và chỉ 
ra chu kì r dài nhất, 


(d) Tìm giá trị trung bình của năng lượng tại í = 2 


(Berkeley) 
Lời giải: 


(a) Điều kiện chuẩn hóa 


(l(á::0%: 0(8:019<< [4P (1/3)07T°P (Đi) 


m.n 


-IAP (J}”~slaF~i 


m 


dẫn tới A = 1/V2, chọn A có giả trị đương và thực. 
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(b) Hàm sóng phụ thuộc vào thời gian là 


eứ, Đ) =eH®ú (x0) 


1 n+1 - ì 
àN (œ) ÉP DP UỦa (+). 
n 


II 


(€) Mật độ xác suất là 


2 + ; 
lớn ĐP= 3S (§) cm myg)dn0), 


Tri 
Chú ý rằng thừa số phụ thuộc thời gian exp [—¿z„/(n — m+)?] là một hàm với chủ 
kì cam chu kì cực đại là 2m /.. 


(đ) Giá trị trung bình của năng lượng là 


_ 3 it ắ 
H= (vá, 0). dứa 0) =3) (3) — (0á, 8ượa 
L1) 
ma 
) 2) 
mà ~ mm t = Ì Dư Ôym 
Tmrn.t G 2 
ải 
“à. 2m1 (‹: ;) hư) 
Chú ý 
=> + 


ta CÓ 
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và như vậy -H = 3h,u/2. 
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Xét chuyển động một chiều của một hạt khôi lượng / trong trường thế 
V(z) = We(1/0)”", 


ở đây + là một sô nguyên đương và Vạ > 0. Hãy thảo luận định tính về phân 
bố các trị riêng năng lượng và tính chẵn lẻ của các hàm riêng tương ứng, nêu 
có. Sử dụng nguyên lý bắt định để đánh giá cỡ độ lớn của trị riêng năng lượng 
thấp nhật. Đánh giá cho trường hợp đặc biệt  = 1 và ø — so. Hãy cho biết 
trong các hợp đó W(z) sẽ như thế nào và so sánh các giá trị ước tính được với 
ước tính đã biết. 

(Buffalo) 
Lời giải: 

Vì thế năng V(+) -+ œ khi z —› œ, nên sẽ tồn tại một sô vô hạn các trạng 
thái liên kết trong trường thê và các trị riêng năng lượng là gián đoạn. Cũng 
như vậy, trạng thái kích thích thứ z› sẽ phải có z+ nút trong vùng E2 > V{+) xác 
định bởi kA+ ~ (zz+ 1)~. A+ chỉ tăng khi rn¡ tăng, Từ đình lý virial 27 « 25V, 
ta CÓ 

k} x (A+)”“ œ |Úm + 1)x/k|”". 
và như vậy 
E% kÊ x Âm | 1922/11), 


Nhìn chung, khí ø tăng, hiệu giữa các mức năng lượng kể nhau cũng tăng 
lên. Do V(—z) = V(z), nên các trạng thái riêng có tính chẵn lẻ xác định. Trạng 
thải cơ bản và trạng thái kích thích thứ hai, thử tư, ... có tỉnh chăn trong khi 
đó các trạng thái còn lại có tính lẻ. : 


Sử đụng nguyên lý bắt định có thể đánh giá được năng lượng của hạt 


Đ„ ~ 5/2Ù, 
ỏ đây 
Như vậy 


1 
E~ — (h/20)° + Vo(b/v) ". 
àu 
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Đối với năng lượng thấp nhất đặt đE/db = 0 và nhận được 
b—= (h2u?" /§unVp)/20, 
Như vậy, năng lượng thập nhật là 
Ex |(n + 19/221 0 a?? /8unVy 9/61), 
Đôi với ø = 1, V(z) là thế năng của một đao động tử điều hòa, 
V{+) = Ved2/a2 = uu?+2/2. 
Trong trường hợp này E bằng h¿¿/2, phù hợp với kết quả tính toán chính 
xác. Đôi với n = œ, V(+) là một hỗ thể vuông sâu vô hạn, và 
Et= h2/8ua? : 


so với kết quả chính xác là h2m?/2ua?. 
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Xét một hạt trong bài toán một chiển với Hamiltonian 
THÍ —= p)/2m + V(+), 


ở đây V{(+) < 0 đối với tật cả z, V(+e) — 0, và V không bằng không ở đâu 
cả. Hãy chỉ ra rằng tổn tại ít nhất một trạng thái liên kết. (Một phương pháp 
có thể sử dựng là nguyên lý biến thiên Rayleigh-Ritz với hàm sóng thử 

0(+) = (/®)°/^ cxp (=bg?/2). 


Tuy nhiên, bạn có thể sử dụng các cách khác, nếu muốn.) 
(Columbia) 
Lời giải: 
Phương pháp 1: 
Giả thiết thể năng V(z) = ƒ (+) như chỉ ra trên Hình 1.17. Ta lấy một hỗ 
thê vuông góc V/(+) trong thê năng V(+) sao cho 
V*'() — — bụi, |+| < ủ, 
V'a)=0, tri >ú, 
V'(+) > ƒ(+) dối với tất cả các giá trị r. 
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V{x] 


Hình 1,17 


Ta biết có ít nhất một trạng thái liên kết ¿(+) trong hỗ thế V7 (+) với 


(ø(z) |H' | ø(z)) = (@|p”/2m + V”(+) | ø) 
= họ <0. 


Như vây, ta có 


(@|H |) = (ø|p”/2n + ƒ (+) Le) 
< (|p?/2u + V”(z) |ø) 
= Eạ <0. 


Kí hiệu --- ja_ (+). #a(+), --- các hàm riêng của H, và khai triển 


(+) == » Chúa (+Ì. 


j °© 
(| HI|ø) =3” Ca P(w|H lớa)< 0, 
mn 
có ít nhất một hàm riêng ý, (+) thỏa mãn bắt đẳng thức 


(| H|ú,) <0. 


Như vậy, tồn tại it nhất một trạng thái liên kết trong V (+). 
Phương pháp 2: Đặt hàm sóng là 


(+) = (5/)!/4 exp (—b+?/2), 
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ở đây b là một tham sô chưa xác định. Ta có 


= kẻ „—bz2/2 Í —_ hd -bz2/2 r. 
(H) = vb/z Œ — e=]}€ đr + (V} 
—œ 


2m d+2 
>.Nlb/bicspitÙ 


ö đây 
(W) = (b/x)2 J ttij:áqfebfÐaii 
và do đó 
2(H) hˆ 1, b\l⁄2 r+< : tí 
0b 4n 2Ù tk (s) J— „“V(r)e d 
hổ ] 7 2 
Can cọ (V) - (2V) 
dẫn tói 
(V) 


.2 
N MIỊ thà _m 


Thay thê vào biểu thức của (/7) ta được 


Do V(+) < 0 đối với tất cả các giá trị z, V (+) = 0, và V không bằng không 
ỏ đâu cả, ta có (V') < 0, (¿+?) < 0 và như vậy ˆ < 0. b > 0. 

Thực tế, dưới điều kiện năng lượng toàn phần có một giá trị âm nào đó 
(phải lồn hơn (V'} để làm (⁄) dương), bắt kể dạng của V như thế nào một hạt 
trong thế năng đó không thể chuyển động ra vô hạn và phải nằm ở trạng thái 
liên kết, 


1038 
Hàm sóng đỗi với một hạt khối lượng Ä/ trong thê một chiều W (+) được 
cha bởi biểu thức 
(z.†) = ưz cxp(-dz) exp(0+yt/R), +0, 
=Ú, +<0. 
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ở đây œ, Ø và + là các hằng số đương. 


(a) Hạt có ở trạng thái liên kết không? Giải thích. 


(b) Mật độ xác suất ø() để đo được năng lượng toàn phần E; của hạt là 
bao nhiêu? 


(c) Tìm trị riêng năng lượng thâp nhất của V(z) qua các đại lượng cho 
trước. 
(MIT) 


Lồi giải: 
(a) Hạt ở trạng thái liên kết bởi vì hàm sóng j(+, £) thỏa mãn 
lu m ø(32,1)=0, 
T——œ_- 


im (+ 1)È= lim œae 22c? S0, 
#—›+oo #—+CẲo 


(b), (c) Thê hàm sóng ứng với z > 0 vào phương trình Schrödinger 


„ Ợ h2 
1h 0Ệu, Ð) = “5M ñm + VÉ) (+, ‡}) 
dẫn đến : 
sẽ“... vn Ề "` 
+4 5M (8 xz— 23) + V(z)+, 
với thế năng ứng với z > 0 là 
Vừ)= ~++ gay (BÊ = 34/2) 
1) 17 NT Ho 


Vì hàm sóng dừng của hạt trong V (r) thỏa mãn . 


R2 In. sa V 
2M Ế N.iu 20/2) Ú#(2) =(E++) 0g(2z) (+ > 0) 
hay 

2M 


d? P 
mm Đh(1)T+ Tố (+: £2/+) ý (z) =0 


với 
E'=F+t+—-990/J2M, c?= gR?/M, 
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và tủ (+)Ÿ—”0, ta thây rằng phương trình trên giỗng phương trình thỏa mãn 
bởi hàm sóng phụ thuộc bán kính của nguyễn tử hydro với ¡ = 0. Bán kính 
Bohr tương ứng là a = ñ?/A/eŠ = 1/2, trong khi các mức năng lượng là 


Ej = —Me1/3h°u? = —2°h?/2ÁIn", n=1,2,.... 


Như vậy 
lạ =—*x+(02hR?/2A)(\— 1/HẺ). n=1,2,..., 


và do đó trị riêng năng lượng thắp nhất là #) — - + với hàm sóng 
ra, ) = đa exp(Tdr) exp (03(/B) œ gi (+z} exp(T—iEit/h). 
Mật độ xác suất ø(E) = #*ø = 2-0 sẽ là 


. 1 với#=—+, 
p(È)= đà 
_ với F # —+. 
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Một hat khổi lượng rz: được giải phóng tại £ = 0 vào một hô thê vuông góc 
kép như chỉ ra trên Hình 1.18 theo cách sao cho hàm sóng của nó tại ¿ - 0 chỉ 
là một vòng hình sin (nửa sóng sin) với các nút nằm trùng với biên nửa trái 
của hỗ thê như mô tả trên hình 


V(xl 


Hình 1.18 


(a) Tìm giá trị trung bình của năng lượng tại  = Ö (qua các đại lượng cho 
trên hinh về). 

(b) Giả trị trung bình của năng lượng có bằng hằng só hay không ở các lần 
giải phóng hạt tiếp theo? Tại sao? 


& BT..CHLƯỢNGTỬ 
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(c) Trạng thái này có năng lượng xác định hay không? (Có nghĩa là, phép 
đo năng lượng trong trạng thái này có luôn cho một giá trị như nhau hay 
không?) Tại sao? 

(d) Hàm sóng có thay đổi theo thời gian hay không so vói giá trị của nó tại 
‡ = 0? Nêu có, hãy giải thích rõ ta sẽ phải tính toán sự thay đổi hàm sóng như 
thế nào. Nêu không, giải thích tại sao không. 

(e) Hạt có thể thoát khỏi hỗ thế hay không (thoát khỏi toàn bộ hỗ thẻ, từ 
cả hai nửa)? Giải thích. 

(Wisconsin) 

Lời giải: 


(a) Hàm sóng chuẩn hóa tại ¿ = 0 là ¿(z, 0) = VỆ sin 5. Như vậy 


(b) () là một hằng số với £ > 0. Do ô()/Øt = 0. 

(c) Đây không phải là trạng thái có năng lượng xác định, bởi vì hàm sóng 
của trạng thái ban đầu là hàm riêng của một hồ thế vuông sâu vô hạn với độ 
rộng a, chứ không phải của hỗ thế đã cho. Đó là một trạng thái chồng chất của 
các trạng thái riêng ứng với các năng lượng khác nhau của thê năng cho trước. 
Như vậy, các phép đo năng lượng khác nhau trong trạng thái này sẽ không cho 
các giá trị giỗng nhau mà cho một nhóm các giá trị năng lượng theo xác suất 
của chúng. 

(đ) Hình đạng của hàm sóng sẽ phụ thuộc thời gian bởi vì nghiệm thỏa 
mãn các điều kiện cho trước là một trạng thái chồng chất 


(z, 0)= VỆ sin (=) = » CntJn (#), 
VI SN...) Su 


Hình dạng của ÿ(z, ¿) sẽ thay đổi theo thời gian bởi vì F„ thay đổi theo ¡r. 
(e) Hạt có thể thoát khỏi toàn bộ hồ thế nếu điều kiện sau được thỏa mãn 
h?mr?/2ma > Vọ. Điều này nói lên rằng nêu độ rộng của hỗ thế là đủ nhỏ (tức 
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là động năng của hạt đủ lớn) thì độ sâu không quá lớn (tức là giá trị của Úạ 
không quá lớn), và năng lượng của hạt là đương, thì hạt có thể thoát ra khỏi 
toàn bộ hỗ thê. 
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Một hạt tự do có khối lượng m chuyển động một chiều. Tại thời điểm £ = 0 
hàm sóng chuẩn hóa của hạt là 


(+. 0, ø2) = (2nø?)" 1⁄4 exp(—z2/4ø2), 
ö đây ø2 = (+). 


(a) Tính độ bất định của xung lượng ơp = V?} — (p)? đi đôi với hàm 
sóng trên, 


(b) Chứng tỏ rằng tại thời điểm ¿ > 0 mật độ xác suât của hạt có dạng 
l#(z, ĐỀ = lú(z, 0, đã + øg12/n2)|È. 
(c) Giải nghĩa kết quả của các câu (a) và (b) nhồ nguyên lý bắt định. 
(Colurnbia) 
Lời giải: 
(a) Do 


ẦÑ : ° lê nòng 
—“=“=. ——————— — —— © Z7 "ý = 
Í —œ (2xz2)1 2z? 


c= 

li 
lI 
g_ 8 
° 

+ 
⁄Z 
Ï 

> 

2 
RÌ% 
l) 
>.=+⁄ 
®= 

Đ. 

h 


-" ` mm [8t ) 
-œ (2mơ3)1⁄2 2ø‡  4ơậ 


x2 


xe ?! da = R2/Aơ2, 


h 
Ơp = ứ) = 2g k 
bu 
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(b) Dùng phép biến đổi Fourier, 


1 —ipz/h _ bể 
(axR)2 j € pz/ ủŒ, 0) dạ 
".. / c.—iP+lh l 

(2rB)1⁄2 (2nø2)!⁄4 
x exp(—12/4ø)) dư 


=|(Arø;)'/^/V2mh| exp [~ơzp`/P?]. 


%, 0) = 


Đo đó 
/Œ. £) = Ó(p, 0) e1, 
ỏ đây 
_*Ẻ 
: 3m 


đôi với một hạt tự do. Dùng phép biến đối Fourier ngược 


Ị 2rg2)1⁄4 - % 
` 5 ccirh J ipz/R = 
(+, ‡) [: ¿(p, f) dp N.T?73 e exp ca 


x exp Sử 
x — 
hí 
4|z+i— 
(2 BÙU 3) 
1 +2 1 
|ớ(z,#)|Ÿ = €xD |—-~ ĐEĐ] 
2/2 2 š đu 
2. Ớp ơ?+ -F— 
2m |ơ¿ + m2 
m2 


=|#(+, 0, ø2+ at “mm” 2) l2 


(c) Thảo luận: 
(i} Các kết quả chỉ ra độ rộng của bó sóng Gauss tại thời điểm ¿ (ban đầu 


là ơ„ tại £ = 0) là 
4/đ2 + ơ212/mn2 : 
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ỏ đây ơn = h2/Aơ). 


(ñi) Do ơzơp = h/2, nên nguyên lý bất định được thỏa mãn. 
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Một hạt khối lượng +: chuyển động một chiểu dưới ảnh hưởng của một 
thế V(+). Giả thiết hạt ở trạng thái ý (z) = (+2/)!⁄* exp (—+2z2/2) với năng 
lượng  = h?+?/2m.. 

(a) Hãy tìm vị trí trung bình của hạt. 

(b) Tìm xung lượng trung bình của hạt. 

(c) Tìm V (+). 

(d) Tìm xác suất P(p) d; để xung lượng của hạt nằm trong khoảng p và 
pĐ t dịp. 

(Wisconsin) 

Lời giải: 

(a) Vị trí trung bình của hạt là 


@„)= J ”(+)+0(3) dư = TH si VỆ Wif9 


(Œ) Xung lượng trung bình là 


(p) = ở *Œ) ` ( 20)) d+z 


86 ĐC: 


UỐNG la e~”*z°/2 (e-21/2) dừ =0. 


: tV1m Js.« dự 
(c) Phương trình Schrödinger 
h2? d0? É 
( “hp vứ) (+) = E¿(+) 
có thể được viết thành 
h^ d? 


_ 2m da? 


9) =|E~ V{)} (4). 


hˆỲ d°ồ _ xa h2 __2„2 
HÀ WgP nhe ii Tuệ? TẾ  Jến 7g 
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ta CÓ 
h° 2 A2 
t#—V(z)=——— (_-*+x+ˆ) 
2m 
hay 
b2 án 8 h?.? h?+1z? 
U) = 3m Hà No  , 2m 2m 


(đ) Phương trình Schrödinger trong biểu diễn xung lượng là 
„2 lên 4 ® 
(:- Sử 2a) v0) = E00). 


2m 2m dp? 


Đặt 
2 
¿œ) = Ne°? 
và thế nó vào phương trình trên, ta có 
n2 h4^4 
0 605) 5/0, (—2u + 4a2p2) ¿4P? — Ee 2P? 
2m 2m 
hay 


8È 1 , 
2,2 = 
4u pD CN ng (5-)) - 
Do tham số ø độc lập với p, hệ thức trên có thể được thỏa mãn với 
a = 1/2b?+!. Như vậy 
j(@@) =N cxp(—p?/2h?+”). 


Đây là hàm riêng của trạng thái với năng lượng ñ2+2/2¡n trong biểu diễn 
xung lượng. Chuẩn hóa dẫn đến N = (1/h2+?z)1⁄2. Như vậy, xác suất để xung 
lượng của hạt nằm trong khoảng ø và p + dp là 


1 1/2 p 
Pụ) # = lý) I? 4= (spa) ep Í )m 


hà+2 


Chú ý rằng (ø) có thể thu được trực tiếp bằng phép biến đối Fourier hàm 
#2) 


2 


?({ =ƒ = —p-z/R [3 “ —+2z2/2 
?—] tamh2” ' ` 
"... nà ¬ mm... 
(2xh)⁄2 \ PIIÊ vn -ựa 2n222 


1 1/4 2 S22) 
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Trong không gian một chiều, một hạt có khối lượng zw ở trạng thái cơ bản 
trong một hô thế giới hạn hạt ở một vùng không gian hẹp. Tại thời điểm ¿ = 0, 
thể năng đột ngột biên mất sao cho hạt trở nên tự do ở thời điểm ¿ > 0. Hãy 
cho biết xác suất tính trên một đơn vị thời gian để hạt đến vị trí người quan 
sát ở cách nó một khoảng 7 tại thời điểm ¿. 
(Wisconsin) 
Lời giải: 


Giả sử øọ (+) là hàm sóng tại thời điểm + = 0. Vậy thì 


n2 
' —tp“f 
exp (s8) wo()) 


+œ : 
: J (xe 90B | z3 de! (e |do) 


` liên tệ e* i2?t/(2mh) tr) ủu (z)d_ : 


đp - ex | + —a)? mm 
v?R Ð CHẾ HC" 2 8 CAN 
" 2imh ) .Tn vn ủ 
Snnn — XP lứ — #} Si II c 1 dạ 
+12 1 n [; sử 2 7m 

“7 Vaw °9 l°—2 | 
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Như vậy 


1-7 rr co `". ... SA hoi 
LCỔ 2š NGng Vmm "- exp ¿ứ —z) 2m tUọ(+ ) dt, 


Mô tả hạt này như một bó sóng Gauss kích thước ø 
Óo (+) = (nu2)^!/4 exp (—+” 242). 
Tích phân ỏ trên trở thành 


1i —j) Tra 1 


MU EDDPE 2 nh} mLAg/2 
: ụ r2 [ tr | 
exp 4i —— |i-———— 
2ht 2h£ (i8; + sả») 
1 HO cụ 
x : c& đệ 
3 1 3ạT TÔ 20 


Bằng cách đặt z = 7„ ta thu được xác suất trên một đơn vị thời gian để hạt 
đến người quan sát ở khoảng cách 7. 
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Một hạt tự đo có khối lượng m chuyển động một chiêu. Hàm sóng ban đâu 
của hạt là ý(+, 0). 
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(a) Hãy chỉ ra rằng sau một thời gian ¿ đủ dài hàm sóng của hạt lan rộng 
để đạt tới đạng giới hạn duy nhất được biểu diễn bởi 


b(+, f) = Vm/hf exp (—in/4) exp (m+2/2hÐ) @(me/BÉ) 


ở đây ¿ là ảnh Fourier của hàm sóng ban đầu 
ø(k) = (0n)ˆ2 Í 0, 0) exp (~ikz) de, 


(b) Đưa ra một lời giải thích hợp lý có tính vật lý về giá trị giới hạn của 
lø(+, Đ|. 
Gợi ý: Chú ý rằng khi œ — eo, 
exp (—zœu?) —= VWT/œ exp (—ix/4) ô (u). 
(Columbia) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Schrödinger là 
[¿hÐ/ôt + (B2/2m) d2/dx?| (+, t) = 0. 


Dùng phép biến đổi Fourier, ta có thể việt 


, =_1_ V gu tuy(y 
U(k, 0)  jJm u(x. Đ), 


và phương trình trỏ thành 


„ ở h2‡? 


Lây tích phân dẫn đến 


2 
VÍW,3ÿ=UÙŸ s6 (ä s 


: =.` k. nh Mang .= = 
0ú, 0)= C Ƒ_- de 0(z, 0) = ø(k). 


0Ikqtrsiollfse (3m) | 


2m 
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Suy ra 


1 Sở .k^ht 
By J— dkụ(k) exp (s-:) 


Với œ — Go, 


và khi sau một thời gian dài í ( — so), 


_.. 2mm T7 
exp (cm ) =. Tạ ð(£) exp (-:2) : 


và 


1 ấc j ra? 277" r ( : ¬ () 
—= =—=- ; ——— X —*3— — 
5X HA 2N/j V R P(Á 42" VR 


x ?rì ớ ( ¡) : : m2 (T) 
K06 10020 770 207K 


văn =Ñ Je(#) ` 


œŒ) 


Các nguyên lý cơ bản và chuyển động một chiều 69 


Do „(k) là ảnh Fourier của ÿ (+, 0), ta có 


Ƒ  letBPk= [ lén 0E d, 


—œ =oo 


Mặt khác, ta có 


bus +99 T4: 
TẢ... 
| I9x9P#~= [— m|»(m 


+o°° +e@o 
=Í ly) d= | lở(z, 0) Ê dư, 


>% —ĐO 


cho thây sự bảo toàn xác suất toàn phần. Đổi với trường hợp giới hạn t — œo, 
ta CÓ 
Iø(z £)# ¬ 0 - |ø(0) ƒ =0. 


chỉ ra ráng hàm sóng của hạt sẽ lan rộng ra vô hạn. 
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Thể năng cơ học lượng tử một chiểu của một hạt khối lượng m: được cho 
bởi ; 
V(>+)=Wyö(+), —a¿<+<Ẳœ, 
V(z) =œ, M < -=ú, 
như chỉ ra trên Hình 1.19. Tại thời điểm ¿ = 0, hàm sóng của hạt hoàn toàn bị 
giới hạn trong vùng —a¿ < z < 0. [Định nghĩa các đại lượng k = v2m.P/h và 
ơ = 2mV§/h2] 
(a) Hãy viết hàm sóng có năng lượng thấp nhất được chuẩn hóa của hạt 
tại thời điểm ‡ = 0. 
(b) Cho biết điều kiện biến mà các hàm riêng năng lượng 
ty(+) = (2) và jy(2) = 9ý (2) 
phải thỏa mãn, ở đây vùng I là —a < z < 0 và vùng II là z > 0. 
(c) Tìm các nghiệm (thực) cho các hàm riêng năng lượng trong hai vùng 
(tới một hằng số chung) thỏa mãn các điều kiện biên. 


(d) Hàm sóng tại ¿ = 0 có thể được biểu diễn như một tích phân theo các 
hàm riêng năng lượng 


(+) = J- ƒ(K) @x (+) dk. 
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Vtxì 


-g 0 


Hình 1.19 


hãy cho biết ƒ (k) có thể được xác định như thế nào từ các nghiệm 3s (+)? 
(e) Cho biết biểu thức của sự biến đổi của hàm sóng theo thời gian theo 
ƒ (k). Các giá trị nào của k sẽ quyết định đến hành vi theo thời gian ở các thời 
gian lón? 
(WGconsin) 


Lời giải: 

(a) Hàm sóng cần thiết ý(z) phải thỏa mãn các điều kiện biên (—ø¿) = 
(0) = 0. Một tập trực giao đây đủ của các hàm sóng được xác định trong 
khoảng a < + < 0 và thỏa mãn phương trình Schrödinger bao gồm 


đi Làn, T —u <+z <Ô, 
w(#) = 


bên ngoài [—a. 0], 
ở đây n — I, 2,... với 
(ba | H em) = Enômm, — Ea = (R?/2m)(nx/a)? 
Hàm sóng năng lượng thấp nhất được chuẩn hóa ứng với n = 1 là 
TC VỆ sìin CC) —=g<+z<\0, 
ũ, bên ngoài |—zø, 0]. 
(b) Phương trình Schrödinger cho +z > —ø là 


R2 d2 
“mm 1a 0+ Vỗ(z)U = Bụ, 


hay 
(+) + ko(z) = aễ(+) 0(3) 
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với 
+ 2mE 


2mV§ 
h2 ` TC TRE 


Các điều kiện biên và điểu kiện gián đoạn cần phải được thỏa mãn là 
Ul(Ta)=0, #'(0)=”(0), 2 ”(+ec) = hữu hạn, 
w (0) — #F (0) = a0!(0). 

Phương trình cuối cùng thu được bằng cách lấy tích phân phương trình 
Schrödinger trên một đoạn nhỏ {—z, z] và cho £ — 0 (xem Bài tập 1020). 

(c) Trong cả hai vùng 1 và II, phương trình sóng là 

(+) + k?ú (+) = 0, 

có các nghiệm thực là các hàm sin. Các nghiệm thỏa mãn các điều kiện biên 


là 


0} (+) = c sin k(+ + 4), —=a<z <0, 
@k(#) = 4 @J] (+) = œ sim k(+ + a) + Ay sìn kz, +30, 
0, kw<_-a. 
Từ các điều kiện chuẩn hóa và gián đoạn suy ra 
Ak= = sỉn ka, 
sốt 
¬¬ä.:‹ ¡ạ 8m 2ka œsin ka\Ÿ : 
ñPnE II k k 
(d) Khai triển hàm sóng tý (+) theo các hàm 1z (+), 
co 
WŒ) = [__ /(E)x) dk, 
—œ&® 
ta thụ được 


[ 6w s= [ [ 74)946)6p.6) đkếu 


Ñ ƒ(E)ð(k — ÉP) dk = ƒ(9, 
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hay 
ƒ() = ‡ (2) (+) dư 


(e) Do = 
0b} J PÙE)'ủxŒ) đá 
ta có 


`" `... 2b. (2 \ 2—ÊEk1/h 
¿9= j Ƒ(k) Ủy (#) t9 dp, 


—œ 


Tại thời điểm £ = 0, hạt ở trạng thái cơ bản của một hỗ thế vuông góc sâu vô 
hạn có độ rộng a, nó có dạng bó sóng. Khi £ > 0, do hàng rào thế năng ä(z) có 
thể đi xuyên qua được, bó sóng sẽ trải rộng trên cả vùng z > 0. VỀ mặt định 
lượng, trước hết ta tính 


r6 = Ƒ œ sỉn k(x + ø) - VỆ sn 7á 

n D) Lộ 
-ýx /, ¬ [(¿-=) z + ka| 
— COS [(‹+7) z+|}+ 
sả sin ka 


TT n. 
19(+, £) = V4 "...3 
_ ti 


sin k(+ + a} —1EV1)h 
x tu dc, 
b: k( + a) + + sin ka sin _ D 


rôi sau đó 


ö đây E¿ = h?k?/2m. Ö biểu thức cuỗi cùng hàng trên và hàng dưới tương 
ứng vỏi các vùng I và IL 

Khi ¿ — oo, thừa số dao động exp(—iExt/h) thay đổi thậm chí còn nhanh 
hơn, trong khí các hàm khác trong biểu thức tích phân vẫn biển đổi bình 
thường (k= x/a không phải là một cực điểm). Như vậy, U(%, È) có xu thế 
tiến tới không đối với bắt kì giá trị cho trước nào của z. Khi £ rất lớn, các sóng 
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thành phần tương ứng với số sóng k nhỏ đóng vai trò chủ đạo. Tại thời điểm 
đó, hạt thực sự thoát ra khỏi vùng [~—oø, 0]. 
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Đông vị phóng xạ ;¿Bi?? phân rã thành a¡TI298 bằng cách phát ra hạt œ có 
năng lượng # = 6,0 MeV 


(a) Để tính được thời gian sông, trước hết ta xét rào thê hữu hạn vẽ trên 
Hình 1.20. Hãy tính xác suất chuyển đời T để một hạt khối lượng zn đi sang 
phía trải với năng lượng # trong giới hạn 7` << 1. 

(b) Sử dụng kết quả trên, hãy tính toán sơ bộ thời gian sông của hạt nhân 
Bí?!?. Hãy chọn các tham số rào thế hợp lý để tính gắn đúng thế năng thực 
của hạt ơ. 

(GUS} 


Lời giải: 


(a) Nếu 7 < 1, thì sóng tới phản xạ tại z = 0 như trong trường hợp hàng 
rào thê dày vô hạn. Như vậy, ta có 


(x) — e(#®#+ (H—1)e #“, r<0, 
(+) = te, 0<z<b, 


ở đây :¡ là hệ số biên độ truyền qua và 


2m.(Vọ — E) 2mE 
k”=tw hề „ke (/ hệ: 


Tính liên tục của (+) tại + = 0 dẫn đến 


;k(2 m= h) = —k'tt, hay f) —————_- 
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Xét phản xạ tại b. Ta có 
@{2) = tie—Ê 9 |e—# Œ~8 + (ty — 1) eVFŒ~Đ], 0< <b, 
(+) = hy e Vð ch Œ—  >b, 
và như vậy 


—k (2— tạ) = kh, hay lạ = 2ik/Œ + ¿k) Ề 


Như vậy, xác suât chuyển đời được tính bởi 
T'=tlhf c*? 


bằng 


—= ——————[E = 
(k2 + k2)? Vệ 


rƑ 162k? _„„ _ 16E(VạT— E) c~2kb 


(b) Để đánh giá tốc độ phân rã œ của saBi?!2, ta xét trong gàn đúng bậc 
nhất thể Coulomb tác dụng lên hạt œ trong hạt nhân s¡ T1 có dạng rào thê hình 
chữ nhật. Như chỉ ra trên Hình 1.21, bể rộng của rào thế rọ có thể được lẫy 
bằng 


8E  ” 6 hkMev 
= “Ổ- X Tay X 6,58 x10”? x3 x 1019 


= 3,9 x 10!2 em, 


Hình 1.21 


Bán kính của các hạt nhân TÌ là 


R=1x10"!2x 2085 =6 x 1013 em, 
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Tương ứng với độ cao thê Coulomb bằng 


2 ch 
.. -_n = 39 MeV, 


Tù 


Một hạt œ, chuyển động với vận tốc » trong các hạt nhân TI, gây ra z+ số 
va chạm trong một giây với các thành hồ thê. Như vậy, thời gian sống z của 
saBi212 được rính bởi 


2 Lỗ 
—+xzÌ 
BI li De Bộ 
hay 
2R 
7= 
o|T? 


Lẫy độ cao của hàng rào thê chữ nhật là Vạ z(39—6)+6 = 22,5 MeV, b = 


ra — R= 33 x 10! em (xem Hình 1.21), o = V? = Vi €  0,1c, ta tìm 
được 


2k'b= 2VW2mc?(YVạ — E) "= 2/2 x 90 x T6, 5 x 33 x 10~13 


=5 
hc 6,58 x 1022 x 3 x 1010 sĩ 
2x6x 10-1 228” R6 
L= x xe 
3x 109 16 x 6 x (22,5 — 6) 
=5,4 x LÖỂ § 
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Một electron với năng lượng E = 1eV đi đến một rào thế chữ nhật có thế 
năng Làng =2eV (xem Hình 1 .22). Hàng rào thê phải rộng bao nhiêu thì xác 
suất để electron truyền qua bờ thể đó là 10-3? 


(Wisconsin) 
Lời giải: 


Xác suất truyền qua là (Bài tập 1045) 


TT  T 


Vệ #mLMh = 5] 


2 
=4 exp -T 2zx(Vọ — ] § 


'* BT..HLƯỢNGrr 
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v(xì 


Hình 1.22 


khi đó 


2 V2mc2(Vạ - E) 


3 ) 6,58 x 10718 x 3 x 1019 
x 


2 2 x 0,51 x 108 


=8,1x 10cm. 
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Xét một hỗ thế một chiều (xem Hình 1.23) 


V(z) = 0, +< 0, 
V{(+)=—Vu, Ô<#<ủ, 
V(z) =0, tr >d, 


ở đây Vạ dương. Nếu một hạt khôi lượng rn đi tới từ bên trái với động năng 
phi tương đối tính E thì xác suât truyền qua hồ thế bằng bao nhiêu? Với các 
giá trị nào của E thì xác suất đó sẽ bằng đơn vị? 
(Columbia} 
Lời giải: 
Viết hàm sóng dưới dạng 


(+) = ổ!** + Re 2, + <0, 
j(z) = Se1, z >d, 
0(+) = Ae* + Be~#**, 0<z<a, 
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V{x 


Hinh 1.23 


kì 


ở đầy 


ki V2mE uc V⁄2m(E + Vụ) 


h ` h 


Các hằng số ñ, S, A, 8 được xác định từ các điều kiện biên để cả (z) và 
#'{+) liên tục tại + = 0 và z = a, và điều đó dẫn tới 


I+R=A+58, 
k(— R) =k'(A-— B), 
Acte+ Be-t^— Set, 


kl(Aef4— Be~!t^) = kSette, 


Suy ra 
4kke~*e 


3= (k+ k9)? e a— (k— k2 ca 


` Z Ấ À ` 
và xác suât truyền qua lả 


p=Š =|#Ÿ 
*ì 
4k2? 
— 4(kk! cos k“a)? + (k2 — k2)? sin? (ka) ` 


Sự truyền qua cộng hưởng xảy ra khi k“a = „+, tức là động năng E của 
hạt đi tới là 
F—= 1ˆ? h2 /2ma2 — Vậ. 
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Xác suất truyền qua P lúc đó sẽ bằng đơn vị. 
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Xét một hỗ thế một chiều (xem Hình 1.24): 


Vtx] 


Hình 1.24 


V(r}=so, z<0, 
V{(z)= —Vc, Ũ<z<«, 
V(+)=0, +>ủ. 


(a) Với  < 0, hãy tìm hàm sóng của một hạt bị giam giữ trong bồ thế này. 
Viết một phương trình xác định các giá trị cho phép của E. 
(b) Giả thiết một hạt với năng lượng # > 0 đi vào hỗ thế này. Tìm mỗi liên 
hệ về pha giữa sóng tới và sóng đi ra. 
(Colurnbia) 
Lữi giải: 


Phương trình Schrödinger viết cho các miễn khác nhau là 


B2 dẺ 
“am am —6—#| (z)=0. 0<+z<“, 
h2 d? 
-=zz-*| U(w)=0, +>a. 


(a) £ < 0. 
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(1) Trước hết xét trường hợp V¿ < —E, tương ứng với hàm sóng là 


0, +<Ô, 
(2z) = 4 Asinh(bk+), Ô<z <4, 
Be—*”, +>ủ, 


ỏ đây 
2m(—V§ — E) 2mm(—E) 
li TEEN) n0 0Liu Sơ 
Các điều kiện liên tục của hàm sóng dẫn đến 
A sinh (ku) = Be-F^, 
Ak cosh(ku) — —Bkle~*'^ 


Suy ra 
k coth(ka) = —k'. 
Do coth z > 0 với z > 0, nên không tổn tại nghiệm trong trường hợp này. 
đñ} Với Vọ > —E, 1k — k, k= v25: (Ứo + E)/h, và phương trình xác định 
năng lượng trở thành & cot (*a) = —k”, Hàm sóng là 


Ô, +„<0, 
1 (+) = $4 A sin(kz), Ô<#<a, 
Bae-F*, .~>a. 


` , „À xa z .. 3 ` ` z z 
Từ các điều kiện chuẩn hóa và liên tục của hàm hàm sóng ta có 


1/2 
A= : 
Ễ sin? (ka) + ø~— sử sin ma 


b 1⁄2 
TT F4 sản (ka). 
l; sin? (kø) + œ — s; sìn mai PP VỆ NÊN) 
(b) E > 0. Hàm sóng là 


0, +#< 0, 
(3) = $4 A sin (kzr), Ũ<xz<¿ứử, 
Bsin(k+z +) +>an, 
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2m(E + Vạ) 


k< hồ „_ F= V2mE/}?. 


Do ôn /Ø1n z liên tục tại z = a, ta có 


(ka) cot(ka) = (k/a) cot(kÍla + ÿ), 
khi đó 
 = arccot Œ cot(kø)) — ka. 
Đối với + > a, = 
ý 09ï< s ¬=“. s cước, 
trong đó 
i3) e7, 


Vi ta(+) < c92+, 


Như vậy, sự dịch pha của sóng đi ra so với sóng tới là 


ô = 2= 2 [areeo (š cot(6ø)) — ta| : 
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Xét một hệ một chiều với thế năng (xem Hình 1.25) 


.V(œ) =Vn, +z>, 
V(œ)=0, z<0, 


ở đây 1⁄¿ là một hằng số dương. Nếu một chùm hạt có năng lượng Ƒ tới từ bên 
trái (tức là từ z = —oc), phân truyền qua và phân phản xạ của chùm bạt là 
bao nhiêu? Xét tắt các giá trị có thể của E, 
(Columbia) 
Lời giải: 
Đối với z < 0, phương trình Schrödinger là 


d2 2m.E 


đơn VI, DNẾ Vì 
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V(x) 


Vụ 


0 


Hình 1.25 


Nghiệm của nó có dạng 


ỏ đây 
J2mE 


d 2mm(E — Vậ) 
Ă RE TP 


Đối với z > 0, phương trình là 


() Nếu E < Vọ, viết lại phương trình trên đưới dạng 


d 2m(Vạ — E) 
HP” LAN co W VU 


Do (z) phải hữu hạn khi xác định với z — oo, nên nghiệm có dạng 


0(+) =te 


ự 2m(Vọ — E) 
_V 


Các điều kiện liên tục dẫn tới 


ỏ đây 


l11+r=tÈ, 
¿k — ikr = —tk', 


khi đó r = (k + ik)/(2k — KD) = (1L— i?/È)/(1L + ik!/k). Do vậy, phần phản xạ 
là R = jphản xạ/jì = |r Ÿ = L, phần truyền qua là 7 = 1— R = 0. 
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()  > Wo. Với z > 0, ta có 


d2 2rn(E — V( 
K + ca h 2i (z) =0. 


nn) lb2 F7 
#(z) =4 lau = — 


Chú ý rằng chỉ có các sóng đi ra đỗi với z —¬ œ, ta có 1 +r=t,ik-— 
;kr = it, và như Vậy r = (k — k)/(k! + k). Do đó, phân bị phản xạ là 
R ={(' — k)/(k! + k)|?, còn phần truyền qua là 7 = 1 — R= 4kk'/(k + k9). 
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Một hạt có khối lượng zw và xung lượng p ởi tới từ phía trái của một thế 
năng nhảy bậc như trên Hình 1.26. 
Hãy tính xác suất để hạt bị tán xạ ngược trở lại bởi thế năng đó nêu 
(a) p2/2m < Vụ, 


(b) p”/2m > Vậ. 
(Colkumbia) 


Hình 1.26 


Lời giải: 
Các phương trình Schrödinger là 


q— 2mE sĩ 
(5 + Tư) (z) =Ũ VÕI xz&<zọ, 
d2 2m. Đụ 
'P (=9) (z)=0 Với +>azn. 
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(a) Nếu E < Vụ, ta có 


ciR(Œ—1o) + rẹ (ro) #< Œ0, 
““AAN: 
te *t@—zn), #> To, 
ỏ đây 
2mEF 


xa 


/ 2rrx(Vo — E}) 
lo: TS TỢ 


và điều kiện để 1 (+) là hữu hạn khí z —› œo đã được sử dụng. Các điều kiện 
liên tục dẫn tới 1 + r = t, ¡# ~ ¡kr = —E!t, khi đó r = (k' + ík) /(š¿k — k'). Xác 
suất của phản xạ khi đó là # = 7„/j, = |zr |? = 1. 
(b) Nếu E > Vạ. Ta có 
cik(z—zo) + re Th(“=zo) #< tụ, 


* 
teE ~*o) +2 >ựửn, 


mE 
thư m' 
" 2m.(E — Vậ}) 
= “.—.. : 


Chú ý rằng chỉ có sóng đi ra đối với z > zọ. Các điều kiện liên tục dẫn đến 
1+r=t,ik— ikr — iktt, và đo đó r = (k— È)/(k + k/). Xác suất phản xạ khí 
đó sẽ bằng  = |z |2 = [(& — )/(k + k9)]2. 
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Hãy tìm các hệ số phản xạ và truyền qua đối với một thế nhảy bậc một 
chiều trên Hình 1.27 nêu các hạt đến từ phía phải. 
(WIsconsin) 
Lời giải: 
Do các hạt đến từ phía phải ta phải có £ > Wạ. Và có cả hai sóng tới và 
sóng phản xạ ở vùng + > 0. Phương trình Schrödinger với z > 0 là, 


ý ˆ(z) + k (+) =0, 
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V(x) 


0 


Hình 1.27 


ở đây kì = V/2m(E — Vạ)/h, có các nghiệm dạng 
= exp(—i#qz) + R exp (2). 


Chỉ có các sóng truyền qua trong vùng + < 0, ở đây phương trình 
Schrödinger là 


0”() + kệ ý(z) =0 
với kạ = V2mE;/h, và có nghiệm 
2(z) = S exp(Ttkaz). 
Sử dựng các điều kiện liên rục của hàm sóng tại z — 0, ta thu được 1+ R = 


ở. Từ tính liên tục của đạo hàm bậc nhất của hàm sóng, ta có kị(1— R) = kạ 6. 
Như vậy R = (kị — kạ)/(k; + ka), dẫn đến hệ số phản xạ là 


Tô — mn.-.n. 
kạ + kạ (vVE+ VE-~ tạ)1` 


` ^ ĐÁ À ` 
và hệ sô truyền qua là 

z 
lá 


_(VE+vE-W)1` 


|#SlÊ=1—I|R=I 
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Xét theo quan điểm cơ học lượng tử một đòng các hạt có khối lượng m, 
mỗi hạt chuyển động theo chiều dương của trục z với động năng Ƒ về phía 
một thế nhảy bậc ở vị trí z = 0. Thế bằng không với z < 0 và bằng 3E;/4 với 


Các nguyên lý cơ bản và chuyển động một chiều 85 


+ >0. Tỉ phần các hạt bị phản xạ lại tại z = 0 là bao nhiêu? 
(Buffalo) 
Lời giải: 
Các phương trình Schrödinger là 


"+ k?ụ = 0 vúi z <0, 
ở"+(k/22=0 với x»>0, 
ỏ đây k = V2r+E/B. Vì với x < 0 cũng sẽ có các sóng phản xạ nên các nghiệm 
có dạng 
tỷ = exp (ikz) +r exp(T—ikz), +s<0, 


=t œp(kz/2), >0. 


Từ các điều kiện liên tục của hàm sóng tại z = 0, ta thu được 1 + r = ¿, 
k(L—r) = kt/2, và như vậy r = 1/3. Do vậy, một phân chín số hạt sẽ bị phản 
Xạ tại z — 0. 
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Xét một chàm hạt được coi như là một sóng phẳng truyền theo trục z theo 
chiều từ trải sang phải và đi tới một rào thể V(+) = +ð(+), y > 0,uä(+) là 
hàm delta Dirac. 

(a) Cho biết đạng hàm sóng với z < 0. 

(b) Cho biết đạng hàm sóng với z > 0. 

(c) Nêu các điều kiện mà hàm sóng phải thoả mãn tại biên giữa hai vùng. 

{d) Tính xác suất truyền qua. 

: (Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Với + < 0, hàm sóng tới có dạng exp (¿kz) và các sóng phản xạ có dạng 

R cxp (—ik+). Như vậy 


(2) = exp(ik+) + R exp(T—ikz), z <0. 
(Œb) Với z > 0, khi đó chỉ tồn tại các sóng truyền qua có dạng S exp (¿kz). 


Như vậy 
(+) =5 exp(ikz), +>0. 


86 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


(c) Phương trình Schrödinger là 
h2 d? 


Re PSG) (3) + +ã(z) (+) = E@Œ) 
và các nghiệm của nó thỏa mãn biểu thức (xem Bài tập 1020) 


0/(0%)~ 9/(0ˆ) = “7 (0). 


Do hàm sóng liên tục tại z = 0,(0T) = ý(0~). 


_ (đ) Từ (a), (b) và (©) ta có L+ R = 9,18 — ik(1 — R) = 2m+S/R?, dẫn 
đến 9 = 1/(1 + mø+/h?k). Do đó, hệ số truyền qua là 


Ee]Ifle (106717) cJiyÐ TT. 
= - h4k? * 2Ph2 : 


ỏ đây E = hˆ”k?/2mm. 
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Xét bài toán một chiểu của một hạt có khối lượng +: đi tới rào thế có hình 
dạng như trên Hình 1.28. Giả thiết rằng năng lượng # tại z —+ ~œe lớn hơn 
Vạ, ỏ đây Vạ là giá trị tiệm cận của thế năng khi z — oo. 

Hãy chỉ ra rằng tổng của các cường độ phản xạ và truyền qua chia cho 
cường độ tới bằng 1. 

(Princeton) 


Vtx) 


Hình 1.28 
Lời giải: 
Do E > Vọ ta có thể giả thiết các dạng tiệm cận 
) xcẪ®*# Tre *f với + ¬ —oo, 


j ¬ te!93 VỚI + —¬ +Oo, 
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ở đây r, 1, &, ở là các hằng số. Cường độ tới được định nghĩa là số hạt đi đến 
trên một đơn vị thời gian ¡ = hk/;›. Tương tự như vậy các cường độ phản xạ 
và truyền qua lần lượt là 


R=|rhk/m, T= |t?RØJ/m. 
Nhân hai về của phương trình Schrödinger với *, 
hˆ 
—am 9'V?ụ + "Vụ = Pú*0, 
"rà 
và nhân hai về của liên hợp phức của phương trình Schrödinger với ¿, 


. V?¿j" + J'Vụ = Bột ủ, 
và lây hiệu của hai phương trình ta được 
0`VẦụT— V?¿* = V - (ˆVụ — 0V") = 0. 
Điều này có nghĩa là 
Ƒ (+) = #*dj/dư — )d°Jdz 
là một hằng số. Cho ƒ (+oœ) bằng ƒ (—~oc), ta tìm được 


kít = | Ÿ) = Ø|tẺ. 
I=R+T. 
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Một phương trình Schrödinger trong không gian một chiều được viết đưới 
đạng 
(—ð2/ð+? ~ 2 sech” +) ) — cử 
(R = 1m = 1/2). 
(a) Hãy chỉ ra rằng exp (¡kr)(tanh + + hằng số) là một nghiệm của phương 


trình ứng với một giá trị cụ thể của hằng số. Hãy tính ma trận Š (các hệ số 
phản xạ và truyền qua) đối với bài toán này. 
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(b) Hàm sóng sech z cũng thỏa mãn phương trình Schrödinger trên. Hãy 
tính năng lượng của trạng thái liên kết tương ứng và đưa ra một lập luận đơn 
giản cho thấy nó phải là trạng thái cơ bản. 

(c) Chỉ ra cách đánh giá năng lượng ở trạng thái cơ bản nếu ta không biết 
hàm sóng. 

(Buffalo) 

Lời giải: 

(a) Đặt hằng số trong nghiệm đã cho ÿ là K và thế ý vào phương trình 
Schrödinger, ta thu được 

kˆ (tanh z + K) — 2(ik + K) sech” z = e (tanh z + K). 
phương trình này được thỏa mãn nêu ta đặt K = —¿k và £ = k°. Như vậy 
ÿ(z) = c'** (tanh z — ¡k) 


là một nghiệm của phương trình và năng lượng tương ứng là š2?, Khi đó, vì 
tanh z — 1 khi z ¬ œ và tanh (—z} = — tanh z ta có 

@—=(1-ik)c##2 khí + — o7, 

=-(l+ik)€ƒ** khi x — —oe, 


Do V(+) < 0. > 0, nên hệ số truyền qua là 7' = 1 và hệ số phản xạ là 
J? = 0 khi hạt chuyển động qua V(z). Vì vậy, ma trận # là 


( 1 -(1—#)/4+ Sộ 
~(!—#*)/1+#©) 0 


(b) Đặt ý =sech z vào phương trình Schrödinger ta có —J = củ. Do đó, 
£ = —I. Do sech z là một trạng thái liên kết không cỏ nút trong toàn bộ không 
gian tọa độ nên nó phải là trạng thái cơ bản. : 

(c) Ta có thể giả thiết một hàm chẵn liên kết không có nút với một tham số 
và thu được một giá trị gần đúng của năng lượng cơ bản bằng phương pháp 
biến phân. 
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Một chùm hạt nơtron phi tương đối tính có năng lượng E xác định và 
truyền song song tới bể mặt phẳng của một tắm vật chất có chiều dày ¿. Trong 
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vật chất, các nơtron chuyển động trong một trường thế hút đồng nhất V. 
Chùm tới tạo một góc Ø với pháp tuyên của bể mặt như chỉ ra trên Hình 1.29. 
(a) Phần tia tới bi phản xạ bằng bao nhiêu nếu ¿ là vô hạn? 
(b) Phần tia tới bị phản xạ bằng bao nhiêu nêu V là thể đẩy và V _ E? 
Coi ý là hữu hạn. 
(CUS ) 


Hình 1.29 


Lời giải: 
(a) Đặt kụ là số sóng của một hạt nơtron tới, được tính bởi k = ?Z⁄#. Với 
+ <0, hàm sóng là 
VỆ V} ~ cÌRoZ cos +tkuU sirn 8 
? iu ~tÊu# ens 1 tkqụ sin ở : 


Với ! vô hạn và thê âm, với r > 0 phương trình Schrödinger là 


hˆ To r 
—p— VỲụ =(E + Vu. 
gưn 
Giả thiết một nghiệm 
da(1; U) = TetRe#+1*sw 


và thê nó vào phương trình, ta thu được &? + kỷ = Am(E + V)/hẺ. 
Các điều kiện biên tại + = 0 
tì (0. ý) = 92 (0, 9), 
ðz 


xeg IGE 
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Z Ẩ H 
Do đó, dân đến 
cthoU sin + Reitow in 0 — TelRvv, 
¿Ea cos 0cÈFoV sim Ð — Rjka cọa 0elEo s9 — Tp, cv, 
H » ^ -Á LA s ` h ` , ˆ 
Do thê năng không biển thiên theo , k„ = kọ sin Ø và các biểu thức trên 


trở thành 
I+R=7, 


kọ(L— R) cos 8 = ky?) 


dẫn tới R — (kạ cos Ø — k„)/(kg cos Ø + k„). Xác suất phản xà là P = | R|? = 
(kọ cos Ø — kz)2/(kọ cos Ø + ky), với kỆ = 2mm(E + V)/R? — kệ sin? 9, kì = 
2m.E/h?. 

(b) Với z < 0 hàm sóng có cùng dạng như trong phẩn (a). Với 0 < + < ‡, 
E— VỀ =0, và phương trinh Schrödinger là 


—(h?/2m) V?ụ = 0. 
Do thế năng đồng nhất theo phương g ta giả thiết ý = exp (2k) exp (kz), 

ở đây k' = kạẹ sin 9. Thế vào phương trình Sehrðöđinger ta được —k'? + k? = 0, 
hoặc k = +. Như vậy, hàm sóng với 0 < z < £ là 

1a (+, 9) = (ae"* + be *) cÍRUv, 
Viết j(+, ý) = @(+) €* #, ta có ứng với ba vùng 

2<. dìị)= Dư TNNGGG 

<xz<‡, @¿(?)= dc**® + be **, 


+>t, da(+) = cổ =*, 


rmukE 
kyạ= = cos 0, k= V2mE/h2 sìn 9. 
Các điều kiện biên 
$¡(0) = ó2(0), 22) = da(), 
_ đạa đóa dóa | 


— đực dự 


dội 
da 


z=0 +=D z=( 
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dẫn tới 
l+r<=u+b, 
tky(1—r)ọ — k(a— Đ, 


c exp (ik„t) = ø exp(Ef) + b exp(—E9), 
ikyc exp ((E„t) = kla exp (k't) - klb exp(-k®, 


nghiệm của nỏ là 


c[# (7) — 1| [# (25) -1[”, 


u/b = [(E! + ikz)/(k' — ik„)| - e ?t, 


SUy ra 
„2kÍt _ ] 
với 
k — 1z 
_ tu,” 


và phần nơtron bị phản xạ lại là 


e2k't + e—?2k't _9 


— e#tt te? — 2 cos 48 ` 


Lời giải khác: 
_ Nghiệm cũng có thể thu được bằng cách cộng các biên độ vô hạn tương 


tự như trong trường hợp giao thoa kế Fabry-Perot trong quang học (xem 
Hình 1.30). 


Ta chỉ cần xét đến thành phân z của các sóng. Kí hiệu Tị¿, Rụ; là các hệ số 
của biên độ truyền qua và phản xạ khí một sóng đi đừ môi trường 1 đến môi 
trường 2. Kí hiệu 7, Hạy là các hệ số biên độ truyền qna và phản xạ từ môi 
trường 2 đến môi trường 1. Lây biên độ của sóng tới là 1. Vậy thì biên độ của 


T- BT_.CHLLỢNG TỪ 
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Hinh 1.30 


sóng truyền tối môi trường 2 là tổng 
T =TeTÊ + Tại + Tye” 5 ‹ Rae”?® Rại - Tài 
+ạe Ê - (Raie ?ÊRai)? - Tạy +: 
= Tae ÊTay [L+ Rội e 26 + (Rne ?ổ)2 + --.] 


1 


_z =ỗ 
= TỊzT›¡e 1_- Rậc 3 : 


Trong biểu thức trên exp (—ð) là hệ số tắt dẫn của sóng trong môi trường 2, ở 


c ô=klt. với kh = V2mE(\T— cos20)/h = V2m.E sìn 8/B. 
Từ (a) ta có các hệ số truyền qua và phản xạ là 
Rịa = (klz — kaz)/(kiz + kaz), 
Ta =1+ Rịa = 2ki/(kiz + kạz). 


Do 
kị„ s V2m.E coa 6/h, 
kạ„ — ?k? =1 V2rnE sìn 8/B, 
ta im được 
Tìa = 2ktz/(kix + kaz) = .u =2 cos 6e—!, 
cos Ø + ï sin ổ 
đ0ce0 2 ftiweddOio ece- TS 6> si giy HotU, 


cos Ø + ? sin 6 
z sin 8 — cos 8 ấy; 
lại = (kz¿ — kịz)/(Eux + kax) = = Nữ 


‡ sin ổ + cos Ø 


» 
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và do đó 
1 
1— Rậne%5 
— 4icos Ø sin 0c 28. cktt 
= 1— c_i0g_2£t 


_ 2i sin 2Ø e~?i8 ~k't 
1—ec_tiồc-2ET 


T =Ti2Tae”Š 


Độ truyền qua khi đó là 


4 sin22Øe~21 
(1— e~?*t cos! 8)? + (e~2† gin 48)2 
4 sin2 20a~2'! 
1 + e-4Ê*t — 2¿—3È t cog 48 
" 4 sìn? 20 
— @ðt + ¿~3t — 2cos 4g ° 


|? = 


và độ phản xạ là 


4 sin? 2 
e3”! + g—2k'! — 2 cos 40 
L 
c2kt + œ—2klt 9 


— 22H + ¿~2Ft 2 cos 46 ` 


I-|T= 


ỏ đây k* = V2mE sin 67h. 
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Hãy tìm hàm sóng mô tả một hạt chuyển động một chiều trong một trường 
thế ảo không đổi —iV ở đây V < E. 


Tính dòng xác suất và chỉ ra rằng một trường thê ảo biểu thị sự hắp thụ 
của các hạt. Tìm một biểu thức tính hệ số hắp thụ theo V. 


(Wisconsin) 
Lời giải: 
Phương trình Schrödinger là 


¿hÔ0/ôt = (0?/2m — 1V) Ú. 
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Giả thiết  = exp(—¿E£/B) exp (ikz), ta có k2 = (2mE/B2)(1+¡V/E). 
V<E, 


và như vậy 


2mE V . J2mE - tEt 
¿(+ £) =exp |# —¬P- sEử - eXp | +i NG exp > lô 


ở đây ý„ và ý_ lần lượt là các sóng truyền sang phải và sang trái đểu suy 


giảm theo hàm mũ. Dòng xác suất là 
ô h bk 2m). V 
j=Rc ”*-È = lc F ng, = le |— exp TH T/ xế —1% 
T trì HH) h2 E 
2 SE h- |2mE - J2mE V # 
wưr Ba nh t V.NP.E l 


Đây là các đòng suy giảm theo hàm e mũ theo các hướng tương ứng. Hệ 


sô hắp thụ như vậy sẽ bằng 
J2mE V 
8 b?b E_ 


Thê ảo ¡V biểu thị sự hấp thụ của hạt vì e mũ của j cũng là một số ảo. Như 
vậy, sẽ không có sự hập thụ nêu V là thực. 


14| | dij 
SE: j dư | dư 
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Nghiệm của phương trình Schrödinger phụ thuộc thời gian đối với hạt tự 
do trong không gian một chiều có bước sóng xác định A là ý(z, 2) được quan 
sát bởi một người Ó trong một hệ quy chiêu gắn với hệ tọa độ (z, ¿). Bây giờ 
xét hạt đó khi được mô tả bởi hàm sóng ÿ' (z⁄, Ú) theo người quan sát Ó' gắn 
với hệ tọa độ (+“, #') liên hệ với (z, ¿) qua phép biến đổi Galilê 


f 
4#. =4 — 1U, 


=t, 
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(a) @(+, ‡), # (3°, £) có mô tả các sóng có cùng bước N- hay không? 

(b) Mỗi liên hệ giữa j(z, ¿) và #'(+⁄, ) như thế nào nêu cả hai thỏa mãn 
phương trình Schrödinger trong các hệ tọa độ tương ứng của chúng? 

(Berkeley) 

Lời giải: 

{a) Phương trình Schrödinger phụ thuộc thời gian trong không gian một 
chiều đối với một hạt tự do 

¿hồy0 (+, Ð) = (—B?/2m) 0ˆ0(x, 9) 


có một nghiệm tương ứng với một bước sóng À xác định 


ĐA (+, Ê) = exp |á(E+ — ðÉ)] 
với 
À=27#/k =?nhịp, (@ = Bk?/2m. 
Do xung lượng ø của hạt khác nhau khi ở hai hệ quy chiều khác nhau do 
đó bước sóng À của chúng cũng khác nhau. 
(Œ) Áp dụng phép biến đổi Galilê và sử dụng phương trình Schrödinger 
trong hệ quy chiều (+, #) ta tìm được 


1hôÐy0! (x", P1 = thÔ,U (+ ~ tt, t) 
= b# +, £) — uỡÿ (4ˆ, Ê)] 


= T— đều ớ (s2) ~ thuổ,Ứ (áˆ, £) 


“sy 
R5 MÀ lộ 
= — È; tÿ (+ — ot, t) ~ tRuÐy (+ — ok, Đ). (1) 
Xét 
¡hð, |et 1(kz 6), ở '{ ha #)) 
= 0he'#t=dÐ (8# — iu) 
và 
hˆ 
= 8 (c6#-e9(z⁄ 0)| 
h2 21(R£— ằœ£) VĂN : } 2, 


= ¡hettx—eÐ) (0# = 2001), 
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Sử dụng (1) và các định nghĩa của k và «¿, ta thây rằng 
vụ h_—ữmv2/2h, rí 
M006 20002...) 


= thôi laVPMa/E £— tmv?4/2R, ý (+ — sứ. t)J. 


Đây chính là phương trình Schrödinger mà hàm (+, /) thỏa mãn. Như 
vậy, ta có hệ thức chính xác tới một thừa số pha 


P x2 
(+, †) = ÿ (+ — 0È, t1) exp Ẵ [mo — _ |) ñ 
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Một hạt có khối lượng ø› bị giam giữ trong một thế dao động tử điều hòa 
có tần số œ và ở trạng cơ bản nó chịu một lực đẩy pã(¿). 

Tìm xác suất để hạt vẫn nằm ở trạng thái cơ bản. 

(W6sconsn) 
Lời giải: 

Hạt nhận một xung lượng tức thời p tại thời điểm ¡ = 0 và vận tốc của nó 
thay đổi tức thời thành ø/z.. Tuy nhiên, độ kéo đài của xung lực quá ngắn để 
làm thay đổi hàm sóng. Như vậy, trong hệ quy chiêu K“ chuyển động theo hạt 
thì hạt vẫn ở trạng thái cơ bản của đao động tử điểu hòa #o(z). Nhưng đôi 
với hệ quy chiêu đứng yên , hạt ở trạng thái jo (+) exp (—ipz/h). Ta có thể 
giả thiết một cách hợp lý rằng vị trí của hạt là không đổi trong toàn bộ quá 
trình và đến khi kết thúc tác đụng của lực đẩy tọa độ của hạt là như nhau cho 
cả hai hệ quy chiêu K và #⁄“. Như vậy, hàm sóng ban đầu tại X là 


tụ = Óo (+) exp (—ipz/B). 


Do đó, xác suất để hạt vẫn nằm ở trạng thái cơ bản sau tác dụng lực đẩy là 


+oo 3á 0 
lÍ cas* ~!ñ dy 


) —0O 


? SN lôi 2 ø N? 
= =——= .— = rz+——— đu 
exp ( xem) ` li exp œ ( + Tên) En 


= exp ( Bo ) , đây œ= Vmøjh. 


2nuuh 


2 


t›= đơn exp (:`) |to) = 


2 
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Một quả bóng bàn lý tưởng hóa có khối lượng zn nảy ở trạng thái cơ bản 
trên một mặt bàn cứng trong không gian một chiều chỉ theo một phương thẳng 
đứng. 


(a) Chứng minh rằng năng lượng phụ thuộc vào zw, ø,h theo biếu thức 
e = King (m2g/h?)* với K là hằng số tỉ lệ không thứ nguyên. Hãy xác định a. 


(b) Bằng phép tính biễn phân hãy đánh giá hằng số K và ước lượng giá trị 
c theo đơn vị erg với m = 1 gam. 


(Princeton) 
Lời giải: 
(a) Theo phương pháp phần tích thứ nguyên nếu ta có 
Iz] |l01Weeœ [ø]!t# 
` [n]22 
hay 
(m]FI2. — [m][ZJl-32 
lu MiEZ 
thì œ = —š. Như vậy với œ = —3 , biểu thức trên sẽ cho ta năng lượng của quả 
bóng. 


(b) Đặt z là tọa độ theo phương thẳng đứng với gốc tại mặt bàn. Hamilto- 
nian là 
” b2 a2 
` 2m bi“ nên _ 2m dự? 
lây mặt bàn làm điểm mốc để tỉnh thế trọng trường. Thử một hàm sóng ở 
trạng thái cơ bản có đạng  = z exp(—À+?/2), và ta phải xác định À. Xét 


+rngz, 


[*Hudr 
Hyg ST 
0 = LG 
l me—A#?/2 (- Tá dẹi + gồ)jS .e— 2/2 d„ 
= đệ 12e~^?? dự 
312 2mg 


— HN” V/NÀNWG” 


? 
3 


Để cực tiểu hóa (H), lấy #2 = 0 và thu được À = (4) 
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Như vậy năng lượng ở trạng thái cơ bản sẽ là 
(H) =3 (3/4m)13 ng (m2g/l? \ H9 : 
dẫn tới 
K=3(3/4m)13. 


Tính toán bằng số ta được 


1 
3h2 N3 
c— Šưng (mm) 


1 
3 x1,0542 x 10-54\5 
=3x980 : 
BỆNSEPVND ( 4m x 980 ) 
=1,9x 10~'®erg. 
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Định lý dưới đây liên quan đến các trị riêng năng lượng „ (E) < E¿ < 

E› < ...) của phương trình Schrödinger một chiều 
_ Định lý: Nêu thế năng V (z) dẫn đến các trị riêng #„ và thể năng V2 (z) 

dân đên các trị riêng 2n và W\(z) < Wạ(z) với tất cả các giá trị của +, thì 
tìn ŠS Bạn. 

(a) Hãy chứng minh định lý này 

Gợi ý: Xét một thế năng V(A, z), ở đây V(0,z) = W4(z) và VI, z) 
= V;(+) và 9V/ðô^A 3> 0 (vỏi mọi +), và tỉnh ÔE,/ô^. 

(b) Bây giờ xét thế năng (Hình 1.31) 


U(z)=kz2/2, |z|< +, 
U3= ku2j/3. [3| 2ú 


Ta muốn xác định số các trạng thái liên kết mà thế năng này có thể chứa. 
Giả thiết số W này là > 1. Sẽ rất hữu ích nêu vẽ một bức tranh định tính về 
hàm sóng đổi với trạng thái liên kết cao nhất. 

Chọn một thê năng so sánh có thể giải được và sử dụng định lý trên để xác 
định cận trên hoặc cận dưới của . (Có thể tính cả hai giá trị nhưng chỉ yêu 
câu tính một trong hai.) 
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Otxì 


Hinh 1.31 


(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Định nghĩa V{(A,z) = ÀAW¿(z) + (1-~ A)Wi(z). Hiển nhiên rằng 


Ví(0,z) = M(z+),V(1, z) = Wạ(z). ØV/ÐðÀ = (+) — Wi(+) > 0. Hamilro- 
nian là 


ñ(A) =02/2m + V{^A, +), 
và phương trình tim trị riêng năng lượng là 
H(M[m, A) = Ea(Ä)|m,A), 


ở đây Ea(A) = (a,À| fH(À) |, À), Do 


: B 
= (n0À[ØV(À)/ðA|nÀ) 


ln. ÀAj H©)|a, À)] 


9V : 
~ : ” "À> 
J ĐA [ta (œŒ, À)| (ha ca 0, 


ta có Ea = Ea(0) < FEna(1) = Fan, và như vậy dịnh lý được chững mình. Chú 
ý rằng ta đã sử dụng (n^ | øÀ) = 1. 

Œ) Đặt V(+) = kz?/2. Như vậy V(+) > U(+). Nếu F„ là một mức năng 
lượng đỗi với thế năng i7(+), thì #„ < (+ 1/2) hu, ö đầy u = v/k/m. Đôi với 
một trạng thái liên kết, #„ < ka?/2. Giải bắt đẳng thức (N + 1/2) hư < ka2/2, 
ta thu được 


è mưuu2 1 ` muua2 
— 3h 2. | 2ñ ]` 


ở đây [4] chỉ số nguyên lớn nhất nhỏ hơn 4. 
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Bây giờ ra lựa chọn V(+}) là một hồ thế vuông có độ sâu hữu hạn, 


V(z) =kua?/2, |x|> ø, 
WV(z) =0, |z|<a. 


Số các trạng thái liên kết của (+) nhỏ hơn số trạng thái liên kết của V(z) 
là [2ma2/h] + 1. Ta có thể lẫy cận trên của sô các trạng thái liên kết của 
(+) là [2mua2/mhị vì N » 1 nên số hạng 1 có thể bỏ qua. Kết hợp lại, ta thu 
được số trạng thái liên kết nằm trong khoảng giữa [musu2/2h] và (2mua2/Rị. 
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ẰÀ, Z- ⁄ 7. ˆ ˆ + * z Ẩ 
Đổi với các trạng thái electron trong hệ một chiều, Hamiltonian mẫu đơn 
giản là 


N Nụ 
H= 3 Ea|n) (6+ W(|n) {n+1|+l|n3-1)tn]|}, 
n—1 n=1 
ö đây ]n) là một cơ sở trực chuẩn, (ø» | ð) = ôz»„¿; PEạ và W/ là các tham số. Giả 
thiết các điều kiện biên tuần hoàn sao cho |M +7} = |7). Hãy tính các mức 
năng lượng và các hàm sóng. 
(Wisconsín) 
Lời giải: 
Từ dữ kiện rằng | z) lập thành một tập đẩy đủ các hàm trực chuẩn, ở đây 
n=l,2,3,...,.N,và 


N N 
Hñ= EaIn) (n+S )W{|m)(x+1|+|s + D (| }, 
=1 n=1 
hay 
H=E›+W(A+ AT), 
với 
N N 
A=S)|n)(s+1|,At =5 [n+1)(nJ, 
=1 Tr=l 
và 


Aln) =|n— 1, AT |m) =|n+ 1), 
AAT=ATA=l, hay A†=A”, 
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ta biết rằng #ï, 4 và 4† có cùng các vectơ riêng. Như vậy, chỉ cần tìm các 
vectơ riêng và các trị riêng của toán tử 4” là đủ. Do 


Aee = (È'|A|k) =ỗg k~n, 


Ta có 
0 10 Ệ) 
0 0 1 0 
0 0 0D 1 
A=—= 
0 1 
100 TIẾT 
và do đó 
—=À_  Ì 0 0 
0 -À 1 0 
0 Ũ_ —À Ì 
A_-AÀI= 
~À 1 
1 0 0 “. 
nghĩa là, 


đet (A — ÀƑ) = (—À)Ÿ + (TL) Ÿ?! = (TU Ÿ(AY—1)<=0, 
Suy ra 
2 
M= ti, 6= Qrú.j=0, 1912c¿ 2Ñ 


Nếu |£) đều là các vectơ riêng của toán tử A và A†, tức là, 


- N 1 
AlEj) =À;|#), A*' |Eạ) = x1) 
vì 


WÑỊEj) = |z,+ w (s+z)| |2) 


= (Eq 3 2W cos ð;)| Ej). 
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Như vậy, các trị riêng của ! là 
Bị = Ea +2W cos 6V với 6= ~j. (J=0/1,2....,N—]1). 


Các hàm riêng tương ứng có thể thu được từ các phương trình ma trận 


(A—Aj)|#,) =0. 


Như vậy 
lỆ 
c5: 
1 20 
|2) == VN e 7 : 
¿i(N—1)6, 
hay 


1 N 
NT! v. 2V t(n— 1) 6; Lm). 
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Giải thích ngắn gọn tại sao có sự hình thành các vùng năng lượng trong 
một tỉnh thể vật rắn. Sử dụng các ý tưởng của cơ học lượng tử nhưng không 
cân phải tính toán phức tạp. Bạn cần lưu ý rằng bất kì aí đọc lời giải thích này 
chỉ hiểu về cơ học lượng tử chứ không hiểu gì về lý thuyết chất rắn. 

(Wisconsin) 
Lời giải: 

Một tính thể có thể được xem như là một mảng các hỗ thê tuần hoàn vô 
hạn, như là câu trúc mạng trong Bài tập 1065. Định lý Bloch nói rằng nghiệm 
của phương trình Schrödinger khi đó có dạng (+) exp(¿K+), ö đây K là hằng 
SỐ Và u(z ) tuần hoàn theo tính tuần hoàn của mạng. Các điều kiện liên tục 


của u(+) và du(z)/dzr tại các thành hỗ giới hạn năng lượng của hạt trải trong 
các khoảng giá trị nhất định, tức là các dải hay vùng năng lượng. Một ví dụ 
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được dẫn ra chỉ tiết trong Bài tập 1065. 
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Một hạt có khôi lượng m. chuyển động trong một thế năng tuần hoàn vô 
hạn. Thê năng này bằng không hấu như ở mọi nơi nhưng trong các vùng hẹp 
có độ rộng b bị ngăn cách bởi các khoảng có độ đài ø (b < a) thế năng ở đó 
bằng 12, ở đây Vạ là một thế dương lớn. 


LTa có thể xem thê này như là một tổng của các hàm delta Dirac 


œ 
V(+)= ` Vabô(z— na). 
Tì——DằG 
Hoặc ta có thể đi tới kết luận trên theo cách dài đòng hơn bằng cách xét 
các đoạn hữu hạn của hàm thế năng và đưa đến giá trị giói hạn.] 


(a) Các điều kiện biên thích hợp áp đụng cho các hàm sóng là gì, tại sao? 

(b) Gọi năng lượng thấp nhất của một sóng có thể lan truyền qua thê này 
là FEọ = h?kệ/2m: (năng lượng này xác định kạ). Hãy viết một phương trình 
siêu việt (không phải là một phương trình vi phân) có thể giải được để tính kọ 
và đo đó cũng là tính Pa. 

(c) Viết hàm sóng tại năng lượng Eụ có giá trị trong khoảng 0 < + < ø (Để 
thông nhất, chọn cách chuẩn hóa và thừa số pha để (z = 0) = 1). Điều sì 
xảy ra với hàm sóng giữa + = ø Và + = ¿ + b? 

(đ) Chỉ ra rằng có các khoảng giá trị của E, lớn hơn Eọ, ở đó không tên tại 
hàm riêng. Tìm (chính xác) năng lượng tại đó khe nắng lượng đầu tiên xuất 
hiện. 

(Berkeley} 
Lời giải: 
(a) Phương trình Schrödinger là 
h2 d2 s 
Tin rà ` W{ậbð (+ — na)| (+) = Eu(-). 


n=~øœo 


Tích phân hai về phương trình trên từ z = a—£ tối z = ø+£ và cho £ — 0, 
ta được 
)(4”) — # (a~) = 204), 
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ở đây O = mVạb/h?. Điều kiện này và điều kiện biên thứ hai 
(a*)T=(a~)=0 


áp dụng cho hàm sóng tại z = ma, ở đây x = —oœc,.. 
+œ. 

(b) Đối với z z# na, tổn tại hai nghiệm cơ bản của phương trình 
Schrödinger 


"`... 


1 (z) = c=, 


năng lượng tương ứng là 
E=ˆk*/2m.. 


Đặt 
È)(z) = Ae** + Be#* 0< x<a. 
Theo lý thuyết Bloch trong khoảng a < z < 2a 
(+) = ctKe I suờng + B«~!*@œ—3)| : 
ö đây K là số sóng Bloch. Từ các điều kiện trên suy ra 
ciKa (A + B) ~= Ae⁄*a + Be *^, 
ike'X^ (AT— B) =ik(Ae**4 — Be1*^) 
+20(Ae*4 4 Be—1t^), 
Để có nghiệm A và Ø khác không ta cần 
ta — ca sKu —tka 


© =—=;:Ể 


iketf4 — (ik+ 2G) ctfe- —iketXe + (¡k — 2Q) c—!Êa 


e 
=0, 


hay 


O 
eœos bứ + E sin ka = cos Xa, 


từ đây suy ra được số sóng K. Hệ quả của điểu này dẫn đến là các giá trị được 
phép của *k bị giới hạn trong khoảng được xác định bởi 


cos ka + : sin ka | < 1, 
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hay 


9 2 
(s kœ + T sin ke) <1. 


kọ là cực tiểu của k thỏa mãn bắt đẳng thức trên. 
(e) Đôi với E = Ea, 


U(z) = Ae'*°* + Be"'“?*, 0< x< a, 
ö đây kọ = vJ?)Êh. 
Chuẩn hóa hàm sóng ø (+ = 0) = 1 dẫn đến 
(+) = 2¡A sìin kọz + «#9 #“ 0<x<a. 
Các điều kiện biên tại z = a, dẫn đến 


c}K* = 21 A sin kọa + c thoa, 


hay 
2A = (e“^ — e~*9%) /sin kọa. 
Như vậy 
\ — (c1Ka _ „—tkoa sin koZ -Íkoz D<xz< 
ýữ) . Š š ) sin koø Ki SH 


Với z € |a, a + B|, hàm sóng có dạng exp (+k\, z), ở đây 
kị = V2m(Vb — Eo)/h. 


(đ) Đỗi với ka = nz + ð, trong đó ð là một số đương nhỏ, ta có 


€) 
cos ka + E sin kø 


k 


cos (nw + ỗ) + - sin (nzr + ð}) | 


j3 ƒ 
~|i-+4|<1 


Khi ô rắt nhỏ thì về trái ~ 1 + Oð/k > 1. Như vậy, trong một khoảng nhất định 
của k > œz/a sẽ không tồn tại hàm riêng. Mặt khác, khi kơø = nz sẽ tổn tại 


106 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


các trị riêng. Vì thế năng lượng tại đó khe năng lượng đầu tiên bất đầu thỏa 
mãn hệ thức ka = r, hoặc # = m2h?/2ma, 
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Ta muôn nghiên cứu sự lan truyền của sóng - hạt trong một thê tuần hoàn 
một chiều xây dựng bằng cách lặp đi lặp lại một đơn thê năng W{(z) tại các 
khoảng có độ dài ?. V(z) triệt tiêu với |z| > 1/2 và đổi xứng theo z (tức là 
V(z) = V{(—z)). Các tính chất tán xạ của V(+) có thể được tóm tắt như sau 

Nếu một sóng đi tới từ bên trái, j¿ (+) = exp (2z) với z < —i/2, nó sẽ tạo 
ra một sóng truyền qua „(z) = exp (ik+) với z > 1/2 và một sóng phản xạ 
(+) = exp (—ik#) với + < —1/2. Các hệ số truyền qua và phản xạ được tính 
theo các biểu thức sau 


T(+) ¬ @+(|+ |) = 1 2 lz| [e?1# + c?ỗo| |zl > 
+(-|zl) 2 : ` 


( E) 
ý_(~|z) I 2ik |z| tu,2š8 2ið Ỉ 
R) = CS cán In: lo 
SP UNGIND S2 bnG 
và ốc và ốo là các độ dịch pha do thế năng V(+). Chỉ việc sử dụng các kết quả 
này mà không cần phải chứng minh. 

Bây giờ xét một thế năng tuần hoàn vô hạn 1⁄À(z) được xây dựng bằng 
cách lặp lại thế V(+) với các tâm cách nhau một khoảng l (Hình 1.32). Gọi 
các điểm tại đó V2„(+) = 0 là các điểm liên thê năng. Ta sẽ xây dựng các sóng 
truyền trong trường thế V⁄„.(+) như chồng chất của các sóng chạy sang trái và 
sang phải ó; và ó_. 


Wae(x 


Hình 1.32 


(a) Việt các hệ thức đệ quy liên hệ biên độ của các sóng chạy sang phải và 
chạy sang trái tại điểm liên thế thứ a, ?, với biên độ tại các điểm liên thế thứ 
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(ø — 1) và (1 1), 617! và @!1, 

(b) Tìm một hệ thức đệ quy tổng quát cho ó.. hay ó„ suy ra từ hệ thức ở 
câu (a). 

(c) Viết biểu thức tỉ số các biên độ của ¿„ tới ¿_ tại các điểm liên thế năng 
liên tiệp. 

(d) Tìm điều kiện *, ô„ và ôo để trên đó sóng chạy được cho phép. 

(e) Sử dụng kết quả này để giải thích tại sao việc dẫn điện bằng các elec- 
tron trong các c¡ât kim loại chỉ được phép ở các vùng tồn tại các giá trị năng 
lượng là điều tất nhiên, 

(MIT) 
Lời giải: 


Đôi với sóng tới từ bên trái, thê năng là V(+), đặt 


gu. = tội CA La (e5 + co), 


1 
2 
tjy_ sả rộ. _.= pue («12% Bổ «12200, 


Đôi với sóng tới từ bên phải, đặt các hệ số truyền qua và phản xạ lần lượt 
là # và z?. Có thể chỉ ra rằng ?' = 1. r' = —r*¿/¡". Trong thê tuần hoàn, các 
hệ số truyền qua và phản xạ tại các điểm liên thế kể nhau cỏ liên hệ như sau 
fqạ T< tạng VÀ rạn — Ta_¡ €xp (/2£Ù). Như vậy, hệ số truyền qua có thể được kí 
hiệu đơn giản là ¿. 

(a) Các sóng tại các điểm liên thế kể nhau được chỉ ra trên Hình 1.33. Hiển 
nhiên chỉ có số hạng phản xạ của ¿* và số hạng truyền qua của ớ‡ } là có 
đóng góp cho ¿” 


mới ác dd : Œ) 
Tương tự, 
ó” =raóf† + ạt, (2) 
Như vậy, ta có 
đ$ =1 + 71. G) 
Ø3 tuiD0 + đẾP Phà (4) 


* BT..CHLƯỢNGTỪ 
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z—] mì n+ì 
°, + 9, 


— - — 
¿m1 F20 ¿1+1 
Hình. 1.33 


(b) Thay øœ + 1 cho ø„ (1) dẫn đến 
j. =rnaj1tt+ tả”. (5) 
Các phương trình (3), (4), (5) dẫn đến 
án" : t3 + canh 
+ 1+ t2c:2ki = tnrh c!2ki x 
Đặt rọ = r. Khi đó r„ = r exp(2nki). Giả thiết r„ = —r} 1/¡*. Khi đó 
r¬n =7” exp(—¿2,kl). Như vậy 


- ỉ 1 
út = t(¿? lêtô 24E0/.2 0l ) (6) 
1+ 2 c12ki — „ml et2ki 
Tương tự, 
¿" " tạm) +e2B¿n=L) 
“T4 22H cam 
(c) Do chu kì của thể năng là /, nên nêu (+) là hàm sóng trong khoảng 
[Za-i, #n | thì @(z — È) exp (iô) là hàm sóng trong khoảng [zn, zn+¡ |. Như vậy 


c. = ct(ổ—kÐ an 


án) = gi(ố+kD vn Ớ) 
Đặt c„ = ớ? /¿”. TỪ (4) và (5) ta được 
?t+L 
x. = (8) 
7ì +] r++] 
2P =1 SE tiện: (9) 
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Sử dụng (7), (9) có thể được viết thành 


vn “3kà§ Lon: 
cnc ĐỂ TH =1. am Tiên, 
hay sử dụng (8), 
cne (1 — raen) = Tu(1 — Tnen) + em, 


tức là, 
TnCˆ đ. Lư 2 ới = rarael2ki ME 1) cœ + T cl12kL — Ũ. 
Giải tìm cạ ta được 


" ( + ry/e12kl S) 12c12kh + vVA 
c. 27 


A= (2e2L— n lÃ e2kt — 1) _ý Argrne'2l 


1...“ ... 


(đ) Điều kiện cần để một sóng bên tổn tại trong trường thé tuần hoàn vô 
hạn là 


ở?! d1? = _—_ tố . 
ở đây ố thực và độc lập với ø. Nếu điều kiện này không được thỏa mãn, 


khi ø —¬ co .một trong ¿? và đ.” sẽ tiễn tối vô hạn. Từ (7), ta thấy rằng 
ði — ð — kỉ. Từ (6) ta thu được 


m—1 ?r+] 
TỶ... 4$ 
1 + ‡2c12kl =- rị!e2kI = ‡ ( P + CRIE Song EU 
+ 


=f lgRSPS®) + THẾ HỘI, 


Thể r/ = —r*†/t" vào phương trình trên và sử dụng zr* + f1* = 1, ta được 
tế + te"! CS 2EF* cos ỗ, 
có nghĩa là 
tett + £*e~ tt 


<1 
2t" 


_œ t°› 
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hay sử đụng định nghĩa về ¿, 


cos (2ä; + kỈ) + cos (26a + kỉ) 244 
L + cos |2(ä¿ — ốa)| tiến 


tức là, 
l2 0 ng | vi 
_ cœ(8~@g) |7” 

Nhìn chung, chỉ một số giá trị của k thỏa mãn bất đẳng thức trên, tức là 
chỉ có các giả trị năng lượng trong các khoảng nhât định là được phép trong 
khi các khoảng còn lại bị cảm. Như vậy, ta thu được câu trúc vùng của các mức 
năng lượng. 


(e) Trong các kim loại, sự phân bỏ của các ion dương là đều đặn và do vậy 
các electron dẫn di chuyển trong một thể tuần hoàn. (đ) chỉ cho ta thấy các 
sóng electron chỉ có thể có các giá trị k nhất định, tương ứng với các vùng của 
năng lượng electron. 
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Cho một toán tử thực Á thỏa mãn phương trình bậc hai 
A?—-3ÂÄ+2=0. 


Đây là phương trình bậc thấp nhất mà toán tử 4 tuân theo. 


(a) Xác định các trị riêng của Â? 

(b) Xác định các trạng thái riêng của Â? 

(c) Chứng minh rằng Â là một toán tử biểu diễn một đại lượng vật lý. 

(Buffalo) 
Lời giải: 

(a) Do Â thỏa mãn một phương trình bậc hai nên nó có thể được biểu diễn 
băng một ma trận 2x2. Các trị riêng của nó là các nghiệm của phương trình 
bậc hai À2 ~ 3A + 2= 0, À¡ =1.À¿= 2. 

(b) 4 được mô tả bởi ma trận 
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(2) 0)=*Â0 


cho a = 1,b= 0 với À = 1 và ø = 0, b = I với À = 2. Như vậy, các trạng thái 
riêng của Â là (ạ) và (1). 


Phương trình trị riêng 


(e) Do Â = Â*, Â là một toán tử Hermite và do đó là một toán tử biểu 
diễn một đại lượng vật lý. 
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Nếu |¿¿¿} là một trạng thái riêng nào đó của toán tử điện tích Q tương ứng 
với trị riêng ø, tức là thỏa mãn, 


@Q1”a) = gUạy) 


toán tử liên hợp điện tích Œ tác dụng vào | „) dẫn đến trạng thái riêng | ý _„) 
của () tương ứng với trị riêng —g 


Clủa) = lủ-g). 


(a) Tìm các trị riêng của toán tử 7Q + QC, 
(b) Một trạng thái có thể đồng thời là trạng thái riêng của € và của Q 
không? 
(Chicago) 
Lời giải: 
(a) Đặt 


|) =3” « Lạ). 


q 
Khi đó 


(C@ + Q€) |ứúa) = qC la) + Q|ỦU-¿) = gÌ0-4)T— gi0-¿) =0. 


Kết luận là trị riêng của toán tử ỞQ@ + QC bằng không. 
(b) Do Œ là phép biến đổi liên hợp điện tích, CQC~! = -Q, hay ŒQ + 
QC =9, tức là Ở và Q không giao hoán (chúng là phản giao hoán), nên chúng 
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không thể có chung các trạng thái riêng. (Trừ khi ạ = 0, khi đó khái niệm liên 
hợp điện tích không còn ý nghĩa). 
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Một hệ cơ học lượng tử được biết chỉ có hai trạng thái năng lượng riêng kí 
hiệu là |1) và J2). Hệ này cũng bao gồm ba toán tử quan sát được khác (ngoài 
năng lượng) là P,Q và R. Các trạng thái |1) và |2) được chuẩn hóa nhưng 
không nhất thiết là các trạng thái riêng của P,Q và Ñ. 

Xác định nhiễu nhất các trị riêng có thể có của P, Q và R trên cơ sở các rập 
số liệu thực nghiệm đưới đây. [Chú ý: Một tập số liệu trong đó là phi vật lý]. 

(a3) |P|1)= 1/2, (1|P211) = 1/4. 

() (1|@|1 =1⁄2, 0|@2|1) = 1/6. 

(e) 1|P|1)=t1, (1|82|1) =5/4, (1|R|D = 7⁄4. 

(MIT) 

Lời giải: 

Ta được cho trước ba toán tử quan sat được P, (J, ñ thỏa man tính Hermire 
(nị|P|m) = (m|P|n)*, và hệ cơ lượng tử có một tập đây đủ các trang thải 
riêng năng lượng |1) và |2). 


(a) Tính đầy đủ của hai trạng thái và dữ liệu thực nghiệm dẫn đến 
1 
PJb=sIb+al2, 


kì ˆ ` “ è H ` À , % Z h 2 Z 2. 
ở đây œ là một hãng sô mà ta cân xác định. Tính trực giao của các trạng thái 
riêng và tính Hermite của P dẫn đến 


(1|P|2=>(1|2)+ø*2|2) = 2". 


+ 
2 
Do vậy ra có 

PI2=z I1) +22), 
ỏ đây, ta phải xác định 2. Như vậy 


?? II = P(P|D) 


lI 


sP |) +aP |2) = (1/4 + a*ø)[D + (a/2+ a6) |3). 
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Do (1| P2 |1) = ‡ theo như thực nghiệm nên œ*œ = 0 và như vậy œ = 0. 
Do đó, 

1 
P|Ủ => |D, 
ID =šIÐ 

tức là ít nhất một trong số các trị riêng của P bằng 1/2. 

(b) Đặt 

1 
QJD = gÌ1) +33, 

ở đây + cần được xác định. Bằng phương pháp tương tự, ta có +*+y = 1/6 — 


1⁄4 < 0. Do vậy, tập số liệu này không có ý nghĩa vật lý và trị riêng của Q 
không xác định được. 


(c) Do (1|R|L) — 1, nên ta có thể viết 
RỊD =|)+A^Al2), 
ở đây ta cần xác định A. Khi đó 
AIP|J2) = G12) +À"(2|2)=À", 
chỉ ra răng 
R2) = A*[D +2). 
ở đây ¡¡ cẩn được xác định. Xét 
R?|I) = RỊU) + AR|2) 
= |1 +A|2) + ÀA* |1) + A12). 


Khi đó vì s 
(1|ñ2|) =1+ÀA'= rẽ 
ta CÓ i 
ÀÀ*=-, 
4 
và như vậy 
À= < cxp (8), 


1 
RỊ) =I) + z2 3, 


¬ 


Rl3= se ID +13). 


1 k 
R*J) =4I)+z+n)£# J3. 


et 
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Từ đó cũng suy ra 


xi 1 * 
R|1) =3 RỊU +s(1 +) £2R2) 
5 SP 1 
E2 [05 000/000 14~ 
4l0?ge I2+x+m10 
+ 5 (1+ nn¿Š J3). 
Về mặt thực nghiệm (1 ¡ # |1) = +: Như vậy Š + 2 (1+) = 1, suy ra n = 1. 


Trên tập cơ sở |1) và |2) ma trận của ï là 


1—À gen 
Jecổ 1_— A Mác 
2 
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Cho một hạt tích điện trong một từ trường, hãy tìm các quy tắc giao hoán 
đỗi với các toán tử tương ứng với các thành phân của vận tốc. 
(Berkeley) 
Lời giải: 
Giả thiết rằng từ trường xuất phát từ một thế vectơ A. Khi đó các thành 
phân vận rốc của hạt là 


Ôi = Bị — qA¡;/imc. 


Các nguyên lý cơ bản và chuyển động một chiều 115 


Do đó, 


TT"... ....ẽ 
"¬-'...n. 


n2 


q \ 4 1g (8Ai ÔA, 
z ÝÌ sa | be co 
mức (iÕ› 4N] = lôo Aal]} mc? tc Ổ+z; 
3 
thụ 
F mắc 2„ “ukE, 


ở đây c,;¿ là tenxơ Levi-Civita, việc sử dụng các quy tắc trên xuất phát từ quy 
; h0 


tắc tương Ứng j; —* 7 zz. 
1070 
Sử dụng hệ thức giao hoán xung lượng - tọa độ để chứng minh rằng 
S” (Ey — En) lín |+|0)” — hằng số, 


+} 


ở đây L„ là năng lương ứng với trạng thái riêng |»). Tìm giá trị của hằng sô 
này. Cho Hemil:onian có đạng !j = p2/2Ä/ + V(r). 


(Berkeley} 
Lời giải: 
Do 
H=p`/2M + VỤ), 
ta CÔ 
` `... sẽ. 
LH, +] _ 2Áƒ [ø + z] —= thp/M, 
và do đỏ 
LH, +, + n +Ì = —h?/M 
HH, +\, z] = Xí IP: 2Ì = 
SuY ra 
R2 
ứn| [[H, +Ì, +] ra) = Sinế 
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Mặt khác, 


(m||[H, +], z| Jin) = (mỊ Hà? — 2+Hừ + +?H |m) 
= 2E, (m|+2 |rn) — 2m|+Hz |rmò 


= th, Lựm|+|) |? — 3 E„| trn |z 1n) |Ÿ 
S2) Lên — En)|(n|z|m)È. 


Trong biểu thức trên ta đã sử dụng 
Hlm) = Em |mì , 
(m | z? |m) = , ứn|+ | nì(n | + | rm) 
7\ 
=3 |(m|zIm)f 
n 


u|xH+ |rm) = 3 (m |# | n(n |x | m) 
= En(m |+ | n)ím |ư |n) 
= ` En|0n]+ |n)Ƒf. 


Cân bằng hai kết quả trên và đặt zz: = 0, ta thu được 


À(En — Ea) |(n|+|0) ? = h2J2M. 


"n 
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(a) Cho một toán tử Hermite A với các trị riêng a„ và các hàm riêng ứạ (+) 
[n = 1,2,..., N; 0 < z < LỊ, hãy chỉ ra rằng toán tử exp(¿A) là toán tử 
unita. 

(b) Ngược lại, cho ma trận Ứ„„ của một toán tử unita, hãy xây dựng ma 
trận của một toán tử Hermite biếu điễn qua ma trận Lm. 


Các nguyên lý cơ bản và chuyển động một chiều 117 


(c) Cho một toán tử Hermite thứ hai PB với các trị riêng b„ và các hàm 
riêng œ„„(+), hãy xây dựng một biểu diễn của toán tử unita V biến đổi các 
vectơ riêng của thành các vectơ riêng của A. 

(Chicago) 

Lời giải: 

(a) Do AT — A, vì A là toán tử Hermite, ta có 

{exp (4)}† = exp(—iAT) = exp (—24) = {exp (/4)}' '. 
Như vậy, exp (z4) là toán tử unita. 
(b) Đặt 
Cựn = [ma + R = Umn TT (Đua » 
tức là, 
=tet” 


Do Ứ*† = U, Ơ† = Ơ. Do đó, Ca = mạ + ÚƑ 


` ` + ^ ; 
mm là biểu điên ma trận cua 
một toán tử Hermite. 


(c) Các hàm riêng của một toán tử Hermite tạo nên một tập đầy đủ và trực 
giao. Như vậy | ưự,) bât kì có thể được khai triển theo một tập đây đủ |o„) 


lưa) = 3” [ớk) (uy Lưm) = 3ˆ In) em, 
k k 
với V¿„ được định nghĩa, 
L 
Vkưm = ĐẸ (3) ưựp (+) da. 
0 


Tương tự, 


Lớn) = 37 la) tay |ua) 

3 

= 3ˆ luj) (6a |uj)" - 
lì 

= bã lứy) Vay 
J 

= 2l) ta 

= b3 luạ) Vrx - 
J 
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Do đó 
lớp) = 3 lái) VI Vkm = À— lúy) ym., 
F) k M 
hay 
V†V =l1, 
tức là, 
V* _ vrl 


chứng tỏ rằng V là toán tử unita. Như vậy, V là toán tử unita biến đổi các 
vectơ riêng của thành các vectd riêng của A. 
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Xét một đao động tử một chiều với Hamiitonian 
H = p?J2m + mài2+?/2. 


(a) Hãy tìm sự phụ thuộc thời gian của các giá trị kì vọng của các roán tử 
v¿ h ` À 
vị trí ban đầu và xung lượng ban đầu 


#ọ = # C0S œF — (p/1162) Sìn IE, 


Øo = D COS UÈ + rnéJ+ sìn (Ẻ. 


(b) Các toán tử này có giao hoán với Hamiltonian không? 
(c) Các kết quả của bạn trong hai câu (a) và (b) có phù hợp với nhau 
không? Hãy thảo luận, 


(đ) Viết phương trình chuyển động của các toán tử trong biểu diễn Heisen- 
berg? 


(e) Hãy tính giao hoán tử [pọ, zo]. Ý nghĩa của nó trong lý thuyết đo là gì? 
(Princeton) 


Lỡi giải: 


(a) Sử dụng hệ thức 


_ Các nguyên lý cơ bản và chuyển động một chiều 


119 
ta CÓ 
l( ra) 1 
n =ản [Œ) cos œt, HỊ — ð+) sìn œf 
( 1 
1 
CS NUNG HE) mỊ - 1) COS uU 
th Lm! ti 
1 = 
?R |, H] cos É — @ {+} sin œÍ 
XÀ 
1. Lš== 
— mu $R HỊ sin u# — — (p) cos £ = Ô 
Í{ 1 
( 9 - n1 la) COS (GÍ, HỊ =. c2) }¿) sin ‡ 
l 
+ —. 


b [rmaz{r) sin ằ@t, HỊ + tru2(r) cos ăðf 
L 


—. [p. FÏ| cos œ£ — uÝp) sin (0É 
¡ 


MU —— 

—— l#y HỊ sin wf 3 mứt? (r) cos uÊ = Ö. 
h 

? 


Như vậy, giá trị kì vọng của các toán tử này không phụ thuộc vào thời gian. 
(b) Xét 


|zo, H] = [z. H] cos œ£ — ¬- 


sin œ‡ 
thp : $ 

+ —— €OS Uỷ + 0u SUI LẺ, 
là) 


tÐu, HÍ, m [p. H] cos ằ‡ + tr [x, HỊ sìn u† 


—iRimu2r cos ăjÉ + Thúyp Sản ðÍ, 


Như vậy, các toán tử rọ, po không giao hoán với H. 


(c) Các kết quả (a) và (b) vẫn phù hợp nhau. Vì khí các biếu thức của zo 
và pọ chứa một cách tường minh thì tính không giao hoán của chúng với H 
không loại trừ tính chất bảo toàn của chúng. Thực vậy 


do 1 : ðưo — 
Tw “in te H toa =0, 
dị Ơi 
_=..ˆ HỊ+—_ Lá =0, 


TH cốt — 


120 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


chỉ cho thấy chúng thực tế được bảo toàn. 
(đ) Trong biểu diễn Heisenberg, phương trình chuyển động của một toán 
tử là 
dA/dt = =4 HỊ + = 


Như vậy, các phương trình chuyển động của zọ và pọ lần lượt là 
d>zo/d4t =0 dpa/dt = 0. 
(e) Sử dụng các biểu thức của +g và pọ, ta có 
{Ða y +o| —= ÍP cos œ#Ý + r2 sìn œÈ, xo] 
=[p, sọ] cos œ‡ + [+, rạ| mu¿ sìn ằœjf 
= |ø. # C08 UÉ— — — sỉn ¿f] €oS ý 
ra) 
+ |> + €OS (U — XE. sin „tÌ Tn¿) S1N LUẺ. 
nu) 
={p, #] cos? œ# — [+, p| sin2 œ†£ 
sf#=ft Tp] s3 
do Íz, z] = [p, p] = 0, [+, p| = ih. 
Nhìn chung, nêu hai toán tử quan sát được 4 và Ø thỏa mãn phương trình 
[A, B] = ¡h, 


thì các độ lệch căn quân phương AA, AB, khi chúng được đo một cách đồng 
thời phải thỏa mãn nguyên lý bât định 


AA: AB>j. 


Trong trường hợp này, các phép đo đồng thời củá vị trÍY và xung lượng theo 
cùng một hướng phải dẫn đến 


2| 


Hệ thức chỉ ra 
V Az4 V Abä 3> h/2. 


Đây là hệ thức giữa các giới hạn trên có thể của độ chính xác của hai đại 
lượng khi ta đo chúng đồng thời. 


PHẦN II 


THÊ XUYÊN TÂM 
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2001 


Một electron bị giam trong một hỗ thể ba chiều vô hạn. Các cạnh song 
song với các trục z, , và z và chiêu đài mỗi cạnh là Ƒ. 

(a) Hãy viết phương trình Sehrödinger thích hợp. 

(b) Hãy viết hàm sóng không phụ thuộc thời gian tương ứng vỏi trạng thái 
năng lượng cực tiểu. h 

(c) Tính sỐ các trạng thái /V có năng lượng thấp hơn một giả trị # cho 
trước. Giả thiệt V +» 1. 


(Wbconsin) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Schrödinger là 
¿bØ(fr, Ð)/ðt = —(h2/2n) V?ụ(Œ, Đ. U<z,,z<1, 
t =0, vÓi các giá trị r, , z còn lại. 


(b) Bằng cách tách các biến, ta có thể việt hàm sóng dưới đạng tích của 
ba hàm sóng mỗi hàm sóng ứng với một trường hợp hỗ thê vô hạn một chiều. 
Hàm sóng của mức năng lượng cực tiểu là 

@ni(2, 2) = 01(z)01(0) 0i (2), 
ỏ đây 
(+).= V? sin (Ƒ +) „WV, 


Như vậy 


sec 2= (7) sn (TP) sỉ (T9) sa () 


Năng lượng tương ứng là F1; = 3ñ2z?/2n.L?. 
(c) Đôi với một tập các số lượng tử n„. nụ, r„ Ứng vôi ba chiều, năng lượng 


là 
h?n? 


2 32 2 
m= 25m2 (n + ny + r2) : 
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Như vậy, số V các trạng thái mà năng lượng của chúng nhỏ hơn hoặc bằng 
‡; băng sô các tập ba số nguyên dương nạ. øy, :„ thỏa mãn bất đẳng thức 


B5) 


2m12 

2 2 2 hd 

iˆ -È T, TÐ nộ S —— 
# ụ z— 22 


z ^ ^ bŠ t.. ⁄, LẠ H Ậ ` Ä . *k 
Xét một hệ tọa độ Đềcác có các trục nự, rry, ơ;. Sô N cần tìm về trị số băng thể 
tích của góc phần tám thứ nhất của một quả cầu bán kính (2mL2E/h2m2)12, 
với điều kiện ý > 1. Như vậy 


WĂ= 1 đmạ /2mF7 _ sộ — 4m L2 P kêu 
`8 3 \ h2r? 3 \2Bh2m2 7 l 


2002 


Một hạt quark (khối lượng = z„p/3) bị giam giữ trong một hộp lập phương 
với các cạnh dài 2 fermi = 2 x 10~!5 m. Hãy tìm năng lượng để đưa quark từ 
trạng thái cơ bản tới trạng thái kích thích thứ nhất theo MeV 

(Wisconsin) 
Lời giải: 
Các mức năng lượng trong hộp lập phương được tính bỏi 
h?n? 
Tĩningny = 2ma2 (nÿ+n2 +), Tạ =1. 2,.... 

Như vậy, năng lượng ở trạng thái cơ bản là E1 = 352r2/2ma2, và ở trạng 
thái kích thích đầu tiên là Hạ¡; = 6h2m2/2ma2 — 3R?r2/rna2. Như vậy, năng 
lượng kích thích từ trạng thái cơ bản đến trạng thái kích thích đầu tiên là 
1,5nx?h^c? 

ruc3g2 
— 1,ðz2(6,58 x 10~?2)2 x (3 x 10832 
” (##) x (2x10 15)2 


AE = 3h2m?/2ma2 = 


= 461 MeV. 


2003 


Một tỉnh thể NaCl có một số chỗ khuyết iôn âm, mãi zhỗ khuyết này chứa 
một electron. Coi các electron chuyển động tự do bên trong một thể tích mà 


$- BT...CHLƯỢMG TỪ 
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các kích thước của nó bằng cõ hằng số mạng. Tình thể ở nhiệt độ phòng. Cho 
một đánh giá bằng số bước sóng dài nhất của bức xạ điện từ bị các electron 
này hấp thụ mạnh. 
(MIT) 
Lồi giải: 
Các mức năng lượng của một electron trong một hộp lập phương có các 
cạnh ø được tính bởi 


Ehmk = (n?h?/2ma2)(n2 + rử + k?), 
ở đây nœ„ m và k là các số nguyên đương. Cho ø ~ 1 Ä, năng lượng trạng thái 
cơ bản là En) = 3h2z2/2ma2 ~ 112 eV Đối với một tỉnh thể ở nhiệt độ phòng, 
các electron hầu như toàn bộ nằm ở trạng thái cơ bản. Bước sóng dài nhất 
tương ứng với một chuyển đời từ trạng thái cơ bản đến trạng thái kích thích 
À Ậ 
gần nhất 


3n2h2 
AE= đai = E1 = kỂ —— 112 eV, 
na 
ứng với bước sóng 
hụ ° 
À=—=—_=li0À 
Ư AE 
2004 


Một electron bị giam bên trong của một hốc cầu rỗng bán kính R có các 
thành không xuyên qua được. Hãy tìm một biểu thức cho áp suất tác dụng lên 
các thành hộc gây bởi electron đó ỏ trạng thái cơ bản. 

(MIT) 
Lời giải: 
Ở trạng thái cơ bản, ¡ = 0, và nếu ta đặt hàm sóng xuyên tâm là R(r) = 
xữ)/, vậy thì x(r) thỏa mãn phương trình 
0x, 2uE \ 
ra Ð x0 VỚI r < F, 
x=0 vớir>R, 


ở đây ¿ là khối lượng nghỉ của electron. E(r) là hữu hạn tại r = 0, do đó 
x(0) = 0. Các nghiệm thỏa mãn điểu kiện này là 


J2, TT 
Xn — pm" p› (m= 1,2, 3,...} 
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với năng lượng tương ứng 
E,= xẦn? „^ 
nẺ DỐI 


Lực trung bình #' mà electron tác dụng theo phương bán kính vào thành 
hốc được tính bởi 


8E ðẴ Ô: vo ðE 
r= (-Ðn )~— (0g ) ~~ấn (Hi = ẩn: 


Do electron ở trạng thái cơ bản nên, ø = 1 và 
F = -ÔE\/0R = n?h?/uR3. 
áp suất tác dụng lên thành hốc là 


p= tF/AnR? = nhˆ/4uRŠ. 


2005 


Một hạt khối lượng rn bị hạn chế chuyển động giữa hai quả cầu đồng tâm 
không xuyên qua được có các bán kính r = ø và r = b. Cho biết không có thê 
năng nào khác tác dụng. Hãy tìm năng lượng trạng thái cơ bản và hàm sóng 
chuẩn hóa của nó. 

(MIT) 
Lời giải: 

Đặt hàm sóng xuyên tâm của hạt là R(r) = x(z)/z. Như vậy x(z) thỏa mãn 

phương trình 
42!x() 2m... ¿(+ 1) 
Tể + IE—V0)|~ Tế LỆ xí) =0. 


a<r<b) 


Đôi với trạng thái cơ bản, ! = 0, vì vậy chỉ hàm sóng xuyên tâm là không 
tầm thường. Do V(z) = 0, đặt K? = 2mmE/R2, ta rút gọn phương trình lại 
thành 

X“ + KỲy =1. 
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với 
XÌz=a = XỈ:-5 =0. 
x(ø) = 0 yêu cầu nghiệm phải có dạng 


xứ) = A sin [Kí — s)|. 
Như vậy, từ điều kiện x(b) = 0, ta thu được các giá trị cho phép của K 
K=nx/(b- s), (n=1,%,...) 
Di với hạt ở trạng thái cơ bản, tức là z = 1, ta thụ được năng lượng 
E = h?ˆK?/2mm = BẦm?/2m(b— a)2, 


Ẫ ›Ä LA Fx Z 
Từ điều kiện chuẩn hóa 


b b 
j R^(r)r? dư = j x1ữ) đr = 1, 
a a 


ta thu được 4 = ⁄2/(b — ø). Như vậy, ở trạng thái cđ bản, hàm sóng xuyên 
tầm chuẩn hóa là 


và hàm sóng chuẩn hóa là 
1 21. m(r—d) 
9= VẢm Vư= T7 `: b~a ` 


2006 


(a) Đôi với một dao động tử điều hòa với W = (p2/zw + kz2)/2, hãy chỉ ra 
rằng năng lượng ở trạng thái cơ bản có giá trị thắp nhất phù hợp với nguyên 
lý bất định. 

(b) Hàm sóng của trạng thái ở đó cực tiểu nguyên lý bất định được thỏa 
mãn là một hàm Gauss exp(—œ+2). Sử dụng điều này nhưng không giải bắt kì 
một phương trình vi phân nào, hãy tìm giá trị của ơ. 

(c) Sử dụng các toán tử tăng giảm, nhưng không giải bắt kì một phương 
trình vi phân nào, hãy viết biểu thức hàm sóng (chưa chuẩn hóa) của trạng 
thái kích thích đâu tiên của đao động tử điều hòa. 
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(đ) Đôi với một dao động tử ba chiêu, hãy viết trong tọa độ cực các hàm 
sóng của trạng thái kích thích đầu tiên bị suy biển và là một trạng thái riêng 
của Ì,. 

(Berkelsy) 


Lời giải: 
(a) Trạng thái cơ bản của dao động tử điều hòa có tính chẵn sao cho 


z=(0|z|0 =0. ø=(0|p|0) =0; 


và như vậy ¬ 
Ap = p2, Ax2 Ej 
Nguyên lý bắt định đòi hỏi 
—— h2 
Aø2 - Ai? >—. 
4 
Điều đó dẫn đến 
_ nh B 
+ lo 
2m 2 
> lẽ , 2 
rn 
h Jk 


IV 
| 
I 

S 
— 
)°) 

m 


do Vệ — w. Như vậy, năng lượng của trạng thái cơ bản có giá trị thấp nhất 
phù hợp với nguyên lý bất định. 
(b) Sử dụng hàm sóng đã cho, ta tính 


V2] - 2ux2 +2 dạ J Te i dz = 1/Aœ, 
p°ằ= -_hˆ '- ẹaz vo “TIÊN .—2o+z” dư — h?au 
—œ 


R2 v k1 
œđ ° Ẵ 
2m 2 4œ 
Từ S$Š = 0 ta thấy rằng khí œ = Vm/2h = mu/2h thì năng lượng là cực 
tiểu. Do vậy, œ = mu /2h. 


E— 
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(c) Trong biểu diễn Fock của dao động tử điều hòa, ta định nghĩa 
& = 1(B T— tru?) /V2mhe, 
&* = —i(ð + mua#)/V2inhuy, 
Như vậy jâ, ấ† | = 1, 
NW=(ã*âã+1/2)hu 


Kí hiệu hàm sóng ở trạng thái cơ bản là |0). Do |0) = ÿh„ |0), phương 
trình trên dẫn đến äT¿ |0) = 0. Điều này cũng dẫn đến 


1 
1(â! |0)) = 5 huaT |0) + huyậ” aãT |0} 
1 
= síh huấT |0) + bưuấ” (ấTâ + 1) |0) 
= 5 Ra ño(á* |0} - 
Như vậy 
| =âT|0) = = ( ¡h c + ¿me exp (-> +2) 
V2mhu' g+ 2h 
— J2m@' — HH ð 
= h J:.eX ( p1 ) 


trong biểu diễn tọa độ. 
(d) Đối với một đao động tử ba chiều, hàm sóng là 


tninanaŸ r)= dạ, (2 :)t”n,(U Ủng (2). 


Đối với trạng thái cơ bản, (wị, mạ, nạ) = (0, 0.0). Đối với các trạng thái 
kích thích, (mạ. mạ. n¿) = (1. 0, 0); (0, 1, 0);(0, 0, 1). 


tìoo (r) = Nổ Mì2ax exp # 


E 
b=) 
VI 
"ở 
Na” 


C910 (r) = N§ \2œy ©exp 


vã SÌn lô t2 
_. 


đọm (r) = Nộ Mì2az exp bạo 
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Khai triển z. , z theo các hàm câu và kết hợp các hàm sóng lại, ta thu 
được các trang thái riêng của ¡; 


m(r) = Nựny ©eXp (š a2) TY (6, 0). 
ö đâ 
y ` 


Chú ý rằng ở đây œ = /nu2/h, theo định nghĩa thông thường, khác với 
biểu thức của œ ở câu (b). 


2007 


Giản đỗ (Hình 2.1) chỉ ra sáu mức năng lượng thấp nhất và các mômen 
xung lượng tương ứng của một hạt có spin bằng không và chuyển động trong 
một thế xuyên tâm ba chiêu nào đó. Giả thiết không tôn tại các suy biến ngâu 
nhiên trong phổ năng lượng này. Hãy cho biết số nút (các lần đổi dẫu) của 
hàm sóng xuyên tâm rương ứng với từng mức năng lượng. 


(MIT) 
E (z0 
( z 1 
! : 2 
? :} 
( :D 
##Ð 
Hình 2.1 


Lời giải: 

Hàm sóng xuyên tâm của một hạt trong một trường thể xuyên tâm ba chiều 
có thể được viết dưới dạng R(z) — x(z)/z. Với số lượng tử ¿ đã cho, phương 
trình được thỏa mãn bởi x(z) có đạng phương trình Schrödinger một chiều. 
Do đó, nếu bất kì một phố năng lượng nào không có suy biến ngẫu nhiên thì 
vai trò của các nút trong hàm sóng xuyên tâm của hạt giông như vai trò của 
chúng ở hàm sóng một chiều. Đối với các trạng thái liên kết, định lý Sturn vẫn 
áp dụng được, nghĩa là, x(z) tuân theo lý thuyết Sturn: hàm sóng xuyên tâm 
của trạng thái cơ bản không có nút, trong khi hàm sóng của trạng thái kích 
thích thứ z6 có ø nút. Như vậy, đối với một trạng thái liên kết năng lượng #2, 
có số lượng tử + = ny + Í + 1, hàm sóng xuyên tâm có ø„ nút. 
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: Đôi vỏi số lượng tử ¡ — 0, số nút ứng với ba mức năng lượng (rrình tự từ 
thập đến cao) là 0, 1 và 2. 
Tương tự, đối với ! = 1, số nút là 0 và 1; với ¡ = 2, số nút là 0. 
Như vậy, số nút ứng với các mức năng lượng chỉ ra trên Hình 2,1 là 0, 1, 
0, 0, 1, 2, từ thâp đến cao. 


2008 


Một hạt có khối lượng zw và điện tích ¿ bị giữ ở gốc bởi một lực phục hồi 
tuyên tính đối xứng cầu. Các mức năng lượng có khoảng cách đều nhau và 
bằng bưu ở trên mức năng lượng cơ bản ụ = 3/2. Các trạng thái cũng có 
thể được mô tả bằng cách khác theo hệ cơ sở Đắcác (ba đao động tử điều hòa 
một chiểu) hoặc theo hệ cơ sở cầu (trường xuyên tâm, được phân tách thành 
các chuyển động góc và chuyển động xuyên tâm). 


(a) Trong hệ cơ sở Đêcác hãy lập bảng các sô chiêm chỗ của các trạng thái 
dao động tử khác nhau ở trạng thái cơ bản và ba trạng thái kích thích đầu 
tiên. Xác định sự suy biển toàn phần của từng trạng thái này. 

(b) Trong hệ cơ sở cẩu, hãy viết (không cần giải) phương trình chuyển 
động xuyên tâm. 

(Lưu ý rằng trong các tọa độ cầu V2? = nợ (r? ấm) = E- , ö đây T7 là toán 
tử bình phương mômen xung lượng quy đạo toàn phân tính theo đơn vị h2.) 

Hãy chỉ ra thế hiệu dụng và đỗ thị của thế đó. Với mỗi một mômen xung 
lượng đã cho, hãy vẽ hàm sóng xuyên tâm ở trạng thái cơ bản (với một giá trị 
¿ cho trước) và các hàm sóng xuyên tâm của hai trạng thái kẻ tiệp có cùng giá 
trị ¿, 

(c) Đôi với bón trạng thái của phần (a), hãy liệt kê giá trị của mômen xung 
lượng và tính chẵn lẻ của các trạng thái trong từng mức. So sánh sự suy biển 
toàn phân với các đáp sô trong câu (a). 

(đ) Trạng thái kích thích thứ hai (#2; = 7h¿g/2) có thể có hiệu ứng Stark 
được không? Tại sao? So sánh những điểm giống và khác nhau giữa mức dao 
động tử này và mức kích thích thứ hai (» = 3) của nguyên tử hydro phi tương 
đôi tính. 

(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Bảng 2.1 


Thê xuyên tâm 


Mức năng lượng | Các sô chiêm chỗ 

ko |0, 0. 0) 

Kì II, 0, 0). |0. 1, 0).|0, 0, 1) 

Ea \2, 0, 0). |0. 2. 03.0, 0, 2) 
|L,1,0),|1. 0, 1),|0, 1, 1) 

ộ I3. 0, 0).|0. 3, 0), |0, 0, 3) 
|2, 1,0), |0, 2, 1),I1, 0, 2) 
|!. 2, 0}, |0, 1, 2), J2, 0, 1 
|JL 1.1) 

Bảng 2.1 
(b) Đặt 


L ở „.ủ 
s c ị 
r2 dự đr 


sao cho thế hiệu dụng là 


0Œ) = RŒ) Yin(0, 9). 


Hàm sóng xuyên tâm #(z) thỏa mãn phương trình 


2m: v TH a3 
H lạ CD cơn 


Bậc suy biên 


Œœ œ2 


Wy —= mí???/2 + BẺL( + 1) /2pur2, 


được vẽ trên Hình 2.2, ở đây rạ = 


Hình 2.3. 
Virl 
le si e⁄ Ốc. ft 
0 Tp 


Hình 2.2 


8tr) 


{h?1(ï + 1)/m?/2)!/4, Hình đáng hàm sóng 
của ba trạng thái thâp nhất ứng với một giá trị ! cho trước được chỉ ra trên 


Chủ ý rắng số các nút của hàm sóng bằng n;. 


(c) Bảng 2.2 


Hình 2.3 
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¿¡ | m 

Eo|010 

tị |1Ị0, +l 

F¿ạ |2 10, +1, +2 
0I0 

bạ |3 |0, +1, +2, +3 
110, +1 


Bảng 2.2 
Chú ý: P = tính chẵn lẻ, D = bậc suy biến. 


(đ) Trạng thái kích thích thứ hai không có hiệu ứng Stark tuyên tỉnh bởi 
vì z là một toán tử có tính lẻ trong khi tất cả các trạng thái suy biến của #; 
có tính chăn, dẫn đến tắt cả các phân tử ma trận H7? trong không gian con của 
mức năng lượng E; đều bằng không. 

Mặt khác, đỗi với mức năng lượng kích thích thứ hai của nguyên tử hydro, 
n = 3, các trạng thái suy biến của nó có cả tính chẵn và tính lẻ, đo đó có sự 
xuất hiện hiệu ứng Stark. 


2009 

(a) Một hạt phi tương đối tính có khối lượng z» chuyển động trong trường 

thê 

V{(z, g, z) = A(z2 + ý? + 2X) + B(2? + 302), 
ỏ đây A > 0, > 0,|À| < 1, ø có giả trị tùy ý. Hãy tìm các trị riêng năng 
lượng. 

(b) Bây giờ xét bài toán được thay đổi với một trường thế mới W„ø; như 
sau: với z > —w và z, bất kì ta có, ⁄„z = V, ở đây V giỗng như trong câu 
(a); với z < —ụ và z, „ bất kì ta có, V„¡ = +oo. Hãy tìm năng lượng trạng 
thái cơ bản. 

(GUS) 
Lời giải: 
(a) Ta chọn hai biến mới ¿, ? được định nghĩa bỏi 


u=-(z+w), l= 


1 
v§ tư =0); 


Kiện 
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hay 
(u —#), 


SỈ” 


+=(u+)/V2 w= 


và việt thể năng như sau 
Ì v2 „2 12, vÀ 
Ví(>,v,z)=A su Lứ +20) + 2 (m +fˆ— 2) 
lụa ø 2 
(u“— !2)| + B(zˆ + 202) 


2 Ec 
lê là - 


= AÍ( + À)ø?+(1— À)]+ B2 + 2uz} 


và các vi phân theo các trục 


Đ -7 1 0) v6 
ÒÖz đu /⁄2  ôtL v2'` 


Sẽ 1g. 
82 — \ôu? V2 0uôt V2/ V2 
Ủ.1.. 0. 1 1 

+ ạ = 

Điều V3 Ø2 V2 v3' 


ôy 0ụv2 ôLv3 


32 -Í _._ 3Ø? 1 ) 1 
ôu? 0u? 2 Đuôi V2) v2 
"....Ắẽ..ố.. ) 
v2 \ôtôu V3 0 V27 ` 
8 lò # 
2 ^”—~>- — ———— ———— 
›c äu2 v ð2 : 9z2 


Phương trình Schrödinger trở thành 


ớ D2 @ 


ST AT SBETT 


#2 le WWn.WovitiWG% E2 i0 
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Đặt ð(, ứ, z) = U(u)7T (0) Z(z). Phương trình trên có thể được tách thành 


2 tr, 
g24-2V00 A(L+)¿È|U(w) = 
210) + BI —IEs— A(L~À)2|7@) =0, 
? 
=9 (2m/h2)[Ea — B(z? + 2uz)) Z(z) =0, 
Öz 


với 
Eị + Fạ + EFạ = E. 
Bằng cách đặt z' = z + @:, Eš = E¿ + Bu?, cả ba phương trình trên có thể 


được rút gọn thành phương trình của một đao động tử điều hòa. Như vậy, các - 
trị riêng năng lượng là 


2Á 
TtỊ Z) hụ, , ơi =1J—(1+À); 


Tm 


(mị, mạ, nạ —= 0,1,2, 3,...) 


(b) Với một trường thê mới W„a¿¡ sao cho z < ~—. Vna¡ = % và với z > 
—w. Ýmaø¡ giông như thê năng ở câu (a), hàm sóng phải bị triệt tiêu khí z — —ø. 
Phương trình đổi với Z có nghiệm 


Z~H„(Qe S2, 


ỏ đây C = (2n3/h`) 1/4(z +), Hạ„(Q là đa thức Hermite thứ »ø¿ và mang 
đính chẵn lẻ của n„. Như vậy mx phải là một số nguyên lẻ. Trạng thái cơ bản là 
trạng thái với mị — mạ = ÔÚ và ñ0¿ = 1, với năng lượng tương ứng 


'= (0x 4 62) /2 + 3Búa/2 — BHẺ, 


2010 
Một hạt có khôi lượng r¡ chuyển động trong thế năng logarit 
V(r) =C In ứ/ro) 
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Chứng tỏ rằng: 

(a) Tắt cả các trạng thái riêng có cùng vận tốc bình phương trung bình. 
Hãy tìm vận tốc bình phương trung bình đó. 

(b) Khoảng cách giữa hai mức bất kì không phụ thuộc vào khối lượng ¡. 

(CUS}) 

Lời giải: 

(a) Ta có 


(v2?) = (P2/mˆ) = ¬n (2) = = J dẦrj*P?U 


Tn 


và, với một trạng thái đừng, định luật virial đẫn đến 


(Ÿ)= xứ - VV). 


1 
D 
Như vậy 

(v2) = (P2/mổ) = = © 3T) = a- Ấy - VV) 


Trì 


Pi 


= sổ dŠr - ( + Clr/n) họ 
mm đr 


: C 
ø j d*rlj? =—, 
mm TH 


đúng với mọi trạng thái riêng. 


(b) Do 
95% /Ja#I\_ P?' _a 1 2i 
Ôm - ðm: 1 2rn2 | T2 lá 
tủ £CŠ 
_—— 2m” 


ðE„/Øm không phụ thuộc vào ø¡. Điều đó dẫn đến 


ô(E„ — Ea—a) 7 


Ồ¡m 2m 27m ` 
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nghĩa là, F;› — E„_¡ không phụ thuộc vào khôi lượng zr. 


2011 


Giả thiết ta biết trước các trạng thái riêng của một nguyên tử hydro bị cô 
lập trong không gian và được viết dưới dạng thông thường như sau 


tym(T: 0, 3) = Thu) Yim(9, 9) , 


Hạt nhân của nguyên tử hydro được định vị tại một khoảng ở cách thành một 
hồ thể vô hạn có xu hướng làm biển đạng nguyên rử hydro đó. 


(a) Hãy tìm dạng rường minh của hàm sóng trạng thái cơ bản của nguyên 
tử hydro này khí ở tiễn tới không. 

(b) Hãy tìm các trạng thái riêng khác của nguyên tử hydro này trong nửa 
không gian, tức là ở —› 0, dưới dạng lạ và W?m. - 

(Buffaio) 
Lời giải: 

(a) Ghọn hệ tọa độ với sốc tại tâm hạt nhân và trục z vuông góc với bể mặt 
thành hỗ thê như chỉ ra trên Hình 2.4. Khi đ — 0, các nghiệm của phương trình 
Schrödinger vẫn là ff„;Y¡„, trong nửa không gian z > 0 tức là, 0 < 9 < z/2, 
nhưng chúng phải thỏa mãn điều kiện  = 0 tại 0 = ~x/2 ở đây V = . Như 
vậy, chỉ các nghiệm thỏa mãn ¡ + ø = lẻ là được chập nhận. Do | ra | < ¡, hàm 
cầu phù hợp đầu tiên là 


Hình 2.4 


Do n > ! + 1, hàm sóng trạng thái cơ bản là Ra; Ylo. 
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(b) Tất cả các trạng thái riêng khác có các hàm sóng #„Y„ ở đây 
l+m — số lẻ, Đối với ¡ cho trước, ta có ?n = Í— 1,1—3,..., + 1 và 
như vậy có bậc suy biến là ¡. 


2012 
Tại thời điểm ¿ = 0 hàm sóng đỗi với nguyên tử hydro là 
1 : 
j(r.0) = va (Đúioo + Đao + V22 + V2 -1), 


ở đây các chỉ số dưới là giá trị của các số lượng tử n, 1, r¡. Bỏ qua các chuyển 
đời spin và bức xạ. 

(a) Giá trí kì vọng của năng lượng của hệ này là bao nhiêu? 

(b) Tính xác suất tìm thây hệ với ! = 1, rm = +1 như một hàm của thời 
gian là bao nhiêu? 

(c) Tính xác suất rìm thấy eleetron trong vùng 10~19 em quanh proton (tại 
thời điểm  = 0)? (Chấp nhận kết quả gân đúng). 

: (d) Hàm sóng này biên đổi theo thồi gian như thế nào, tức là xác định 

dạng của uí(r. 0)? 


(e) Giả thiết một phép đo được thực hiện chơ thấy 7 = 1 và E; = +1. Hãy 
mô tả hàm sóng ngay sau khi một phép đo như vậy dưới dạng hàm ¿„„„ được 
sử dụng ở trên. 

(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Sử dụng tính trực giao của các hàm sóng, giá trị kì vọng của năng 
lượng là 
: 1 : 
E = (|HỊ|0) = 1ö (20ioo + Đao + V2/2nì + V392i—t | 2i ao 
+ EzUzio + V2EzU2ni + V3E292i—) 


1 1 
= 10 (4En + lạ + 22 + 3E) = T0 (4n + 612) 


2x2 
=0,55E*\ = S05” mc? (š) 


2 he 
0,55 1 
=— ——x0,ð!x10x——=-7.47eV, 
D x0,gði x1 * Tim 7,47 
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vì đối với nguyên tử hydro #¡ =- —me1/2F2, E¿ = 3E) - 

(b) Do 
. 

“....... 


ii. 
exp (ï #) 
] ¿ 
=ẳna Vị sp (ï Ea!) : 


ở đây đã sử dụng hàm sóng tại ? = 0. Như vậy, xác suất cần phải tìm là 


ta có 


440) 


(u11 | È(#)) = ẩng ẹn 


P=|(w1I#(0) 9 = sâu, 


Vậy, nều n =2, P= 1/5; còn nêu không thì P = 0. 


(€) Đặt œ = 10! cm. Ta có 
œ 
Em, * +? dự dÖ 
Ũ 
n Á 2 2\„2 
= — (4| Fịo |“ + 6| Rại “)7ˆ dr, 
g 1Ô 


ở đây cũng đã sử dụng hàm sóng cho trước như trong câu (a). Đối với nguyên 
tử hydro 
—*+/2a 


| Ra Ê = + e 2/4 | Rạy Ê = Ko. 
a3 ' 24uŠ ì 


với a = 5,29 x 10-9 em. Do r < œ < a, nên ta có thể lây gân đúng 


c_?r/8 ~. 1— Bi c⁄2a _.. ki R 
ũ 2u 


Do đỏ, ta có 


P =1 . 5 Ệ =S) r?ảy + ` ' n (to)? 
[ k 

=|s (2) -?(}| 5+ |m (G} - zs GÌ | 
8 


3 
: (°) ~ 3,6 x 1078. 
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(đ) Hàm sóng tại thời điểm ¿ là 


'{r. ) =exp |. „ứư, 0) 


1, 
“V18 J2e "2 tuiag + e—?“®Hbzïa 


+V2e #?!Đan + V3e 920 —], 


ỏ đây ăi = Ei/h, ứœ¿ = E¿/h. 
(e) Do r > Ƒ + 1, với Ƒ = 1 ta có ø = 2. Hệ quả là vectơ trạng thái cần 
phải cô dạng 
|) =Œ. |211) ! Œ;1210) +C- |21—1). 


Sử dụng ;¿ = (Ly + E_)/2, vôi L_Yfm = V((—zna + 1)( 1 mm) Yưm—t, 


Ta Yưm = V/V + mì 1 1)(— m)Ý„;„¡. ta có thể viết 7;|) = |) thành 


s {V5G |211) + V3(Œ, +€_)|210) + v2Ca|21 — 1)} 
=:Œy\ 1210 +Gal20013:6:1351© Ủy: 


và thu được 


Như vậy 


Co (V2|211) + 2|210) + 2121 - 1)). 


2| ở 


Chuẩn hóa 
đỗ 
Q Hộ. Ân !14+2)=1 
SUy ra n = : Như vậy 


1 


| = (1219 + V21210) + |217— 1)). 


ti 


2013 


Năng lượng trạng thái cơ bản và bản kính Bohr của nguyên tử hydro là 
kọụ - —£2/2úa. dạ = B2/me2, ð đây mm là khỗi lượng rút gọn của hệ. 


30- BT...CHLƯỢNGTỪ 
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[mạ = 9.11 x 107” g,rmạp = 1.67 x 107?! g, e = 4,80 x 10!9 es.u,, h = 
1,05 x 107“ erg s.] 


(a) Tính năng lượng trạng thái cơ bản và bán kính Bohr của nguyên tử 
positroni (đó là nguyên tử gồm 1 electron quay quanh một positron - ND). 

(b) Bậc suy biên của trạng thái cơ bản của nguyên tử positroni gây bởi spin 
của electron băng bao nhiêu? Việt các hàm sóng spin khả dĩ có các giả trị spin 
toàn phân xác định cùng với các trị riêng tương ứng. 

(c) Trạng thái cơ bản của nguyên tử positroni có thể suy giảm bởi sự phân 
hủy của nó thành các photon. Hãy tính năng lượng và mồmen xung lượng giải 
phóng trong quá trình đó và chứng minh răng phải tôn tại ít nhât hai photon 
ở trạng thái cuồi cùng. 

(Buffalo) 
Lời giải: 
(a) Khối lượng rút gọn r› của nguyên tử positroni được tính bởi _ = 
m † mẹ: tỨc là, ra = m„/2. Sử dụng giá trị này, ta tính được 
2 y2 2x2 6 
—c TC e —0, 51 x 10 
EBạ= ¬h  c =——-=-Ô0.8CœV, 
2aq 2 hc 4 x 1372 
øa = 1,05 x 10T cm. 


(b) Bậc suy biên của trạng thái cơ bản của nguyên tử positroni bằng 4. Kí 
hiệu positron là 1 và electron là 2, và đặt các trạng thái riêng theo phương z 
của một đơn hạt là œ và 2, lần lượt tương ứng với các trị riêng h/2 và —h/2. 
Vậy thì các trạng thái riêng cơ bản với spin tổng cộng xác định 8 = sị + s;¿ và 
thành phần theo phương z của spin tổng cộng %, = sị; + s¿„ là 


§ÙJ¿@3), S=R, ,=h, 
1 : 3(1Sơ rộ Đo 
Bo) lz(1)2(2)+Ø(1)œ(2)|  S=h, 8, =0. 


36)80), ð = l0 =z<R. 
1 
vỗ lx(1)2) -2G)6(2) S=0, 5¿=0. 
(c) Năng lượng giải phóng trong quá trình hủy chủ yêu bắt nguồn từ các 


khối lượng nghỉ của electron và positron, AE = 2m¿c? = 1,02 MeV Mômen 
xung lượng được giải phóng phụ thuộc vào trạng thái của nguyên tử positroni 
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trước khi bị hủy. Ở trạng thái ed bản 9 = 0, không có mômen xung lượng 
được giải phóng. Ở trạng thái $ = h, mômen xung lượng được giải phóng 
là AJ = V1(Ï+ 1)h = 2h. Sẽ phải có ít nhất hai photon ở trạng thái hủy, 
bởi vì nêu chỉ có một photon được tạo ra trong quá trình hủy một nguyên tử 
positroni thì cả năng lượng và xung lượng của hệ đều không được bảo toàn. 
Điều này có thể được chỉ ra qua một lập luận đơn giản. Nếu một photon có 
năng lượng £ thì cùng một lúc nó phải có một xung lượng E/‹. Như vậy, xung 
lượng của photon không thể bằng không trong bắt kì một hệ quy chiêu nào. 
Nhưng trong hệ quy chiếu nguyên tử positroni đứng yên thì xung lượng bằng 
không trong suốt quá trình hủy Như vậy ta đi đến kết luận rằng có ít nhất 
hai phoron ở trạng thái cuỗi cùng của quá trình hủy để xung lượng của chúng 
triệt tiều nhau trong hệ quy chiêu nguyên tử positroni. 


2014 
Xét electron chuyển động trong một thẻ đối xứng cầu V = kr, ở đây k > 0. 


(a) Sử dụng nguyên lý bất định để đánh giá năng lượng trạng thái cơ bản. 


(b) Sử dụng quy tắc lượng tử hóa Bohr-Sommerfeld để tính năng lượng 
trạng thái cơ bản. 


(c) Cũng đánh giá năng lượng trạng thái cơ bản bằng cách sử dụng nguyên 
lý biến phân và một hàm sóng thử do anh (chị) tự chọn. 

(4) Giải chính xác trị riêng năng lượng và hàm riêng cho trạng thái cơ bản. 

(Gợi ý: Sử dụng biến đối Fourier.) 

(e) Viết biểu thức thể năng hiệu dụng cho các trạng thái có mômen xung 
lượng khác không. 

(Berkeley) 

Lời giải: 

(a) Nguyên lý bất định phát biểu rằng 

b 
ApÁr >5, 


ỏ đây 
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Azr= (r2 —?)U2, 


Thế năng có tính đôi xứng cầu, do vậy ta có thể cho ð = 0, tức là Ap ~ 
Nà Với nắng lượng được đánh giả là 


b2 
E= =— + KỸ, 
ta cũng cho 
Âr~ĩT 
Như vậy 
Ex~ ¬ +khÁr> (Ấp K: kh 


Đỗi với năng lượng trạng thái cơ bản P, ta có 


ðE Ấp kh 0 
ðAp mà 2(Ap? ` 
SUY Ta 
mkR\ 13 
A= (SE) 
và 


22x 1⁄8 
T5 2 cách Dân 
2 Âm 


(b) Quy tắc lượng tử hóa Bohr-Sommerfeld là 


‡ Dạ dự = nyh, ‡ Đy dộ = nạh. 


Chọn các tọa độ cực sao cho hạt chuyển động trong mặt phẳng Ø = +/2. 


Trạng thái được đặc trưng bởi ø; = 0. nạ = 1, và quỹ đạo có đạng đường tròn 
bản kính a. Tích phân thứ hai dẫn đên 


Tạ = là = ma? = h. 
Lực hướng tâm là 


IV : 


=— = —k = —rmu?a, 
đừ 
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Kết hợp lại ta có ø = (ð?/;nk)!⁄3, và như vậy 


Ị 3 : 
họ = P/2ma° + ka = 5 (k2h2/w)1⁄23 l 


(e) Khái niệm về trạng thái cơ bản không phụ thuộc vào Ø và ó. Sử dụng 
hàm sóng thử ÿ = exp(—Ar) và đánh giá 


g- 01?) 
(|Ú) ` 
ở đây 
: b2 
Ñ=—,—V" tk 
2m 
Do 
' xi 1 ởd d 
ị H h ¬ -Àr t0 2 -Ar 2q 
X0 || 9P 2m Ủq m--- ( dĩ : 
+ ị r`c~ 2À" Q 
lộ 
h2 29 Đ kä 
=——`À ——À ~2Xr r? 
2m / Ế ) : BENNT (2A)! 
__#` „3 
— NA - ÑÀI 
so 2 È 
2Àr = ¿3 
tụ H)iƒ € r2 d) 2A) 2A5. 
t4 CÓ : 
ñ — B*`\ˆ 3k 
— 2m b 2A" 


Đôi với một chuyển động ổn định, # là cực tiểu. Khi đó đặt 


0H 
HnG, 
ta am được 
A ( _ 
2h? l 
và do đó 


_ 9k TC là 
T2 
4À 2 \4 mì 
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(d) Phương trình Schrödinger cho chuyển động xuyên tâm có thể được 
viêt thành 
h2 dd” 
2m dr2 „ 
ở đây x — rR. R là hàm sóng xuyên tâm. Ở trạng thái cơ bản, hàm sóng góc 
là hằng số. Bằng phép biến đổi 


` 2rnk l8 ¬ 
VN k2 


phương trình Schrödinger trỏ thành phương trình Airy 


t(kr — E)x= 0, 


42 x(w) 
TEEN Ux(0) =0, 
có nghiệm là 4¿(—z) và A¡(+), ở đây z = —|w|, với Ụ < Ö và y > 0 tương ứng. 


Các điều kiện biên R(r) và R(r) liên tục tại r = ". tức là  = 0, được thỏa 
mãn một cách đương nhiên do A/(z) = 4i(—>), A/(+z) = Af(—+) với +z — 0. 
Điều kiện để R(r) hữu hạn tại r — 0 đòi hỏi A¿(—z+) = zR(+) —+ 0 khí z — 0. 
Giá trị không đầu tiên của 4(—z+) xảy ra tại r = ro = 2,35. Như vậy, năng 


lượng trạng thái cơ bản là 
1 
h2 Nã 
họ = | —— ; 
: ( 2mmk ) si 


và hàm riêng trạng thái cơ bản là 


1 
lận T 2mk\N 5 ( Pọ 
R(r) = _Ai(—+) với x= ( P ) ( P ) : 


(e) Thế hiệu dụng đối với trường hợp mômen xung lương khác không là 


Vệ = kr + h21(1 + 1)/2mrˆ. 


2015 


Tương tác tủa các hạt quark nặng thường được tính gần đúng bằng một 
thê năng phi tương đôi tính không phụ thuộc spin, là một hàm tuyến tính của 
bán kính r, ở đây r là khoảng cách giữa các hạt quark V(z) = A + Br. Như 
vậy, các "charmoni" nổi tiếng ý và ¿', với các năng lượng nghỉ 3,1 GeV và 
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3,7 GeV (1 GeV= !09 eV), được xem như là các trạng thái liên kết với ø = 0 
và r› = 1 có mômen quỹ đạo bằng không của một hạt quark duyên khối lượng 
mụ„ = 1,5 GeV/¿2 (tức là E = 1,5 GeV) và một phản quark có cùng khối lượng 
trong thế tuyến tính nói trên. Tương tự như thê, các hạt upsilon được tìm 
thây gần đây T và Y", được xem như là các trạng thái liên kết với  = 0 và 
» = 1 có mômen quỹ đạo bằng không của một hạt quark đáy (bottom quark) 
và cặp phản quark ở cùng một thể năng. Khối lượng nghỉ của quark đáy là 
mụ = 4,5 GeV/c?. Năng lượng nghỉ của T là 9,5 GeV 

(a) Sử dụng phép phân tích thử nguyên, hãy suy ra một hệ thức giữa sự 
tách mức năng lượng của + và và sự tách mức của T và TY”, từ đó đánh giá 
năng lượng nghỉ của T”. (Biểu điễn tật cả các năng lượng theo đơn vị GeV). 

(b) Gọi hạt charmoní với ø = 2 có mômen quỹ đạo bằng không là j”. Sử 
dụng gần đúng WKB để đánh giá sự tách năng lượng của li và ý“ dưới dạng 


tách năng Jong của ø và ', từ đó đưa ra đánh giá bằng số của năng lượng 
nghỉ của ở”. 


(Princeton) 
Lời giải: 
Trong hệ khôi tâm của một hạt quark và phản quark của nó, phương trình 
chuyển động tương đối là 


2 
| 2 V†+ VD] 9) Em), ¡= mạ/2 


ở đây Fạ là năng lượng chuyển động tương đôi, ;m; là khối lượng của hạt 
quark. Khi mômen quỹ đạo góc bằng không, phương trình trên trong tọa độ 
cầu có thể được viết đơn giản lại thành 


J + 
|-> 2 = (“ +) + Vú) R(r) = En Rự). 


Đặt #(z) = xo(r)/r. Khi đó xo (r) thỏa mãn phương trình 


4 ; 
“+ qz lEn — V{r)|xe =0, 


nghĩa là, 


đxo 
NH + ng (En — Á~ Br) vọ =0. 


` 
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(a) Giả thiệt năng lượng của một trạng thái liên kết phụ thuộc vào số lượng 


` Ậ 
tử chính + (là một đại lượng không có thứ nguyên), hằng số Ö trong V{ ) 
khôi lượng rút gọn của hạt quark ¿, và b, nghĩa là 


‡= ƒ(n)B" tờ h*. 


Do, 
IE]= [AT] L2 trị: ? 
IBỊ =|MI|EifTI 7. lu|= AI 
lh] = |ÄAf|tUj?[T|-}. 
1a có 
Mk — Z— : U— ke 
: W 3 
và như vậy 


E = ƒ(m) (BR)2/ (u13, 
ở đây ƒ (n) là một hàm của số lượng tử chính ø. Như vậy 


¬ ... (Bh)2 (Bh)?5 
A = Eụ — Ey = ƒ() 1/3 = 173 
He He 
(Bh)?3 
ST 1 i07 soử ()14 
ke 
Và tương tự 
: (Hh 2/3 
AEy = [7000 - (0) 
Đụ 
Do đó : 4 
AEy - đủà 1/3 ".- 1/3 
^#y tp kì : 
Đo 
Fr. 


— FEy «0.42 GeV, 


ky, = Ey +0,42 = 9.5 + 0,42 +0,9 GeV. 


(b) Áp dụng gần đúng WKB cho phương trình của xọ ta thu được quy tầu 
lượng tử hóa Bohr-Sommerfeld 


Đ Egn—A 
2 j V2u(En —A-—-8'ìdr=(n13/4)h với a= ¬ 
o 
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Viết Ea thay cho #g, ta có 


[3 (2+ ‡) øn/4?7 


E =úAÄ 
k k (2u)1⁄ 


Áp dụng cho sự tách năng lượng dẫn đến 


. 5 0A. 1n `... 
Tớ 2A(2002)10/0 (5) (5) | 


(Bh)?3 3339/2112] 
_——.. lC) ' (5) 


và như vậy 
Em mEự — (33)2/3 — (21)2⁄3 ` 
Đụ, — Eụ —'021025-(0 22” 
Do vậy 
Eụ» — Eự = 0.81 x (Ey— Eụ) = 0.81 x (3 7 - 3.1) 
GcV, 
và 


EWø = 3,7 U19 2 1,2 GeW, 


2016 
Hai hạt, mỗi hạt có khôi lượng Af, hút 35a 5ổi một chế 
V) - 2: exp (T0 


ở đây d = ñ/0š với mác? = 140 triệu eV (rức 140 MeV), A/:? = 940 MeV 


(a) Chỉ ra rằng với ¡ = 0 phương trình Schrödinger cho hệ này có thể rút 
gọn thành phương trình ví phân Bessel 


d2 7 1 đJ,(z) ° 
SH +T Ác : Ệ = 5) J;(z)=0 


bằng cách đổi biễn z = œ exp (— Jr) với sự lựa chọn thích hợp của œ và ở. 
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Ú/ 
, 2/ 
// 


ƒ// 
lỗ l // 
| ta (My 
trữ lấy 


j 


Hinh 2.5 


(b) Giả thiết rằng hệ này chỉ có một trạng thải liên kết với năng lượng 
bằng 2,2 MeV, hãy ước lượng bằng số đại lượng ¿°/c và nêu đơn vị của nó. 

[Chú ý: Một đồ thị các giá trị của J„(z) trong mặt phẳng + - ø đã cho trước 
ở phẩn đữ kiện (Hình 2.5)]. 

(e} Giả trị cực tiểu của g”// phải bằng bao nhiêu để tốn tại hai trạng thái 
liên kết với ¡ — Œ (đ và A7 vẫn được giữ không đổi)? 

(MIT) 

Lời giải: 


(a) Khi ¡ = 0, hàm sóng xuyên tâm #f(r) = y(r)/r thỏa mãn phương trình 


?v(r) , AM š : 
đú vự) +— G Ỷ E.” ) xỪ) =0, 


drầ h2 
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khôi lượng rút gọn là  = A7/2. Bằng cách đổi biến 
_ ciE== —Ỡr : 
r—z—=0œe ”", „„€|0, œ], 


và viết x(r) = J(+), ta có 


jJ(+) 1 dJ(3) 26 hàng 1 ME 1 


- —— (— =1 == =0. 
HP TT!  IP Ra \a SS.U TP A7 
Đặt 
2g 1 
=—~ vVMd 3= —-, 
s h ' 2d 
và 
._— 4J#M|E| 4d2MIF: 
“3N. 7z na 1x nn 


ta có thể rút gọn phương trình Schrödinger trên thành phương trình Bessel 


bậc ø 
2 ñ m 2 
dể J; (+) BS sẽ (5) J„(+} = Ö. 


d+2 w đx 
Như vậy, hàm sóng xuyên tâm (chưa chuẩn hóa) là 


J›(œe~#") 


T 


?)= 


(b) Đôi với các trạng thái liên kết ta cần khi z — œo, RŒ) —¬ 0, hay là J„ 
vẫn còn là hữu hạn. Điều này đòi hỏi ø > 0. R(r) cũng phải xác định tại r = 0, 
có nghĩa là x(0) = J;(+x) = 0. 


Phương trình này có một số vô hạn các nghiệm thực. Với E = 2,2 MeV, 


2d 2 2 
gEn /M'|E|=—a vVAí2|E|= p8 940 x 2,2 ~ 0,65. 
L me 


Hình 2.5 điễn tả đáng điệu của các hàm J„(z) cho các giá trị khác nhau 
(được chỉ ra phía trên và bên phải của đỗ thị) của hàm này trong mặt phẳng 
œ — ø. Khoảng điểm thấp nhất của J„(z) với ø = 0,65 là 3,3, giá trị tiếp theo 
là 6,6. Như vậy với œ ~ 3,3, hệ có một trạng thái liên kết / = 0 mà tương ứng 
với nỏ 

g?/hc = ho?/4Mcd = mc2a?/4Mc? = 0,41, 


là một hằng số không có thứ nguyên. 
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(€) Với œ + 6,6, hệ có thêm một trạng thái liên kết ¡ = 0 nữa. Như vậy, giá 
trị cực tiểu của œ cho hai trạng thái liên kết ¡ = 0 là 6,6, tương ứng với 


(g2/hc)mia = nh2o2in/4ÄIc? ~ 1,62. 


2017 


Hãy chứng minh rằng bât kì một trạng thái riêng liên kết nào của một đơn 
hạt, hệ thức dưới đây đều được thoả mãn trong cơ học lượng tử phi tương đôi 
tính đôi với một trường thẻ xuyên tâm V(z), 


2/05 dV(r) ".- lu 
|¿(0)] “tệ ( dh ) 2z Ẳœ 


ở đây „(0) là hàm sóng tại gốc, ;¡ là khối lượng của hạt, và 72 là bình phương 
của toán tử mômen xung lượng quỹ đạo (đặt ñ = 1). Hãy đưa ra một cách giải 
thích cổ điển về phương trình này đôi với trường hợp mômen xung lượng z4 0. 

(Columbia) 


Lồi giải: 


(a) Trong trường lực xuyên tâm, phương trình Schrödinger có đạng 


1 LẺ / ở sã 1 
Bậc “rẻ : yˆ s } =c. 1 Vưậyu = Fụ, 
2m. là th ( n ) “| b .; 
Đâi 
về ý Ỷ¬n 1. : 
tiến cỐ: vAÌi S2 HÊI KỲ Y6, g2). = 1(H VY mm [Pv 92J: 
ở đây ¿ur) = + Rf>), đôi với chuyển động vuyện tâm, ta có 


=8 : =0, (r >0). 


ñ + {em [E—~ V(}]]— 


Nhân bai về của phương trình trên với ¿“{z) ;à lẫy tích phân từ + = 0 đến 
- - ®%, ta được 


Ỷ + (r) t”(r) dị + j tem [ký — V(n)]— sẽ : _ } G u 6) đr =0. 


„ 
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iết u(oo) = Ù, u(oe) = u(0) = 0. 


Đôi với các trạng thái riêng ta có thể giả thiết u' ( 
Với ứ'(0) = |R(z) + rR/()]z-o = R(0), tích phân từng phần dẫn đến 
để Sài 1 3s d#ŒV(r 1 
—= R?(0)+ 5 lờm ý Rˆ tụ) rhr — j E20) Rˆ?r mị =0. 
T „3 


2 
Như vậy 
a hộ „xổ 
Le(0) 9 =2 — RP(0) 
JỰ 
ác Ji Y2 (0, ø)| vị ) |nu 3 W> (6, 2)|r?drd0 
3x đ„ 
: ếP 2 
5. LR(¡) Y1 (. AT 3 LRữŒ) Yim (0, y2)|r“drdÐ, 
hoặc 
"`... dV()' L //2\ 
Jý00)ˆ= 27m ( đự }r 2z \ rẻ T8) 


(b) Đi với ¡ # 0, |¿(0) ? = 0, và như vậy 
KIMGỒN, 1/77 
\ đr sự r3 ¿` 


Biểu thức cổ điển tương lẽ của nỏ là 


là) 


Ẫ 1T 
dị nế làm trỊ rả : 


h 


?*“Ứ) là lực hướng tâm, và 


1 f2 Jrxv” 1 
—————— = !! - iLSÏIn⁄r. vị? ` 
Là Piê 


=.-.. 
T 


= túy, 

ö đây o„ là vận tốc tiếp tuyên theo mặt cầu của r, bằng khối lượng nhân với 
2 

°L, Như vậy, phương trình này biểu thị định luật thứ 


gia tốc hướng tâm ¿„ 
hai của Newton. 


2018 
Một hạt spin bằng không có khối lượng + được đưa vào một hỗ thê hút 


đỗi xứng câu ba chiêu bán kính ro. 
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(a) Xác định độ sâu tối thiểu cần thiết của hỗ thế để có hai trạng thái liên 
kết với mômen xung lượng bằng không góc bằng không? 

(b) Với một thê năng có độ sâu như vậy, các trị riêng của Hamiltonian với 
mômen xung lượng bằng không sẽ bằng bao nhiêu? (Nếu cần bạn có thể giải 
thích một phân câu hỏi qua việc giải một phương trình siêu việt.) 

(c) Nếu hạt ở trạng thái cơ bản, hãy vẽ hàm sóng và phân bỗ xác suất 
tương ứng theo tọa độ. Giải thích cặn kế ý nghĩa vật lý của phân bô xác suật 
đó. 

(d) Dự đoán kết quả của một phép đo đơn lẻ về động năng của hạt thông 
qua hàm sóng này. Bạn có thể diễn giải dự đoán của mình qua các tích phân 
xác định một chiều. 

(e) Trên cơ sở nguyên lý bất định, hãy chỉ ra một mối liên hệ định tính 
giữa câu (c) và câu (đ). 


(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Thế hút có thể được biểu diễn bởi V = —Wạ, ở đây VẠ là một hằng số 


dương. Đối với các trạng thái liên kết 0 > E£ > —ạ. Như vậy với ¡ = 0 hàm 
sóng xuyên tâm #(r) = x(z)/r thỏa mãn các phương trình 


h2 đ?x 

“——.-VWx=E < 
5m2 V0x=Èx (0<r<no) 
h2 dˆx 

C HAI nảẾ DO ¬... 
2m dr? b VhgSỆP Si 


với x(0) = 0 và x(s) hữu hạn. Để phù hợp với các điều kiện này hàm sóng có 
thể được chọn như sau 
xí) = sin œr, <r<zọ. 


xứ) = Pexp(_-zr), 7o << %, 


ở đây œ = 1 V2m(E + Wạ), 3= ? vV—2mE.. 
Từ điều kiện biên tại z = ro, x và x/ phải liên tục, ta nhận được 
—ư Cotf ứœro = ở. Định nghĩa £ = œro, r = đro, ta CÓ 


£? + = 2mVbrd/RÈ, 
—€ COL £ = ?, 


Mỗi một cặp số đương £, ;¡ thỏa mãn các phương trình này cho một trạng 
thái liên kết. Ví dụ, trong Hình 2.6, đường cong 1 biểu thị +; = —£ cot £ và 
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đường cong 2 biểu thị £? + ¡2 = 22, Như chỉ ra trên hình vẽ, với một giá trị 
cho trước của Vậ, để có hai giao điểm trong cung phân tư này ta cần 


2nWbrộ _ 3m 2 
h2 TE VÀ 


9z2h2 


HH 
816 


hay 
Vụ > 


đỏ là độ sâu tối thiểu cần thiết để có hai trạng thái liên kết với mômen xung 
lượng bằng không. 


Hinh 2.6 


(b) Với một thế năng có độ sâu thỏa mãn điều kiện như trên, một giao điểm 
xuất hiện tại z; = 0, tương ứng với nó Ø = v/~2»E = 0, tức là  = 0. Một 
giao điểm khác xuất hiện tại £? + „? = (#)?, nghĩa là, £ = 3# /1— (224), 


3T 
và --£ cot £ = ¡j, tức là, 
L /3m 28reX? 3z 2đro\?| _, 
_ (S) -() ShẾI |2 =.- mi 


Giải phương trình tìm ¿, ta thu được trị riêng thứ hai của Hamiltonian, 


3 hˆ 
2m ` 


£=_— 


(c) Đặt hàm sóng chuẩn hóa ở trạng thái cø bản là 


xứ) = Asin ơ, 0<r<ơn, 
xí) = A sin ơro eXp|[Ø(7o — r)], r >ra, 
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ta CÓ 
œ : : 0G 
trị Rˆr? dr = 4m / u” dư 
l) 0 
rọ 
= 4m A? j sin2 ơz dr + 4z A2 sin2 œre28ro 
0 
° Ũ 
x J Ă& 2P đr = 1, 
rà 
hay 
1 : : 1.2 
kESE Dì = 5a (ctro — SIH œ7o COS (ro) 1 2. SID“ œr%9o, 


Hàm sóng và phân bô xác suất được biểu điễn tướng ứng trên Hình 2.7(a) 
và 2.7(b). 

Ta có thể thây rằng xác suất để tìm thấy hạt là rất lớn với r < zọ và nó suy 
giảm theo hàm e mũ với z > zọ, ta có thể xem như hạt bị giữ trong hồ thê 
vuông góc. 

(d) Động năng của hạt, #+ = p?/2:n, là một hăm phụ thuộc hoàn toàn 
vào xung lương ; như vậy xác suât tìm thây một giá trị động năng nhât định 
bởi một phép đo đơn lẻ sẽ bằng xác suất tìm thấy xung lượng tương ứng ?, 
I#(p) Ê. Ö đây, 0(p) là ảnh Fourier của hàm sóng tọa độ ỏ trạng thái cơ bản, 


x®u 


Œ) (b) 


Hình 2.7 


I#e@) |? = |#(p) |Ê = 


xữ) -ip:r/h F 
| øzspn lun ng 


1 h 7 3x n , 
”~ Ỉ XỮ)) ¿tr cex0/h sịn 0d0d2x? dị 
1n(2mh)° | Jụ 0 J0 tý 


h2 
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— 1 | ƒ® xứ) sin() ; 
K2 ãc nếu 


Ä 


Tích phân cỏ thể bị ảnh hưởng khi biểu thức của x(z) trong câu (c) được 
thế vào biểu thức dưới dấu tích phân. Động năng trung bình + là 


s.=(|Ẻ 


Ị2m 


TT... 


no 1 
= hị +Ù§ ị A2 sin œr - s8 Amr2 đr 
D lã 


= E\ + 2xWạA2 (s is c) 
P4?) 


(e) Từ trên ta thây rằng hàm sóng theo các tọa độ không gian trong câu 
(c) cho ra phân bô xác suất không gian, trong khi hàm sóng trong không gian 
xung lượng trong câu (đ) cho phân bỗ xác suất theo xung lượng. Tích của các 
độ bát định của một phép đo đồng thời vị trí và xung lượng phải thỏa mãn 
nguyên lý bất định 
ApAr > h/2. 


Diễu này nói lên rằng, hai đại lượng này bổ sung cho nhau. 


2019 
(a) Cho thế năng một chiều (Hình 2.8) 
V=_-—b, |z|<“u, 
V=0, |x| >4, 


hãy chỉ ra rằng luôn có ít nhất một trạng thái liên kết cho các thế hút Wọ > 0. 
(Bạn có thể giải điều kiện trị riêng bằng phương pháp đề thị.) 

(b) So sánh phương trình Schrödinger cho trường hợp một chiều ở trên và 
cho phần xuyên tâm ứ/(r) của hàm sóng ba chiều khi 1 = 0, 


0(r) =r~`U() Yuu(9), 
ở đây ¿(r) là nghiệm của phương trình Schrödinger cho thê năng 


V =~Ù, r<ú, 
Wƒ=0, r>áúa. 


11- BT..CH: .ƯỢNGTỮ 
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Tại sao không phải lúc nào cũng có trạng thái liên kết với Vạ > 0 trong 
trường hợp ba chiều? 
(MIT) 


Vtx) 


Hình 2.8 
Lời giải: 
(a) Đôi với trạng thái liên kết của một hạt,  < 0. Với |+| > ø, V =0 và 
phương trình Schrödinger 


dụ 2mE 
d+2 2 


Aet*, ¿+ >d, 
(+) = 


, 
Bc**®(  >„<—u, 


3rnE 
k= \/ Khu 


Với | xz| < a, và phương trình Schrödinger 


=0 


có các nghiệm 


ỏ đây 


dụ 2m 
E71) 100/0202 1164 
có các nghiệm 
(z) ~ coskz, (hàm chẵn) 
{z) ~ sinkz. (hàm lẻ) 


k 2m(Vọạ + E) 
T— 


với F; > —Vạ. Ở đây ta chỉ cần xét các trạng thái có tính chẵn bao gồm cả 
trạng thải cơ bản. 


ở đây 
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Tính liên tục của hàm sóng và đạo hàm của nó tại + = +¿ đòi hỏi 
k tan ku = k*, Đặt ku = £, khu = :j. Do đó, các phương trình dưới đây xác 
định các mức năng lượng của các trạng thái liên kết 


£ tan £ = IJ. 
£? +? = 2mVpa®/B, 


Các phương trình này nói chung phải được giải bằng phương pháp đỗ thị. 
Trong Hình 2.9(a), đường 1 là đổ thị của ;¡ = £ tan £, và đường 2 là đề thị 
của £? + rJ = 1. Đường đứt đoạn 3 là đường tiệm cận của đường thứ nhất với 
£ = n/2. Do đường 1 đi qua gốc tọa độ nên sẽ có ít nhất là một nghiệm bắt kể 
Vạu2 nhỏ như thế nào. Như vậy, sẽ luôn có ít nhất một trạng thái liên kết chc 
hỗ thế vuông đỗi xứng một chiều. 


E 


(a) 
Hình 2.9 
(b) Với r > ¿, phương trình Schrödinger xuyên tâm 


?U 2mE „, 
TA, + TRỢ =9. 


có nghiệm //(r) = A exp(—'z), ỏ đây 


Với r < a, phương trình là 


djÖU 2m 
~——-+i—(Èj+F)ÙU =0 
ha + h2 ( ọ + ) 
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và nghiệm thỏa mãn điều kiện liên kết (+) 50 là U(z) = B sin sr, ở đây 


VN” 


Tính liên tục của hàm sóng và đạo hàm của nó tại r = œ đòi hoi “ cot &a = 
—Kf. Đặt ca = £, k'a = ìj ta được 


2r=( DU +#*) 


€cot£ =— 
£? +? = 2mVạd2/h?. 


Đây một lần nữa lại được giải bằng phương pháp đồ thị. Trên Hình 2.9(b) 
đường 1 biểu thị £ cot € — —¡;, và đường đứt đoạn 2 là tiệm cận £ = z. Có thể 
thấy rằng chỉ khi 


2 
£@?®+„ˆ= 2mVpa2/R? > (;) : 
hay 
Vạu? > T2R°/8mn., 


thì các phương trình mới có nghiệm. Như vậy, khác với trường hợp một chiều, 
chỉ khi Woz? > m?h2/8m thì mới có trạng thái liên kết. 


2020 


(a) Xét một hạt có khôi lượng m chuyển động trong một hồ thê vuông góc 
ba chiều V( (|z |). Hãy chỉ ra rằng với một hỗ có bán kính ? cô định, trạng thái 
liên kết chỉ tồn tại nêu hỗ có một độ sâu cực tiểu nào đó. Hãy tính giá trị độ 
sâu tối thiểu đó. 


(Œh) Bài toán tương tự trong không gian một chiều dẫn đến một câu trả lời 
khác. Câu trả lồi đó là như thể nào? 


(c) Bạn có thể chỉ ra rằng bản chất chung của các câu trả lời (a) và (b) ở 
trên vẫn được giữ nguyên cho một hỗ thể có hình dạng bát kì hay không? Ví 
dụ, trong trường hợp một chiều trong câu (b) 


V(z)= ÀƒƑl+)<0., a<x+<b, 
V{(+)= 9, +.<“a hoặc + >b, 
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xét các giá trị À khác nhau trong khi giữ nguyên hàm ƒ(+) không đổi. 
(GCUSPEA) 
Lời giải: 
(a) Giả thiết rằng có một trạng rhái liên kết ÿ(r) và nó là trạng thái cơ bản 
( = 0), sao cho j(r) = j(z). Phương trình rìm hàm riêng, trị riêng là 
hˆ 1d (›¿d 
ƒ†=Ằ TS — _^ˆ. ——.* „t Vfr): Ì h : 
2m, r2 dự (: đr w)) + Vự)#U(r) = Eụ() 
ỏ dây E < 0, và 
Vứự}=0, r>, 
Vự)=—W, 0<r<R, 


với Vạ > 0, như chỉ ra trên Hình 2.10. Nghiệm của phương trình trên là 


Vfirì 


Hình 2.10 


2m(E + Vị 
Asin(kr)j/ r<R, k= VN 
, —2I E 
Ben r»>R, k=tj TT 


ö đây A và B là các hằng sô chuẩn hóa. Tính liên tục của và #' tại z = Ñ, 
hoặc tương đương 


0(r) = 


IIn(rø(r))—n- = lInữr”())lý—g : 
dẫn đến 
kcot(kR) = —k', 
trong khi các định nghĩa của &, k” yêu cầu 


2mVW§ 


2 3g. 
+ c 
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Các phương trình này có thể được giải bằng phương pháp dỗ thị như trong 
Bài tập 2018. Tương tự, ta có thể chỉ ra rằng để có ít nhật một trạng thải liên 
<ết ta cần Ỷ 

2 2 
mVạR * (§) 
h Ê 
:ức là, 
2p3 
7h 
Vạ >—ễ.. 
0 “ qrnR? 

(b) Nếu thê năng là một thế chữ nhật một chiều, thì bắt kể hỗ sâu bao 
nhiêu vẫn luôn tồn tại một trạng thái liên kết. Trạng thái cơ bản luôn đối xứng 
qua gốc và là tâm hỗ. Phương trình riêng là 


ở đây, như được chỉ ra trên Hình 2.11, 


V(z)=—W, (Wo>0), |+|< R/2, 
V(+)=0. |+z|> R/2. 


VIxì 


Hình 2.11 


Đối với các trạng thái liên kết, ta cần 0 >  > —Vạ. Do V(z) = V{(—z), 
phương trình có nghiệm là 


Acos(kz) |z|< T: 


(+) = 
, R 
B —È 'Iz| si ng 
e „_ |Jz|l> 5 
ỏ đây k, là có cùng định nghĩa như trong câu (a). Tính liên tục của ở và ¿' tại 
1= $ dân đên 
tan(kR/2) = k'/k. 
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hay 
3 Jiên 4 Ví 
secˆ(kÑ/2) = KT 
- * tụ 
tức là, 
JE Vn 
cos (kJt/2) — tự _ ` 
“u 


Do lọ > —#' > 0, nên phương trình trên luôn có nghiệm, tức là luôn tôn tại 
một trạng thái liên kết đỗi với bất kì giá trị nào của tụ. 

(c) Đỗi với một hỗ thê một chiều có hình đạng bất kì, ta luôn có thể định 
nghĩa một hồ thế chữ nhật V{(+) sao cho 


WẠ(z+)— —M. |+|< R/2, 
V,(x)=0. |z|> 1⁄4. 


và ta luôn có - kỹ > W(zr) (xem Hình 2.12). Từ (b) ta thây rằng luôn tốn tại 


TẾ ÝYT rạn n= PnỶ: vs. .v k "xan: % 
một hàm | ¿o(+)} là một trạng thái liên kết của Y<(+), đôi với nó 
3 ` 
C 2— +W(z) dụ) <0. 
Ẳ 2Im 


VIx) 


Do 


ta CÓ 
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TÀ ` Z ~ * ^ À ;› ˆ 7+ 13A Á. Za ^ H 
Điều này có nghĩa rằng luôn tổn tại một trạng thái liên kết đôi với một hồ 
thê một chiều có hình đáng bắt kì. 
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Hãy tính hàm Green đổi với một electron phi tương đối tính trong thế năng 


V(+,.z) =o, <0, (w,zbấtkì) 
V(+,,z) =0, +.>0, (w zbâtkì) 


và đánh giá | G{r, r'. £) |2. Hãy mô tả sự biến đổi theo thời gian của hàm xác 
suất và giải thích nguyên nhân vật lý của sự biến đổi này. 

(Rerkeley) 
Lời giải: 

Thế năng trong bài toán này có thể được thay thê bằng một điều kiện biên 
Gứ, +', £) — 0 và z = 0. Bài toán điều kiện biên này có thể được giải bằng 
phương pháp ảnh. Giả thiết r” là ảnh của electron tại r quanh giá trị z = 0. 
Khi đó 

(¿hờ - H)G(r, r' Ð) = ð() lê - r) — ð(r —r°)|. q) 


Hàm Green bằng không với + < 0 và với + > 0 thì nó bằng phần ứng với 
+ > 0 của nghiệm của phương trình (1). Đặt 


1 Ề lóc _ 

Gự, t', t) c3 li Á d3È kc + lượng 6) 2 tr œ) dụ!. (2) 
m) —oo 
ta có ¿hñö;G = hưu và H = , ta CỔ 
Ổ(k. t2) = l8 (2t —ac Âm @) 
vs Ty 2x2 h 
= 
Thế ngược lại (3) vào (2), ta được 
Gứ, r, ) d}k c?k- r—tuUt cc Xin sau (283 Hlcs-BSibEl TT (4) 
Bu¿ — mg ' 


2m 


Trước hết ta lấy tích phân theo u. Đường F được chọn để thỏa mãn điều 
kiện nhân quả. Tính nhân quả yêu cầu rằng ¿ < 0,Gứ, r', ¿) = 0. Trước hết 
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đặt cực điểm của ‹.: xế dịch đi một chút, tức là một lượng _+z, ở đây z là một 
số dương nhỏ. Cuỗi cùng cho £ — 0, ta được 


G(r. rỶ. f) lim Í l‹w La (g7  ụ, MẾ ®“VUêg 
No na hị27)3 E ` 2m ^ 


1 [ rè 13⁄2 tmí(r =t)? trI{T — rủ? 
ch li {eo | 3N |-e| 2hi "ấn 


Như vây khi cả + và / lớn hơn không, hàm Green được tính bởi (5); còn 
khỏng thi nỏ bằng không. Khi + > 0 và ? > 0, 


2š ] r mì 13 
ŒGũ. r0) =.~ —— | 
JBxfS/NI h? .2nhil 


x k = 2 Re exp ( Sậi |” ~y'#®< Đr ‹ te =z” I)} : 


Nếu không có số hạng thê năng 1'(¿. ụ, z), thì hàm Green đổi với không 
gian tự đo, G{r. r”.?)|°, sẽ tỉ lê với +, ?. Nhưng do sự có mặt của bức tường 
phản xa, số hạng giao thoa xuất hiện. 


2022 
Một electron chuyển đông trên một bể mắt đẫn không xuyên qua được. Nó 
bị hút về bề mặt này bởi điện tích ảnh của bản thân nó sao cho về mặt cổ điển 
nỏ nảy lên xuông như trong Hình 2.13. 
(a) Hãy việt phương trình Schrödinger cho các trạng thải riêng năng lượng 
và các trị riêng năng lượng của electron. (Goi là khoảng cách trên bề mặt ) 
Bỏ qua các hiệu ứng quán tính của ảnh. 


⁄ 


Hinh 2.13 


(b) Sự phụ thuộc của các trạng thái riêng vào + và z như thê nào? 
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(c) Các điều kiện biên còn lại là gì? 

(đ) Hãy tìm trạng thái cơ bản và năng lượng của nó? 

[Gợi ý: Các đại lượng trên có liên hệ gắn gũi với các đại lượng tương tự 
trong nguyên tử hydro thông thưởng). 

(e) Viết tập hợp đây đủ của các trị riêng năng lượng liên tục và/hoặc rồi 
rạc? 

(Columbia) 

Lời giải: 

(a) Hình 2.14 chỉ ra electron và ảnh của nó. Tương ứng, năng lượng điện 
của hệ là Ví(r) = š }, „Vị = $ j«- Lư Bề. lân —£€?*/4u. Phương trình ' 
Schrödinger như vậy sẽ lả 


h c? . 
(-m_ W?.~— m) Q¿ (+. 0. z) = Eụ(, u,z). 
3m 1ự 
(b) Tách các biên bằng cách giả thiết rằng các nghiệm có dạng 
thỆT. , z) = thị (U) Ö(+, 2z) = tạ (0) @z (3) 6; (z) 


ta có thể việt các phương trình trên thành 


hè hằ J2 


kz " 
3m dự? Ú„ (U) — ân tên (W) = ven (0) q0) 
y 
e|x,y,Zz) 
† 
I 
x 
I 
| 
‹ 
e(x,-y,Z] 
Hinh 2.14 
h2 d2 ĐỀ ..„, 
Ha Sẻ 
h? d2 t? 


ó (z) = Ó;(+), 


—= = 
2mm d+z? 
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với 
Đệ. Uy _ 
2m 2m 
Chủ ý rằng do V{() = -$ chỉ phụ thuộc vào ự, nên ø; và p; là các hằng 
sỐ chuyển động. Như vậy 


@(+, z) = @x(+) 4z (Z2) ~ 23 10642 Áu › 


và 
¿(+%, ụ, hi = tờ () cl(Pr++pzz)/h 


(c) Điều kiện biên còn lại là #(+. , z) = 0 với y < 0. 


(đ) Bây giờ hãy xét một nguyên tử hydro có điện tích hạt nhận Z. Phương 
trình Sehrödinger theo hướng bán kính là 


R—=ER. 


+ 2mr2 


h1 d /(,dR$ Ze© l( +1)? 
"an 2œ Tj Ị h c XON(EĐE ° 


Bằng cách đặt R = x/z, phương trình trên trở thành 


hˆ Jd2x  Ze l H{! + 19%? 
2m dy2 T 2m2 


x=Èy. 


Đặc biệt khi ¡ = 0 ta có 


Rˆ ˆv - 
2m. dị? „ 


x=Ey, @) 


phương trình này đồng nhất với (1) chỉ cần thay r — y, Z — 1. Như vậy các 
nghiệm của (1) đơn giản là nhân với các hàm sóng xuyền tâm của trạng thái 
cơ bản của nguyên tử. Như vậy 


z\š1⁄2 
Ủ\ (9) = wRàn (9) = 29 (') li VỀn 


ũ 


7 ˆ 2 L Fà 
ở đây a = z;. Với Z = ‡, ta có 
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Chú ý rằng điều kiện biên ở (c) được thỏa mãn bởi hàm sóng này. Năng 
lượng trạng thái cơ bản gây bởi chuyển động theo phương z thu được một 
cách tương tự 

Z1 mec3 me 


Ea So 
È 2h2 32h? 
(e) Trị riêng năng lượng đây đủ đối với trạng thái lượng tử ¿ là 


: mẹet 1 2 b 
Fìn.p„.p, = —aR2nề 7 3m (0 +2). (nx=1,2,3....) 
với hàm sóng 
z 


app (F) = A0 fno (w) exp |r0s: + ¬ : 


ở đây A là hằng số chuẩn hóa. 


2023 


Một electron phi tương đôi tính chuyển động trong vùng bên trên một vật 
dẫn phẳng rộng nói dât. Electron bị hút bởi điện tích ảnh của nó nhưng không 
thể xuyên qua được bề mặt của vật dẫn. 


(a) Hãy viết Hamiltonian thích hợp cho chuyển động ba chiều của electron 
này. Hàm sóng của electron phải thỏa mãn các điều kiện biên nào? 

(b) Hãy tìm các mức năng lượng của electron. 

(c) Đỗi với trạng thái năng lượng thấp nhật, hãy tìm khoảng cách trung 
bình của electron bên trên bể mặt vật dẫn. 


(Golurmbia) 
Lồi giải: 

(a) Chọn hệ tọa độ Đểcác với gốc trên bể mặt vật dẫn vuông góc với 
phương z sao cho vật dân chiêm nửa không gian z < 0. Như trong Bài tập 
2022, electron chịu một tương tác với thê năng V(z) = -%. Như vậy Hamil- 
tonian là 

1 e2 
TP P7 0g na cán 
5n, (Đy + Đụ Đụ) — TC 


"“äằ- (|: : — _ my c2 
_—— 9w (8y? òy? z2 4z- 


Thẻ xuyên tâm 
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Hàm sóng của electron thỏa mãn điều kiện biên (+, ự, z) = 0 với z < 0, 


(b) Như chỉ ra trong Bài tập 2022, các trị riêng năng lượng là 


"`. 2...2 mét Ì 
#n =n z +) — aOïE nề- (n=1,2,3...) 


{c) Trạng thải cơ bản có năng lượng 
E=—\( no no. e 
3m ( + Pụ) 32h2 ` 


và hàm sóng 


ỏ đây 


và A là hằng số chuẩn hóa, Do đó 

lj Ủ†oo # thon dự dự đz 
ƒ tao úo đx đụ đz 

ạ liệu zẦa—~?Z/%' dz 

la Thọ z2c—2z/a dz 


&) 


— 3 (3) 
"n 3 
_3.,_ 682 
¡= nhàng e2 


PHẦN III 
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3001 

Xét bốn ma trận Hermite 2 x 2 7, ơi, ơa, và ơa, ở đây 7 là ma trận đơn vị, 
và các ma trận còn lại thỏa mãn điều kiện ø;ø; + ø; ơ¡ = 2ỗ;¡. 

Bạn phải chứng minh những điều sau mà không được sử dụng các biểu 
diễn hoặc dạng cụ thể nào của các ma trận: 

(a) Chứng minh rằng 7z(ø;) = 0. 

(b) Chứng minh rằng các trị riêng của ơ, là +1 và đet(z¿) = —I. 

(c) Chứng minh rằng bốn ma trận trên là độc lập tuyến tính và do đó bắt 
kì ma trận 2 x 2 nào cũng có thể được khai triển theo các ma trận đó. 

(đ) Từ (c) ta biết rằng 

3 
MĨ = To Ï + Đã TÌu; Ơi , 


;=] 


ở đây M là ma trận 2 x 2 bất kì, Hãy suy ra một biểu thức cho zn; 
(=0, 1,2, 3). 


(BufØalo) 
Lời giải: 
(a) Do 
gịơj =—0gơi (i#2j). đj0; =Ï, 
ta CÓ 
Ơi =0Ø0¡Ơ;Ø} — —Ơ;Ơ¡U), 


và như vậy 
TT{(ø¡) = —Tr(0;điø;) = —Tr(0;ø/jø¡) = —TY (ơi). 
Do đó 77 (z;¿) = 0. 
(b) Giả thiết z; có một vectơ riêng ở và trị riêng 2¡, tức là 
ơ¡Ó = À¡0. 


Do đó, 
Ø¡ 0i = ơi À¡Ó = À¡ơ¡¿ = X?ó. 
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Mặt khác, 
ơ,0;Q=— ló = ộ. 

Do đó, 

Š Các SIẾ 
hay 

À;¿ = +1. 
Do 

1 r(ø¿) =Ài +Àa=0, 

nên hai trị riêng của ø, là A¿ = +1.À¿ = —L, và do đó Det(;) = 
`. 


(6) Nếu ï, ø¿, ¡ = 1, 2, 3, là phụ thuộc tuyến tính thì có thể tìm được bôn 
hãng số mẹ, rn¿ sao cho chúng rhỏa mãn 


3 
mạÏl + Ầ, mm;¿ø; = Ö. 


+—] 


F . £ Z. ˆ 
Nhân hai về với ø;, ta có 


3 
yryØ; + › rnr;ơ¡ơ; = Ô, 


‡=] 


3 
Tro Ø; + › rịØy ơi = 0. 
z=] 


Cộng hai phương trình trên dẫn đến 


2imod; + ` ta (07 + Ø;Ø¡) Ð 2m; Ï =0, 
1⁄7 


hay 
yna7; + m¿ Ï = 0. 


Như vậy 
T7 (med, + mỹ Ï) = ma Tr(zy) + 2m; = 0, 


Do 7z (2;) = 0, ta sẽ có z¡, = 0, và do đó rmọ = 0. Vì vậy, bốn ma trận 7 và 
ơ, là độc lập tuyên tính và bắt kì ma trận 2 x 2 nào đều có thể được khai triển 
theo các ma trận đó. 
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(đ) Với ma trận 2 x 2 bất kì Aƒ cho trước, ta có thể viết 
3 
M = mol +” mơ, 
?=Ìì 


~ là ˆ z ˆ H Ả H ^ ˆ 
Đề xác định các hệ số rmọ, rm¡, lây vết (trace) của ma trận trên 


Tr{(A1) = 2mma , 


hay 
1 
trọ = Tr(M). 
2 
Xét : 
ø¡M = rnoø; + » THỊ Ø7 Øi y 
?=] 
và 
3 
Mg; = rnaø; + ThịđịØ). 
=1 


Cộng hai phương trình cuối dẫn đến 
0; + ÄÍø¡ = 2inoøj + 21m; Ï. 


Như vậy 
Tr(øyM + Mơ;) = 2Tr(ø¡M) = 4m; 
hay 
1 
HP Tr(ø; M). 


3002 


Ba toán tử ma trận đôi vói spin thỏa mãn s„ sự — §y#z = 2s; Và Các hoán vị 
tròn. Hãy chứng tỏ rằng 


(Wconsin) 


12- BT.CHLƯCQTỬ 
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Lời giải: 
Các dạng ma trận của toán tử mômen spin (» = 1) trong biểu diễn (s2, s;), 
trong đó +2, »; có đạng chéo, là 


1 010 1 Ù —¿ 0 
%x; = — li 0 1 ' #y= W5 3 0 —¿¡ 1 


= 


v2 (p1 0 0 ¡ 0 
10 0 

øz= |0 0 0Ö 
ở: =1 


M 
lÌ 
cc-= 


; (030 : 
(s„+sy)#= | |0 o0 2|| =0, 
v2 (ạ go 
¡(000 : 
(sz—is„)Ẻ= | |2 00 =0. 
V2 (0 2 ọ 
3003 


Ba ma trận Mí;, Äƒ„, M⁄,, môi ma trận có 256 hàng và cột, tuân theo các 
quy tắc giao hoán [M;, My] = +A1; (với các hoán vị vòng quanh của r, và 
z). Các trị riểng của ma trận Aứ; là +2, bội 1; +3/2, bội 8; +1, bội 28; +1/2, 
bội 56; và 0, bội 70. Hãy việt 256 trị riêng của ma trận A2 = Mộ + M2 + M}. 

(Wisconsin) 
Lời giải: 

AI? giao hoán với Mz. Do đó, ta có thể lựa chọn các trạng thái riêng chung 

|M, Af„). Như vậy 
AI? Nf, M„) — m(m + 1) | ME, Mẹ), 
M,|M, M„) = m„|M, M,). 
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Đối với cùng một giá trị rn, ray có thể có các giá trị +in, m — L...., —, 
trong khi A2 có trị riêng zn(rn + 1). Như vậy 


Mf^ = mm + 1) 


5x1 =5lần 


4x8=32lẳn 
3 x 27 = S1 lần 


2 x 48 = 96 lần 


1x 42 = 42 lần 
Tổng cộng 256 giá trị 


1/2 | +1/2 bội 48 
0, bội 42 


H- 

— 

—— 

ơ 

- 
ta kSử 

"` 
© c; tè —_ 
{>Í >8 
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Một trạng thái |) nào đó là một trạng thái riêng của Ê2 và P; 
[2 |0) — lí + 1)R2|g), Ö¿]) = mh|g). 
Hãy tính (/;) và (Ï?) đôi với trạng thái này. 
(MIT) 
Lồi giải: 
Do Ÿ„ là một toán tử Hermite, ta có 


„ |) = mÃ| 9) — (b|ñ¿ = mR (0Ì. 


(02) = (0Ì ty E2|IÐ = œ (61y?z = E„Ív|ð) 
—= (001Èy l0) — (0| Êy l)) =0. 


l 


Do tính đối xứng theo +, g, ta có 


Ề - 1,. £ 1u. 2 
(2) = đổi =5 (2 + E) = š t2 — Ê2), 
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và như vậy 


(Ê)) = š (@|É2 — Í2|g) = 2 + 1) = mÈ] BÊ, 


bai 


Nó cũng có thể được tính bằng cách sử dụng các toán tử tăng và giảm. 


3005 


Các hàm spin đối với một electron tự đo trong một cơ sở ở đó $„ được chéo 
hóa có thể việt đưới dạng ()) và (7) với các trị riêng của š„ tương ứng là +1/2 
và —1/2. Sử dụng cø sở này hãy tìm một hàm riêng chuẩn hóa của ¿„ với trị 
riêng —1/2. 

(MIT) 


Lời giải: 


Trong biểu diễn chéo hóa của š?, š;, ta có thể biểu diễn š„ dưới dạng 


: l1 /0 -—i 


Đặt hàm riêng cần có của ä„ là ø„ = (7). Như vậy do 


:6 9-1). 


ta CÓ ø = ¿b, và như Vậy ơy = b(1). 


Chuẩn hóa 


3006 
Xét một hạt spin bằng không được biểu diễn bằng hàm sóng 


=K(x+u+2z)e “, 
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ở đây r = v/+2 + g2 + z2, và K và o là các hằng số thực. 


(a) Mômen xung lượng toàn phần của hạt bằng bao nhiêu? 


(b) Giá trị kì vọng của thành phần z của mômen xung lượng bằng bao 
nhiêu? 


(c) Nếu thành phân z của mômen xung lượng được đo, thì xác suất để nó 
có giá trị Ly = +h bằng bao nhiêu? 


(d) Tính xác suất để tìm thấy hạt tại ø, ó và trong góc khôi dQ? Ở đây 0, ở 
là các góc thường dùng trong tọa độ cầu. 


Bạn có thể cần các biểu thức của một số hàm cầu đầu tiên đưới đây: 
ST Viề! = +( (2© giá đe®12 
bi 4n ` Ệ 87 ì 
/3 J15„ 
YP =\/ cosớ, Y;” = +\Í—— sín Øcos 0/119, 
47 8m 


(CUS) 
Lời giải: 
Hàm sóng có thể được viết lại trong hệ tọa độ cầu như sau 
¿Ò = Kr(cos jsin Ø + sin ásin Ø + 2cos 0) 2°, 
phần góc của nó là 
t?(Ø. ó) = K/(cos ở sin Ø + sin ó sin Ø + 2cos 0), 


ở đây K' là hằng số chuẩn hóa sao cho 
L9 2m 
K2 đ [ sỉn Ø (cos ở sin Ø + sin ósin ở + 2 cos Ø)? dộ — 1. 
9 Ũ : 


v 1 l 
COS Ó — 5 (® +e 2), sind= n (c(® se 19), 
ỉ 


ta có TIÊN 


U(9. @) = K” 5 (2® +”) sinØ + ` (e® — e~"®) sin Ø + cos » : 


1 8 ‡ . 8 4 
=Ñ'! Isa=0 a Vi + 202097 1+2/ 3 VÌ. 
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Điều kiện chuẩn hóa và tính trực giao của Y/" dẫn đến 
1 8m 1 8z 4m 
#SI| P3 65 vi hát | CSTn 
Ễ 313.8 | 


hay là 
1 
b— — 
ôn ý 8r` 


và như vậy 


(4a) Mômen xung lượng toàn phần của hạt là 
W4?) = V1(+ 1)h = V2h. 


đo hàm sóng này ứng với Ì = 1. 
(b) Thành phần z của mômen xung lượng là 


4 'If.lø=K?2 |}. Ê*. svVn?+ `. ( m(yn 
(0 18,16) =K? |T cột chíMĐ2+š cT CRứ" 


4m 
tá (00007] 
1L ,ul 8z 1 


(c) Xác suất tìm thầy L; = +bh là 


P.=|(1¿ = +h|ø(8. ø)) 
1 I1 8x l1 


(d) Xác suất để tìm thấy hạt trong góc khói dQ tại Ø, ¿ là 


J c (0.2) 0(9. 2) đÒ = = [sin Ø(sín ở + cos ø) + 2cosớ]? dQ. 
TT 
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3007 
Một hạt trong trường thế xuyên tâm có mômen quỹ đạo ! = 21 và mômen 
spin s = 15. Hãy tìm các mức năng lượng và các bậc suy biễn liên hệ với số 
hạng tương tác spin - quỹ đạo có dạng H;o — AL - 8, với A là một hằng sô. 
(MIT) 
Lời giải: 
Chọn {H, J2, J,„, L2, S2} là một tập đầy đủ của các biến cơ học. Hàm sóng 
liên quan với góc và spin là ¿;„„ ,¡;, với nó 
J° 2m. 1 = h*j +1) Ó}m,ts LẺÓ7m,¡: = h?l( +]) ©}m,ts ` 
S?Óm ró = h?s(s + 1) Ở>m,la› JzỞ?m,1a = Rm;  7m,la› 
với ï 
Hạ = AL - S= s A7 87), 


do J — L + S. Như vậy, các mức năng lượng và các bậc suy biển tương ứng là 


h? 
so = — A[J@ +1)— l({l + 1) — s(s + DỊ 


2 
2Ah2 J1=3, 
= _-ARÀ,  j=2, 
-3Ah2, 7=1, 
+ J=3, 
d=2j+1= 45, j=2, 
38, 7E=I1 
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Ta có thể chứng minh rằng các toán tử tăng và giảm dỗi với mômen xung 
lượng, J¿ = J„ + ¿J„, giao hoán với J?, và rằng nếu j, zn là các trị riêng của 
J.J;, thì 


Jy |J. mỳ =RVJÚ + L T m(m +1) [j rẻ Ð 1), 


với các quy ước về pha của các vectơ trạng thái được lựa chọn thích hợp. Sử 
dụng các tính chất này để biểu thị các trạng thái | 7, :ø} này với za = ¡— 1/2 
qua các trạng thái | l, rmị; s, truy) VỚI s = 1/2, (MIT) 
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Lời giải: 
Theo lý thuyết liên kết mômen xung lượng, các giá trị cho phép của mômen 
xung lượng toàn phần là j = ¡ + 1/2 và j =— 1/2 với s = 3: 


(a) Với j = ¡ + 1/2, do |i + 1/2, ! + 1/2) = |1, 1; 1/2, 1/2), ta có 


J_|I+1/2//+1/2=(L.+®_) )- 


Sử dụng các tính chất của J_, L_ và 9_ 
1 1 
¬.“- T|r+g.I gỒ: 

1 l 
Tụ ; CA 2S “`... 
Kny 3) hvñi |L. l3 g2) 
1 1 1 
"  ~x ..'  .n: 
3)h|hh š:~3) 
trong phương trình trên, ta thụ được 
1 1 2Ì 1 1 
|+7-!~5)~Vxa+T|ht= 3-3) 
\ | 
TV2r+1 Lệ: 


SE 


(b) Với j = ¡ - 1/2, đặt 


1 1 
TP sec 
xin te 8 


1 1 1 1 


1 1 1 1 
—= =.—l=< ——~)È=—1. 
ớ si ;| g;l ;) 1 (2) 
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Sử dụng kết quả (a), phương trình (1) có thể được viết thành 
(H@si-i|+ (am (6x2. ~1|) 
(s1. e8) 


Tương tự, phương trình (2) có thể được viết thành 


ÌE— 1; 


a2 +bˆ= 1. 


- ` ^ , * 2 ` 3 ` Á ` ; „ 
Hai phương trình trên chỉ ra rằng cả a và b đều là số thực và có thể được cho 


bằng ø = — /1/(2† + 1), b— 21/31 + 1). Như vậy 
1 1 1 lI 1 
|-3-!~3)^-Vwxr|htehạ- 3) 
2I 1 1 
ÌL h—, —==). 
"yei [hhế: 3) 
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Giả thiết một electron trong trạng thái được mô tả bằng hàm sóng 


=—_ (9®sị : 
lö NET sin -F cos Ø) ø(r), 


TT 
ỏ đây 
Ệ lamÊrtr=i, 
0 

và ó, Ø tương ứng là góc phương vị và góc cực. 

(a) Các kết quả có thể thu được từ một phép đo thành phần L; của mômen 
xung lượng của electron ở trạng thái này là như thế nào? 

(b) Xác suất thu được từng kết quả trong câu (2) là bao nhiêu? 


(c) Giá trị kì vọng của L; là bao nhiêu? 
(Wisconsin} 
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Lời giải: 
(a) Do 


[3 L3 ¡ 
Ylo = 4n C050, T1, x¡ = T gìn 0e}, 


hàm sóng có thể được viết thành 


j= cv + Yio)g(r). 


Như vậy, các giá trị khả đĩ của L; là +h, 0. 
(b) Do 


œ Lr 2r 
HeP tr=m [ |ø(z) #r2z [ “ (1 + cos ¿sin 20) sin đ dự 
7 Jo 0 0 


1 
=;J sỉin 0đ = 1, 
2 do 


hàm sóng đã cho được chuẩn hóa. Mật độ xác suât khi đó được tính bởi P = 
| |?. Như vậy, xác suất để z„ = +ñ là (V3 )? hoặc bằng 2/3 và của L„ — 0 là 
ta)? hay 1/3. 


(c) 
Jh L; r? sin 0d 0d ddr =J W (-v2Yn + Yio) 


xỈz lý + v0) 


x |ø(r) |Ÿ r? dr sin 8 d0 dẻ 
2 T 2x ả P) 
=hƑ 4 Vì dó =1 R. 


3010 


Nếu 17(2, ÿ) chỉ phép quay một góc Ø quanh trục , hãy chứng minh rằng 
các phần tử ma trận 


(j, m|D(4, 0)|j) mm), ~j < mm <1, 
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là các đa thức bậc 2/ đối với các biến sin (2/2) và cos (3/2). Ở đây, |j, m) 
chỉ một trạng thái riêng của bình phương và thành phần theo phương z của 
mnômen xung lượng 


7?|jm) =70 +1) [j, m), 
3 |j,mm) = mh|j, m). 


(Wisconsin) 
Lời giải: 


Ta sử dụng phương pháp quy nạp toán học. Nếu j = 0, thì ru = rr = 0 và 
phát biểu này hiển nhiên là đúng. Nếu j — 1/2, đặt 


¬.1..... 
4v 229^3 (¿ 0)- 


Xét các ma trận Pauli z„, ở đây k = +, hoặc z. Do 


đc s01 S915 (0 ni 


` ˆ R r mờ ` Ấ 
là ma trận đơn vị, ta có với ¿ =hằng số 


tơ +iœơg)? +iœơr)Š 
hủ ( k) Đệ ( k) 


exp(+¿œơy) =1 + T SH. PT 


m d1 cự 
+ tøt. (-m+#T-) 


— COS œ + iđy Sỉn œ. 


Như vậy 


U(3, 9) = exp (—i22/B) = exp ( -IỄ ør) = CO§ : —iØysin 5 


 s di. 
'NG.-... 
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1 7 1 
". ¬.. ah 
2 + 2 lấn 2 Tì 


8 TÓ 
= Ômy/ OS — — — .m 


và 


U 


exp (—/3jy/h) lạ ”) 


So. SN” 
X. . 


Do các phần tử ma trận của 7y trong số hạng thứ hai là độc lập với ¿, 


3 h Jụ 


(1/2, m | |1/2. rẻ) 
là dạng thuần nhất tuyến tính của cos (2/2) và sin (3/2) và phát biểu này cũng 
là đúng. 
Nếu phát biểu là đúng cho j, tức là 


Ú,m|U |J, mớ) = ở mm [exp [—i37g/B| |j, tà) 


ở đây 4„ phụ thuộc vào /. in, mí, nghĩa là 
An = Am, m), 


ta sẽ chứng minh rằng phát biểu cũng đúng cho / + 1/2. Đặt J = j + Ìu ỏ đây 
các số lượng tử của j và j¡ là J Và tương ứng là 1/2. Ta có thể khai triển 


|jJ, mỳ = |7 + 1/2. m) 


trong biểu diễn liên kết qua biểu diễn không liên kết 
1 N\JT TẾ 
[ + bÃ mộ =€ằ) |¿ rw + ») ñ 3) 
n 1 1 1 
+ Họ. 1. 1a # À 
TP C0 L0 


ở đây C¡ và C; (độc lập với 2) là các hệ số Clebsch-Gordan. Áp dụng khai 


triển cho 
: 1 
=, !!ì 
ch 


bế: 


z s H 
eXp Í[—zØ(Jy + Juy)/R] F + 3 xí : 
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ta có thể rút gọn quy trình tính toán các phần tử ma trận 


;|@ HE 
1 
Q+;lÔ Tết 5 ` 


"... 
7 NA. 5 
1 


1 SA 1 1 
= c= exp [—¿2ny/h] | 5" sS) 


1 ] 1 
exp [—¿Ø(Öy +Äø)/Bj „+ ;) § _ TẠỒ, 


1 l 
expÍ—:6( ĐÀ + Jiy)/h) |/ nà sÌ|s +3), 


cxp |—¿20y -F 3Jiy)/h] F tr” + 3) lạ. -s) 


1 ` 1 
x € rw + 5 exp |[—130y/h| F + s) 
8 3 8 Lư) — M 
= = cos — + bì sin — 3) Ề Aa (s; 3) (sn ) 
2(+ỷ} 


ỦÌ 


z 1 đ\20+3)~t 2V 
bà Bạ U +, z') (ez) (sa ) : 
. 2 2 3 


Như vậy, phát biểu cũng đúng cho j + 1/2. Điểu này nói lên, các phần tử 
ma trận 


(1m|U(8,9)12, m2 = (j, m|exp(—08)y/R) |J, mí), 


là các đa thức bậc 2/ đối với các biến cos (3/2) và sin (2/2). 
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Một toán tử ƒ mô tả tương tác của bai hạt có spin có đạng 
ƒ=u+ bơi - Ø3, 


ở đây ø và b là hằng số, Zì và ơ là các ma trận Pauli. Mômen spin toàn phần 
là J =ji +; = § (ơi + Ø3). 


(a) Hãy chứng minh rằng /, J2 và J, có thể đo được đồng thời. 
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(b) Hãy suy ra biểu điễn ma trận cho ƒ trong cơ sở | J, Ä, j:. 72) (Đánh số 
các hàng và cột của ma trận đó). 

(c) Hãy suy ra biểu điễn ma trận đổi với ƒ trong cơ sở |j\. 72, mà, mạ). 

(Wisconsin) 

Lời giải: 

(a) ƒ, J2 và J; có thể đo được đồng thời nếu chúng đôi một giao hoán 
nhau. Ta biết rằng J? và J, giao hoán nhau, đồng thời cả hai đại lượng này 
giao hoán với một hằng số a. 


Từ định nghĩa, 
J2= (+ oŸ + 9) x.-.. 
hay : 
Øi- z:= Tạ —g( 1 i0) 


Bây giờ đổi với mỗi hạt 
ø?=øơc+ơ¿ + = 3Ì, 
ï là ma trận đơn vị, do vậy 


232 


PNE: - vh 


Ø)\ : Ø2 = 


Do đó 
(J2, ƒ] = [J2, a| + b|32, ơi - đa] 


232 
2 se 
=w| ` ~3| =0, 


V2 
lJz. f] = lJz, a|+b JD2 T3|=0. 


Do đó, ƒ, J2? và J; có thể đo được đồng thời. 
(b) Trong cơ sở |J, M, jt, j3), 


(2, ME, 7t, 72|ƒ|J5 M, ¿ai jJ)) = dỗ ðg Mr + b(2, ẤT, 2L, Jv | đa -Øa 
đ, 1U, Mì, 12} 
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2 
=að2rỗm up + b | TS J'(J +1) h2 T— 3 


x ÄJmỖMM" 
=a + 2bJ(J + 1) — 3b] ôy' ỗwM . 


ở đây J, Aí là các chỉ số của hàng, J', A⁄' là các chỉ số của cột. 

(c) Kí hiệu trạng thái có J = 0 và trạng thái có J = 1 và J, = M 
tương ứng là xo và xi»¿. Do j¡ = 7a = 1/2, nên ta có thể kí hiệu trạng thái 
lun, 734 T1, Trt2) đơn giản lại thành |ưm, T2}. Như vậy do 


ta CÓ 


1 1 ˆ làn đi cố v 
2` Bộ, Tàu X10) 


|: ì= : (—Xo + Xiô) - 


v2 
Sử dụng biểu thức trên và kết quả của (b) ta có thể viết các phần tử ma 
trận (rmị, my | Ệ | md, r2) trong có SỞ | jị, 7a, 7ì, mạ) như sau 


ti — 


XE, can 
T1, Try 


ti — 
tai — 
hi 


TYLỊ TừL2 


+ 
— 
^a 
| 
2i — 2 [ mt2|DB 5| = 
| 
eo) mt2| —t2|=k2|— — 


Ị 
| 
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3012 


Xét hàm sóng của hai hạt trong không gian vị trí như sau 
00. ra) = ƒ 0Ÿ) g0) |e{(a - rị) (b- rạ) + ở(b -rị) (a - ra) + +(A - b)(r¡ - rạ)), 


ở đây a và b là các hằng vectơ bất kì, ƒ và g là các hàm bất kì, và œ, Ø và + là 
các hăng sô. 


(a) Các trị riêng của bình phương mômen xung lượng đối với từng hạt (L? 
và L2)? 

(b) Với sự lựa chọn thích hợp của œ. Ở và +, 2(r¡, ra} cũng có thể là hàm 
riêng của bình phương mômen xung lượng toàn phân J? = (L¡ + Lạ)?. Xác 
định các giá trị có thể có của bình phương mômen xung lượng toàn phần và 
các giá trị thích hợp của œ, 2 và + đôi với mỗi một trạng thái. 

(MIT) 


Lời giải: 


(a) Trước tiên ta chú ý rằng 


hay 
tx 


cxxVƒÚ) = /'0w) — =0, 


và chú ý rằng 
rxVí(a -r)ì=rxa, 


(rxV)-(rxa)=_—2a - r. 
Đo L—r xp= —¡hr x V, ta có 


Li@Œi,xa) = ~ lỂ(m x V)) - (mì x Vì) (J(r)g03)) Ja(a - rị)(b - ra) 
+(b - rị)(a - r¿) + x(a - b)(m - ra)|} 
==Ƒƒ/07)u(?)Œrì x VỊ) - (rị x Vì) [d(a - rô) (b - ra) 
+ ởŒb - rị)(a - rạ) + y(a - b)(Œứt - rạ)| 
=~?/(r1)u(r7) x VỊ) + la(ri xa) (b - rạ) 
+ đír; x b)(a - rạ) + +(a - b)(r\ x ra)] 


Spin và mômen xung lượng 187 


=2ñ?/(rï)g(r2)|„{a - m)(b - rạ) + đ(b - rị)(A - rõ) 
+ +(a - b)(r - rạ)] 
=1(1+1)Ö0(\, rõ), 


và tương tự 


LỆ1Ð(\ + va) = —R (ra x V2) - (ra x Vz)Ú(m - ra) 
=1(1+1)#2U(, ra). 
Như vậy, các trị riêng của 7? và r2 đều bằng 2R2, và mỗi hạt có số lượng 
tử /= 1. 
(b) Hơn nữa chú ý rằng 


(txW):-(a-r)e=(rxa)-e, 
(axb) - (c x đ) = (a - c)(b - d)— (a - đ)(b - c). 


Như vậy, ta cần 


Lị - Lạu(rị. rạ) = — R(rị x VI) - (ra x V2) {ƒ(r7) 0Ÿ) la(a - mì 

x(b-rạ) +ử(b - r)(a - ra) + x(a - b)(m - rạ)|} 

=—}!ƒ0])w(r2)(rị x Vì) - (rạ x W2) [ola -rị) (b -T2) 
+ Ø(b - ri)(a - ra) + v(a : b)(rt - rạ)) 

= Ko (r2)(r¡ x VỊ) - |a(a - rị)(r¿ x b) 
+ ữ(b - rị)(r¿ xa) + x(a - b)(r¿ x rì)] 

=_-W. len )[ư(mì xa) + (rạ x b) 
+ đớn x b) - (rạ xa) + x(a - b)(2r - r;)) 

=~=}ƒ0?)g(r)[—đ(a -ri)(b -r¿) — a(b -rị) (ä ‹ ra) 
+(a+Ø+2y)(a - b)(r - rạ)] 

=— Am, r¿) 


để 0(r, rạ) là hàm riêng của L\ - Lạ. Điều này đòi hỏi 


—Ở=Àu, —-ơ= À8, œ+3~+2+=À*, 


13- BT..CHLƯỢNGTỪ 
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suy ra các giá trị khả dĩ của À 


3 
ÀA=_—]1, =j= ; 
ơ s7 


À=+l. ơ=_—d, +è=Ô: 
À.=3: œơ=3=0. 


Như vậy, các giá trị khả đĩ của mômen xung lượng toàn phần J? = L‡ + 
L2 + 2L: - La, và các giá trị tương ứng của œ, ở và + là 
2 : 3 
2(2 + 1), So 


1(1+1)2 (v=-g +=0) 
0. Ne:= 0) 


J = 2h2 + 2h? — 2h2À = 


3013 


Một trạng thái cơ học lượng tử của một hạt, trong hệ tọa độ Đếcác +. và 
z, được mô tả bằng hàm sóng chuẩn hóa 
; Ụ 5 5 


a2 2 2 241/2 
)(, LAI z) = z€Xp ¡—aŒ +t„ˆ+z ) Ì ! 
Vz 


Hãy chứng tỏ rằng hệ ở trong trạng thái có mômen xung lượng toàn phần 
xác định và hãy tính các giá trị của Fˆ và L; gần với trạng thái đó. 
(Wiseonsin) 
Lời giải: 
z ˆ ^ À 
Chuyển sang hệ tọa độ cầu 


+ =rsinfcos, w=rsinØsinu, z=r coS0, 


ta có 
5/2 


Như vậy, hạt ở trạng thái có mômen xung lượng toàn phân xác định. Đối 


r€osØe"^” = ƒ(r) Yho. 
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với trạng thái này,  = 1, bˆ = !(L+ 1) h2 = 2h, L; = 0. 
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Một nguyên tử cacbon tự đo có bốn electron kết cặp với nhau ở các trạng 
thải » và hai electron khác có hàm sóng quỹ đạo sóng 0. 


(a) Có bao nhiêu trạng thái được cho phép bỏi nguyên lý loại trừ Pauli đối 
với cặp electron p trong câu hình electron này? 

(b) Giả thiết có sự tổn tại liên kết  — 3, đâu là các số lượng tử tốt? Cho 
các tập giá trị của các số này đối với cầu hình của hai electron sóng ø. 

(e) Cộng các bậc suy biến của các số hạng tìm được ở câu (b) và chỉ ra 
răng nó bằng với sô các sô hạng tìm được trong câu (a). 

(Buffalo) 
Lời giải: 

(a) Mỗi một electron có thể chiếm một trong (2Í + 1)(2s +1)=3x2=6 
trạng thái, nhưng hai eleetron không được ở cùng một trạng thái. Vì vậy, sô 
các trạng thái cho phép là C? = 15. 

(b) Các số lượng tử "tốt" là 2, 32, J2 và „;. Với giả thiết có liên kết Z — 9%, 
các số lượng tử spin tổng công của hai electron, S = s; + s;, là % = 0. 1 và 
các số lượng tử quỹ đạo toàn phần, L = lị + l¿, là ¡ = 0.1, 2. Do tỉnh đôi 
xứng trao đổi, với mức đơn S = 0, 7. phải là số chẵn: L = 0, 2, tương ứng với 
'9u. !D¿ đôi với mức bội ba Š = !. 7 lẻ: L — 1, tưởng ứng với 3 ;.a. 

(e) Bậc suy biên bằng 27 ! 1. Với J = U. 2 và 0, 1, 2 ở câu (b), tổng sô các 
bậc suy biên là 1 5 +1+ 3+ 5= lã. 


3015 
(a) Xác định các mức năng lượng của một hạt bị giam trong một thê đẳng 
hưởng V(r) = kr2/2, ö đây k là một hằng sô dương. 
(b) Hãy tìm công thức tính bậc suy biên của trạng thái kích thích thử V. 
(€) Hãy xác định mômen xung lượng góc và tính chẵn lẻ của trạng thái 
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kích thích thứ N. (Columbia) 
Lời giải: 

(a) Hamiltonian là 

Ñ = _(h?/2m) Vˆ + kr2/2. 

Chọn (f?, 2, Ï,) có cùng các trạng thái riêng. Mức năng lượng của các 

trạng thái liên kết được tính bởi 
E = (2n, + + 3/2) hứa = (N + 3/2) ha, 0a = Vk/m. 
(b) Bậc suy biến của các trạng thái được xác định bởi a„ và !, Do W = 


2n; + l, nên đặc trưng chẵn - lẻ của M giống như của ¡. Với M chẵn (tức là ! 
chãn), bậc suy biến là 


° : 1 Hi 1 
= "vẻ _ , 
/= 3) (0+0=4 3 (st2)=+3 (+3) 
1=0 (í chẩn) !=0 (f chẳn) U=0 


=s (N+1)(N +3). 


Với N lẻ (tức là † lẻ), 


N MN 


(N~1)/2 3 
ƒ= ` (0ltD= 3` 2(0-1+3j=4 À› (“+3) 
=0 


1~1 (1ê) 1=1 (1ê) 
1 
=s(W+U(N +2). 


Như vậy, bậc suy biên của trạng thái kích thích thứ N là ƒ =(W+1)(N+ 2)/2. 
(c) Ö các trạng thái riêng thông thường của (ð, /2, !,), hàm sóng của hệ 
là : 
nạ (. 0, #) =, Rơứ) Ym (6, #) k 
và năng lượng riêng là 
TU) = (2n; +lÌ+ 3/2) R J0 : 
Do N = 2n; + !, mômen xung lượng ¿ của trạng thái kích thích thứ N có 


Ÿ +1 giá trị 0, 2, 4, 6,..., N với W chẵn, hoặc }(N + 1) giá trị 1, 3, 5,..., 
N với N lẻ. Hơn nữa, tính chấn lẻ là 


P=(-W=(-UẺ. 
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3016 
Trạng thái cơ bản của một nguyên tử hêli trong thực tế tắt nhiên là không 
suy biến. Tuy nhiên, hãy xét một nguyên tử hêli giả định trong đó electron 
được thay bảng hai hạt giông hệt nhau, có spin băng 1 và mang điện tích âm. 
Bỏ qua các lực phụ thuộc spin. Đối với nguyên tử giả định này, bậc suy biến ở 
trạng thái cơ bản là bao nhiêu? Giải thích. 
(GUS) 
Lời giải: 
Hai hạt mới là boson; như vậy hàm sóng phải là đối xứng. Ở trạng thái cơ 
bản, hai hạt phải ở quỹ đạo thứ nhất. Vậy thì hàm sóng không gian là đôi xứng 
v.Ằ& G : h TH Äủ Váy : .. Z 
và kết quả là hàm sóng spin cũng đôi xứng. VÌ ø = 1 và s¿ = 1, nên §Š tống có 
ba giá trị có thể: 
# = 2, hàm sóng spin đối xứng và bậc suy biến của nó là 29 + 1 = 5. 
# = 1, hàm sóng phản đỗi xứng và bậc suy biến của nó là 2 + 1 = 3. 
# =0, hàm sóng spin đôi xứng và bậc suy biến của nó là 29 + 1 = 1. 


Nếu các lực phụ thuộc spin bị bỏ qua thì bậc suy biến của trạng thái cơ bản 
là5t3+1=9, 
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Thành phần z của spin một electron trong không gian tự đo (không có mặt 
các điện từ trường) được đo và thây bằng +ñ/2. 

(a) Nếu một phép đo tiếp theo được thực hiện cho thành phần + của spin 
thì các kết quả có thể là gì? 

(b) Xác suât để tìm thấy các kết quả này là bao nhiêu? 

(c) Nêu phương đo thành phần của spin tạo một góc 9 với trục z ban đầu 
thì xác suất của các giá trị có thể là bao nhiêu? 

(d) Giá trị kì vọng của phép đo spin ở câu (c) là bao nhiêu? 

(Berkelay) 

Lời giải: 

(a) Trong biểu diễn ø,, hàm sóng spin là (¿), các hàm riêng của ơ; là 
(1) V2 (- ti tương ứng với các trị riêng +1, —1. Khai triển (8) theo hai 
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trạng thái này, ta thấy rằng các kết quả có thể xảy ra của một phép đo s„ là 
+h/2. Do s„ = 30z, giá trị trung bình bằng không 


... Độ) =. 


(b) Các xác suất tìm thấy kết quả bằng + Š và —; là P, và P_ tương ứng 
là 


(c) Giả thiết trục spin là n = n(6, ¿) = (sỉn Øcosw, sinØ sin ¿, cos ). Khi 
đó, các trạng thái riêng ứng với s„ = s - n là 


8 _. 0 
cos — e "1/2 —sin < e_/2 
2 2 
,. 8, : 9, 
sin — e2 cos - e2 
2 2 
lần lượt tương ứng với các trị riêng +J/2 và —h/2. Xác suất để tìm thây các trị 


riêng +h/2 và —h/2 tương ứng là cos? (0/2) và sin? (9/2). 
(d) Giá trị kì vọng của spin là 


h h — h 29 h 20 h 
gi tÍTSÌP- =3 <8 5 gŠn z=sC08ữ. 
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(a) Xét một hệ có spin 1/2. Các trị riêng và vectơ riêng chuẩn hóa của toán 
tử A§„ + B 2, bằng bao nhiêu, ở đây š„, š; là các toán tử mômen xung lượng, 
và 4 và Ø là các hằng số. 
(b) Giả thiết rằng hệ nằm ở trạng thái tương ứng với trị riêng cao. Xác suất 
để một phép đo đại lượng y đạt giá trị 5/2 là bao nhiêu? Các ma trận Pauli là 
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0 1 8 —¿ 1 0 
TY SÌ s = ð) ` Su 0 mỹ": (GUS) 


Lời giải: 


(a) Sử dụng các toán tử mômen xung lượng ta đặt 


: 1 1 
Ÿ= Aây + Bắy = A S hay + B g hơy. 


Như vậy 
x 1 1 
(7= : hˆ(A2 + PB} + AB{øy, ơ;}) = PIN To +:R?, 
Do 
z_ (1 Đ\ _ 
Í TT l}” +. l0: 224 
và 


{øi, 0y} = 0Ø; + ơ¡ơi = 2ðij. 
Vì thể hai trị riêng của là 
1 
T= Sh.VAP † BE, Tạ = —;h V4? + Bề, 


Trong biểu điễn §Z và ä„, 


2 — h _ R(B -I!A 
#=8(Aoy + Bø,) =5 (¡A RCD)) 


Đặt vectơ riêng là (2). Khi đó, phương trình riêng là 


tí -) (9249) 


ở đây 
T h (+vVA?+?? 0 
—2 0 +VA? + B?} ` 
hay 


B+v^A?+ B2 -iA 2À —p 
{1A -Bx+zVA?+B?j/j\b} — 
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Như vậy 
a: b>1A: H+VA2+B, 


và do đó vectơ riêng chuẩn hóa là 
()~[zrøzvmrml (s;vmrm 
bj_ |A?+(Bx+VvA?+ 8°? B+vA?2+B2)}_ 
(b) Trong biểu diễn §? và š„, vectơ riêng của s, là 
"=..ˆ... 
5 = 2 = v3 1 : 
Như vậy, xác suất để tìm thấy s„ = ñ/2 là 


n=| s1 ,) °_— (BRrv4f+B?- 4)? 


_ 2(B+ VA? + B'? + A21” 
Chú ý rằng P_ là xác suất tương ứng với hệ ở trạng thái có trị riêng 
T = hVA2 + B2/2, và P, là xác suất ứng với trạng thái có trị riêng 7T — 
—hVA2 + B2?/2. 


2 


Tin 
=|g4+ 
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Một hệ gồm ba hạt có spin một nửa (không giống nhau) có các toán tử 

spín sạ, ss và sz, được quyết định bởi Hamiltonian 
H = Asịi- sạ/h2 + Đ(s +8a) - sa/ñ2. 
Hãy tìm năng lượng và các bậc suy biên của chúng. 
(Primceton) 

Lời giải: 

Sử dụng một tập đẩy đủ các biến động lực của hệ (11. sỹ, 


s2, s), Ở đầy S¡a = SỊ +82, S = 8iz-L5¿ = Sị +s2+sa. hàm riêng là | s12 33 # zn,}, 
và phương trình trạng thái dừng là 


hH |#i2satms) = | siasasrm,}. 
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Do 
Nà 
sĩ = Số = Số = 2N Ệ "ý 
lua 2-2 
Sĩ 8a = 2 (SIa Sĩ — 583), 
1 
(S + 82) s= g (S SỈa S3), 
ta CÔ 
R A B : 
H=mm S2 † n2 (8 +82) - 8g 
—A[IlL, 3 3 
3|PŸ?* 1 1 


Do giá trị kì vọng của s” là s(s + 1), v.v,, ta có 
hộ 


^ A 
H|š12 s3 gimny) = t5 [iaes: +1) — 3| 


B 3 
+ 5 |. +1) —#1¿(sia t Đ) - 1|} [#12 3 #nz), 


và như vậy 


N.- B) 
đôn |asen #i1)= 1 


B 3 
+ B sẽ +1)— 812512 +1)— 1 . 
Suy ra VỐI sị¿ = Ũ, s = 1/2:  = —3/4, bậc suy biến của mức năng 
lượng, 2s + 1, là 2; với s¡¿ = 1, s = 1/2: E= A/4-— B, bậc suy biên của mức 
năng lượng, là 2; với si; = 1, s = 3/2: E = 4/4+ B/2, bậc suy biên của mức 
năng lượng là 4. 
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Một hạt có spin bằng 1 và Hamiltonian H = 4s, + Bs‡, ở đây A và B là 
hằng số. Hãy tính các mức năng lượng của hệ này. Nếu tại thời điểm ¿ = 0 
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spín này ở một trạng thái riêng của s với s; = +, hãy tính giá trị kì vọng của 
spin tại thời điểm ¿. 

(Princeton) 
Lời giải: 


Trước hết ta tìm các mức năng lượng ở trạng thái dừng của hệ. Phương 
trình Schrödinger trạng thái dừng là 


Bụ = Nụ = (Asz + B3?) 0Ú, 


ỏ đây 


lä một vectø trong không gian spin. Do 


0 0 0 
sx„= |0 0 -i| h, 
0 ¡ 0 
0 —¡ ÔÖ 
#4„= |? 0 0h, 
0 00 
0 0 0 
s—= |0 1 0|, 
0 0 1 
ta cÓ 
0 -¿AC 0 
Ñ=As;+B‹s)=|¡A' B 0}, 
0 0 -8 


ö đây A' = 4h, B' = Bh?. Các mức năng lượng được cho bởi các trị riêng của 
ma trận trên và là nghiệm của phương trình 


—=E_ —¡A' 0 
Det |¡A' PB .—E 0 =0, 
0 Ũ B._—E 


nghĩa là, 
(FÍ—PB)(F”_—-BE-A')=0. 
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Như vậy, các mức năng lượng là 
Ea= B'.,_ E,=(B"+u)h/2, 


ỏ đây ¡ — VB*2 + 4A2/bh, PB” = PB!/h — Bh. Các hàm riêng tương ứng là 


: Nà œ — B + 8? 
+ : — Wa+ — 2 1 mm .—P" ì 
0 
1 
E.= P._ VỀ P+4A^ . _ Ju+B" | lkk-EB" 
TH 2 =.. 2u ""Vòœ+® 
0 


Hàm sóng tổng quát của hệ do vậy là 
¡P' "2 
ø@s (1) = so ®Xp |- — : + Czws+ ©eXp |-: . ¡ 
E_ 
+Casựs  eXp |-: TT_” : Ề 


Ban đầu, 
äz 2s (0) —= hự; (0). 


s(0) = ( : 
* 


phương trình trên dẫn đến 


J0 


Đặt 


ŒGŒđ 
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tức là, 
j =ia, yY=0. 


Như vậy, ta có thể lẫy hàm sóng ban đầu (chuẩn hóa) như sau 


Cho ¿; (0) bằng với ¡so + Ca2s+ + Cs¿s_ dẫn đến 
(@+ B)U2 + (2= B”)2 
21/2 


( + B”)1⁄2 c (wT— 8")1⁄2 
221/2 È 


Œ‹.=0,€Œ;= 
Œa = 


Bây giờ ta có thể tìm giá trị kì vọng của spin 
(sz) = #s () sz@s(Ð = 0, 
ỏ đây ta đã sử dụng tính trực giao của ¿2 so, s¡ Và 2s... Tương tự, 


(sự) =0, 
BG:HE h2 


bi =v8 (05s es(9 = ÍL~ ® TP smề (i/a)Ìn, 
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Một hệ gồm hai hạt có spin 1/2 được mô tả bởi Hamiltonian hiệu dụng 
H= A(si; + say) + BS, - Sạ, 


ở đây sạ và s¿ là hai spin, #1; Và 32z là các thành phần spin theo phương z, và 
A và B là các hằng số. Hãy tìm tất cả các mức năng lượng của Hamiltonian 
này. 
(Wisconsử.) 
Lời giải: 
Ta chọn xsa¿¿ là trạng thái riêng chung của S? = (sị + s¿)2 và %; = 
xi; + #2;. VỚI 9 —= 1, Äƒs = 0, +1, là một mức bội ba và đôi xứng khi hai 
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electron tráo đổi cho nhau. Với $ = 0, Ms = 0, là một mức đơn và bắt đối 
xứng. Đối với các trạng thái đừng ta sử dụng phương trình Schrödinger không 
phụ thuộc thời gian 


HXsMs = EXsMs.- 


Do 
S? xa; = S(# + 1)RẦxiw; = 2h?xaMrzv S”Xxog — Ö, 
Ss = (s +sạ)? = Sĩ + S2 + 28¡ : 82 
3H 3 ,¿ 
= "uni + BỊ h“ + 2SỊ - 53, 
ta CÓ 


#9 3 3 P? 
S1 - 82 XIMg = (§ sa t2) XIMs = (z =h #) XIMs = TT XIMS› 


3 K) 
SỊ - 82 Xọp =z (o- i ,ˆ) Xoo = —~ Rˆ Yoo. 
4 4 
và 
SzXIMs — (S1z † 92z)XIM¿ = ÄÍSBXIMs. 
%zXoo = Ô. 


Như vậy, đối với trạng thái bội ba, các mức năng lượng là 


2 
E.= MshA + ` B, với Ms=0 +1, 


gồm ba vạch 


h2 h7 
Bị = hÀ+ ® BỊ lạ=B, Đồi SHUÖỆP to hệ 


Đối với trạng thái đơn, mức năng lượng chỉ gồm một vạch 


3 
Eạ =—„h}B. 
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Giả thiết một nguyên tử ban đầu nằm ở trạng thái kích thích 'LỘn (Hình 3.1) 
và sau đó trỏ về trạng thái K thập hơn có thời gian sống ngắn kèm theo sự 
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phát ra một photon ^+¡ (Hình 3.2). Ngay sau đó, nó trỏ về trạng thái cơ bản 
!%› bằng cách phát ra một photon thứ hai +„ (Hình 3.3). Đặt Ø là góc giữa hai 
photon phát ra. 


YÀ 
* œ Y = Mì 


Hình 3.1 Hình 3.2 Hình 3.3 


(a) Tính xác suất tương đối của Ø trong quá trình nảy: 

(b) Tỉ số giữa các xác suất tìm thấy hai photon có tính phân cực tròn cùng 
chiều và phân cực tròn ngược chiều là bao nhiêu? 

Có thể hữu ích nếu ta biết các ma trận quay đựm: 'm› liên hệ một biểu diễn 


tmômen xung lượng trong một hệ tọa độ với một biểu diễn khác của mômen 
xung lượng ở trong một hệ tọa độ quay, được viết như đưới đây 


n = ] rn = Ö rủ = —] 
biP bi 11 cosơ “.. 1—COSơ 
2 2 2 
: H2 cy Đà c 
tổ = TH =Ũ v3 sin œ COS œ "ơn sinư 
n=. l1—COSơ l dữa 1 +cos ơ 
2 V2 2 


ở đây œ là góc giữa trục z của một hệ và trục z của hệ trục kia. 
(Columbia) 
Lời giải: 

Nguyên tử ban đầu nằm ở trạng thái kích thích !%ạ. Như vậy, hình chiều 
của mômen xung lượng nguyên tử lên một phương z bắt kì là /,„ = 0. Ta có thể 
chọn phương phát photon thứ nhật là theo phương z. Sau khi phát ra photon 
thứ nhất và nguyên tử đi tới trạng thái !P¡ nều mômen xung lượng của photon 
đó là Ly = +h, tương ứng với nó mômen xung lượng của trạng thái nguyên tử 
L7 là Ly = +h, tức là, n; = +1. Nếu ta cho phương phát photon thứ hai là 
trục z' thì hình chiêu của trạng thái riêng của thành phần z của mômen xung 
lượng theo phương z“ bằng tích của trạng thái ban đầu với ma trận đ„„„. Chỉ 
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có các nguyên tử ở các trạng thái úy = +1 có thể phát photon (đo điều kiện 
Lÿ = +h phải được thỏa mãn) theo phương zˆ và làm cho chúng trở về trạng 
thái ` %s ứn; —= 0). Do đó, các chuyển đời là từ rr¡ = L1 tới mở — TÌì, và ta có 


CI = (mi = —L]| dưm | tm„> = +1) 


l+cosớỡ 1 sinớ 1 — cos0 
2 Nó) 2 1 
1 1 
=(0.0.1 —— sinØ cos Ø ——= SinØ 0 
in AI [Y2] vã : 
1 —cosØ 1 sin ở 1+ cos2 
2 v2 2 
` 1—-cos8 
= 5 ' 
Ca = (mự¿i = +1| du +m |?n¿ —= +1) 
1+ cos8 Ì gối 1 — cosØ 
2 v3 5 ï 
1 1 
=(1.0,0 —= S§ỉn Ø cos 8 ——= sin0 0 
Về ph |l/2 v5 l 
1 —cos8 Và 1+ cosØ 
——_  —=s§in0 —— 
2 v2 2 
_ l1†cosỹ 
= 5 % 
i_—-CO 
Ca = (mi = +1 | đưưm |? — —L) — 5 bảo 
l1+cosø 
CA = trời = —1 | duy‡m [my = —1) = D 


(a) Xác suật tương đối của 9 là 


P(0) « [Ơi | + | Ca |Ÿ+ | Ca Ê + |Cil? = 1 + cos2#. 


(b) Tỉ sô của các xác suất tìm thầy hai photon với phần cực tròn cùng chiều 
và ngược chiều là 


(Œ + |?) /([Œi Ÿ + [Œ¿ Ÿ) = (1 + cos9)? /(1 — cosØ)°, 
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Xét một electron trong một từ trường đều theo hướng z dương. Kết quả 
của một phép đo chỉ ra rằng spíin của electron hướng theo phương z tại thời 
điểm : = 0. Sử dụng định lý Ehrenfest để tính xác suất với ¿ > 0 thì electron 
ỏ trạng thái (a) s„ = 1/2, (b) s„, — —1/2, (€) s„ = 1/2, (đ) sụ = —1/2, () 
sz = 1/2, (Ð s; = —L/2. 

Định lý Ehrenfest phát biểu rằng giá trị kì vọng của một toán tử cơ học 
lượng tử tuân theo phương trình chuyển động cổ điển. 

[Gợi ý: Nhớ lại mối liên hệ giữa các giá trị kì vọng và các giá trị xác suât 
tương ứng], 

(Wisconsm) 
Lời giải: 

Trong bức tranh cổ điển, một electron quay với mômen xung lượng s trong 
một từ trường B sẽ, nêu như các phương s và B không tràng nhau, số chuyển 
động tiền động quanh phương của B với một vận tộc góc w được tính bỏi 

ds 


———=S5*U2, 


dt 


ở đây œ = z= B, ;‹¿ là khối lượng của mômen xung lượng. Định lý Ehrenfest 
như vậy phát biểu rằng trong cơ học lượng tử ta có 


Điều này có thể suy được một cách trực tiếp như sau: 
Một electron có mômen xung lượng s có một mômen từ  = -Š-s và 


Hamilronian có dạng 
Trrc 


H=-u.-B=—-—Bs,, 


với trục z trùng với phương của B. Như vậy 
đ (8) 
đ‡ 


1 F cB 
= nÍ. HỊ:- — [x8 + sy„Ÿ + äzÊ, s¿] 


thìng 
cB 


truc 


{[sz. %z] X+ [5y. sz|ÿ} 


I 
= 
x 
sơ) 
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phù hợp với biểu thức của định lý Ehrenfest trong cơ học lượng tử. Chú ý rằng, 
ỏ đây ta đã sử dụng các hệ thức giao hoán Ís;, su] = is;, v.V. 

Ban đầu (s„) = 1/2, (sy) = (s;) — 0, và như vậy ta có thể viết với ¿ > 0, 
(sz) = (cosuf)/2, (su) = (sinaf)/2, (s;) = Ú. 

Dặt xác suất với ¿ > 0 của electron ở trạng thái s; = 1/2 là P và ở trạng 
thái s„ = —1/2 là 1 — P đo chúng là hai trạng thái đuy nhất của s„. Như vậy 


dẫn đến 
P=cos2(¿‡/2), 1— P= sin?(ut/2). 


Tương tự, đặt các xác suất để electron ở các trạng thải sụ = 1/2, sy = —1/2 
tương ứng là P và 1 — PP. Như vậy 


hay 


và như vậy 1 — ƒ = sin? (#t — 7), Cuỗi cùng với (e) và (f, ta có 


1 
s. 


P-_=0, dẫn đến P=š, IS = 
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Một hạt với mômen từ ¿ = øos và spin s, với độ lớn 1/2, được đặt trong 
một từ trường không đổi nằm theo phương z. Tại thời điểm # = Ú, hạt có s; = 
+1/2. Hãy tìm xác suất để tại một thời điểm bắt kì sau đó hạt có s„ = +1/2. 

(Columbia} 
Lời giải: 


Hamiltonian (phần cho spin) của hệ là 


3 1 
H= — Họä -.H= —59zBua, 


1 BT..CHLƯỢNGTỪ 
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Do s = 3 hơx, và hướng theo phương z. Trong biểu điễn của z„, phương trình 
Schrödinger để tìm hàm sóng spin (23) là 


d đ]1 1 0 1 ŒỊ 
¡h— =mHọB =0, 
= dự Gì l 2 & ụ Bộ 


d 1 

LG + 5 to Bay =0, 
đ 
dt 


hay 

, 1 

2B — aa + saoBai =0, 
Loại ø¡ hoặc a¿ ta được 


d2 nặP? 
—>d —=>-taạ=0, 
dị 612 T Tgpp #12 
phương trinh trên có các nghiệm 
Ga = Aiaehh+ By e SA 
ỏ đây 
2h 


` ` / > £ 
và 4i.sz, Ba là các hãng số. Do 


nên hàm sóng spin ban đầu là (¿), tức là ø¡(0) = 1, az(0) = 0. Phương trình 
Schrödinger như vậy dẫn đến 


Bốn điều kiện ban đầu này dẫn tới 


Ai+ Bị =1, Az+H;ạ=0, 
(Ái — BỊ) =0, ð(4¿— Bạ) =ứ, 
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với nghiệm Ai = 4s = Bị = —B¿ = 1/2. Thê vào các biểu thức của ø¡¿, ta 


được 
đ1Œ)\ — ( COSuU 
dạ(†)/ — \¡isinut}- 
Do trạng thái riêng của s„ = + 1/2 là 


Iz2)=s (š) 


và trạng thái riêng của s„ = —1/2 là 


1 1 
|sy(—)) = v2 si) ' 
xác suất tìm thấy s„ = -+1/2 là 


P(+) = | sy(®) |ø(9) Ƒ 


1 : COS Lý 
| v3 NÊN) Í n) 


(1+ sin 2). 


2 


tương tự xác suất tìm thây »„ = ~1/2 là 


P(—) = Iby(=)129) 1? = 5 ( — sin2e). 
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Hamiltonian của một hạt spin ‡ có điện tích +e dưới tác dụng của một từ 
trưởng ngoài là 
e 
2r1é 


Hãy tính toán tử đs/d‡ nêu B = Bộ. Dạng ma trận của s;(£) sẽ như thế 
nào? 
(Wisconsin) 
Lồi giải: 
Trong biểu diễn Heisenberg, 
ds 1 ụE 


PS SXỆ an xe 
dt :h lộ: I2mhc ls. 


s- BỊ. 
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Đo 
Ís, s - B] = [sz, s - B]& + [sụ, s- B]ỹ + [s;, s - BỊ2 
và 
[sz. S - BỊ = [sz, sz] Ðy + [sz. syÌ Bụ + [sz, sz| B; 
= (h(s, Bạụ — sự B,) 
=ih(BxsS);., VV 
ta CÓ 


Ís, s - BỊ =_—¡hsxB, 


và như vậy 


ds ge 
dị — thnng St 


Nếu B = Bÿ, phương trình trên dẫn dễn 


== =1 È): 
714 2mc s0) 
ds;,() — ọcB- 
dị — 2m “zÑ); 
và như vậy 
d2s,(1) ueB7 
d b () sz() Bà, 


với nghiệm 
%z(È) = c¡ COS (gáÈ) -Ƒ ca sín (gà), 
ở đây ¡ = cJ/2mc. Tại t = Ö ta có 
sz(Ú) = dc, sz(Ú) = cạga = g2sz(0), 


và như vậy 
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Hai electron bị liên kết chặt với các vị trí lân cận khác nhau trong một chất 
rắn. Do đó, chứng là các hạt có thể phân biệt được và được mô tả dưới dạng 
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các ma trận spin Pauli tương ứng của chúng ơ) và ơ(?), Hamiltonian của các 
electron này có dạng 


H=—J(nt)ø? + a9 ơt?) b 


kì 


ở đây J là hằng số. 

(a) Hệ này có thể có bao nhiêu mức năng lượng? Các giá trị năng lượng 
này bằng bao nhiêu? Bậc suy biển của các mức đó là bao nhiêu? 

(b) Bây giờ thêm từ trường tác đụng theo phương z. Các mức năng lượng 
mới sẽ như thê nào? Hãy về giản đồ năng lượng theo hàm của H;. 

(Chicago) 

Lời giải: 
(a) Hamiltonian của hệ là 


H—- J|z‡)z? + z4) | 


: le + ø)? — z0 ~ g0” 
. 2 


2 Fì 
(ø:'+278-—z' -z?) ị 


2 
b (zU) + z32—3— 3 
s— 2 
(øt tơ) —1—1 
2 
C1 = + ơ2)2 ~ (øt) + z2 -‡| 
2 
27,42 2 g2 
= Tế (5 —#—), 


ỏ đây 
= ... š (z0 + ø®) 


là spin toàn phần của hệ và 


h 
s;„ = sÉU + ,Ø) ~ 3 (zt) + z?)) 
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là thành phần theo phương z của nó, s°, s; và H có tính giao hoán. Sử dụng 
phương trình trên và lý thuyết liên kết tưởng tác của mômen xung lượng, ta 
có (chú ý trị riêng của s2 là s(» + 1)5?) 


SỐ các trạng thái 
] 


2 
1 
2 


Như đã thấy ở bảng trên, hệ có ba mức năng lượng —27,0, 
2, mỗi mức cỏ bậc suy biến là 2. Chú ý rằng nếu các electron là không thể 
phân biệt thì các hàng thứ hai và bốn của bảng sẽ phải biểu điễn khác. 

Œ) Với sự có mặt của từ trường |B| = B;, 

ì 22 
H= —J[øt! ø?) +ơit }ơi \ —wm- B, 


ö dây 


—c và tương ứng là điện tích và khối lượng của electron. Như vậy 


H=-— Jiøt) ơ? + C2 0N 200) + ` s¿ữ, 
: rruc 
“2 cB 
=—2⁄ |s(s+1)—-‡—1 “Hy 
Là h^ rruG ° 


»ề, s; và /ï vẫn là các đại lượng giao hoản, do vậy các mức năng lượng mới là: 
2J.6©ÖÐ;h/mé, —el3zR/rne, —2J, Giản đỗ năng lượng được chỉ ra trên Hình 3.4 
theo hàm của B; (các đường 1, 2, 3 và 4 tương ứng với các mức năng lượng 
trên). 


3027 
Một nguyên tử cacbon tự do có bổn electron kết cặp ở các trạng thái s và 
hai electron ở trạng thái p. Giá thiết tổn tại liên kết câu trúc tỉnh tễ L - S, tức 
là 72, #2 và J2 là các số lượng tử "tốt", 
(a) Hãy lập bảng các giá trị 9, 7 và /J của các trạng thái có thể, chỉ ra các 
bậc suy biến tương ứng. 
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Hình 3.4 


(b) Trạng thái nào có năng lượng thập nhật? Giải thích. 
(Columbian) 
Lồi giải: 
(a) Một nguyên tử cacbon có hai electron 14 và hai electron 2z tạo nền 
hai lớp vỏ đầy. Như vậy, các trạng thái nguyên tử được xác định bởi sự tổ hợp 
hai electron 2p. Trong liên kết L — S, do ! = lạ = L, š¡ = 3; = 1/2, ta có 


r=|h thị = =0,1,2; 9 = |sị + s¿| = 0, 1. Kể đên nguyên lý loại trừ Pauli 
và tính bất đối xứng của hàm sóng toàn phần, ta thu được bảng dưới đây. 


(b) Theo quy tắc Hund, trạng thái 3P; có năng lượng thập nhật. 
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Hạt meson x~ mang điện tích âm (một hạt giả vô hướng: spin bằng không, 
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có tính lẻ) ban đầu được liên kết ỏ trạng thái hàm sóng Coulomb năng lượng 
cực tiểu quay quanh một đøteron. Nó bị bắt bởi đơteron đó (một proton và 
một nơtron ở trạng thái 351), rồi biên thành một cặp nơtron: 


m4 +đdJ—¬n+m, 


(a) Mômen xung lượng quỹ đạo của cặp nøtron đó bằng bao nhiêu? 

(b) Mômen xung lượng spin toàn phần của chúng bằng bao nhiều? 

(e) Xác suất tìm thây cả hai spin nơtron theo hướng ngược với hướng của 
đoteron là bao nhiêu? 

(d) Nếu spin của đøteron ban đầu phân cực 100% theo hướng R thì sự 
phân bồ góc của xác suất phát xạ nơtron (trên một đơn vị góc khối) của một 
nơtron mà spin của nó ngược chiều với spin của đơteron ban đâu là bao nhiều? 

Bạn có thể cần biết một số hàm cầu bậc thấp nhất (chưa chuẩn hóa) 


WVư=l Y''! = +sin 0 cô!“ 
YỀ =cosớ, Y¿*' = +sin20 112, 
(CUS) 
Lời giải: 
(a), (b) Do tính bảo toàn chẵn lẻ trong các tương tác mạnh, ta có 
p(x~)p(d) (~1)”* = p(n) p(m) (—1)2, 


ở đây r¡, L¿ tương ứng là các mômen xung lượng góc quỹ đạo của m~ + đ 
và + n. Do zø~ bị bắt ở trạng thái năng lượng cực tiểu trong trường thế 
Coulomb trước khi xảy ra phản ứng nên Ƒ¡ = 0. Bỏi vì p(m~) = —1, p(3) = 
1, p(m) p(n) = 1, ta có 

(1)? =-—1, 


Suy ra 
Tạ = 2m + 1,rn =0, 1,2,.... 


Đoteron có J — 1 và z~ có spín bằng không vì thế J = 1 trước khi phản 
ứng xảy ra. Bảo toàn mômen xung lượng yêu cầu sau phản ứng, Lạ + § = J. 
- Tính đồng nhất của ø và œ đòi hỏi hàm sóng toàn phân phải là phản đối xứng. 
Như vậy do hàm sóng không gian đã là phản đối xứng nên hàm sóng spin phải 
là đối xứng, tức là # = 1 và như vậy La = 2, 1 hoặc 0. Do z¿ là lẻ nên ta phải 
có hạ =1, ®= 1. 
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1 
Ù 
1 
Y spin 


Hinh 3.5 


Mômen quỹ đạo toàn phần và mômen spin toàn phẩn đều bằng 
1q +1)h = V2h. 

(e) Giả thiết spin đøteron nằm theo phương J; = 1 trước phản ứng. Nêu 
cả hai nøtron có spin theo hướng ngược lại ta phải có Š¿ = —1h, Ù; = 2h, 
điều này là không thể vì r„ = 1. Do đó, xác suất bằng không. 

(đ) Chọn trục z trùng với phương RÑ. Như vậy, trạng thái ban đầu là 


l7.J¿) = |1, 1). Trong biểu diễn không liên kết, trạng thái là |L, L¿, 
% ,), với L: = 1, 9 = 1. Như vậy 
2 
1= Y2 1i 01n— YÖ1i, 1,0), 
: 2 2 
Trạng thái 


1, 1,1, 0) = Yƒ (9, ó)|1, 0) = —V3/8m sin đe? |1, 0) 


,.e ` z -. ^ ⁄ ^ ^ ` z 
có %; = 0 và do đó phải có một nơtron có s; = ~h/2. Như vậy, phân bộ xác 
suất cân có là 


ẽ.. lê 6 
.. —. 9. 
dP(, ¿)/dO DỀN TP 9 TP hòa 
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Một hyperon O~ (spin 3/2, khối lượng 1672 MeV/c?, tính chẵn lẻ +) 
có thể phân rã qua tương tác yêu thành một hyperon Á (spin 1⁄2, khối 
lượng 1116 MeV/c2, tính chẵn lẻ +) và và một meson K~(spin 0, khối 
lượng MeV/c2, tính chấn lẻ ~), tức là, O~ — A + K~. 
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(a) Dạng tổng quát nhất của phân bố góc của các meson K~ đổi với 
phương spin của Q~ trong trường hợp khi O~ có thành phần của mômen 
xung lượng theo trục z có giá trị lớn nhất có thể, tức là trạng thái ban đầu 
|07)= lấn vội sẽ như thê nào. (Giả thiết rằng @~ ở trạng thái nghỉ). 

(b) Các giới hạn nào có thể áp đặt lên dạng phân bỗ góc nêu tính chẵn lẻ 
phải được bảo toàn trong quả trình phân rã? 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Trạng thái ban dâu của hệ là |3/2, 3/2), ở đây các giá trị là mômen 
xung si quỹ đạo và spin của Q~. Phần spin của trạng thái cuỗi cùng là 
|1/2, s;)|0. 0) = 1/2: %), và phần quỹ đạo là Y?„„(Ø, ø) = 
trang thái toàn phần cuỗi cùng của hệ là 


|, im) 1/2, s;). 
Do bảo toàn mômen xung lượng ¡ = 1, 2;z: = 3/2 — s;. Như vậy, trạng 
thái cuỗi cùng là một sóng p nếu ¿ = 1, trạng thái là |1, 1) |1/2, 1/2); hoặc 


là một sóng ở nếu / — 2, trạng thái là một tổ hợp của |2, 2} [1/2, —1/2) và 
|2. 1)|1/2, 1/2). 


Như vậy, các hàm sóng là 


tp = Vu (6, @}) là) : 


0es|p-) vn lli~Ð) 
-V§ Vnt0 #} 
VỆ a6, #) _ 


Q) =dq Uạa + an tJp 


1 
GpŸ†n (8, @) — đạ V? Vận (6, +) 


4 
VỆ 0aY2¿ (9, ¿) 


bi 


ta 


và 
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Do đó 
| _ sin2Ø [lay [# + |aa |? — 2e ayøx cos ðÌ, 
tức là cường độ các hạt phát ra là 
[ « sin? Ø(1+ œcos8), 


ö đây 
t„ — —2Rtea,aa/(la; š + |u„ 5 


Đây là dạng tổng quát nhất của phân bô góc của các meson K~. 
(b) Nếu tính chẵn lẻ được bảo toàn trong quá trình phân rã thì trạng thái 
cuối cùng sẽ phải có tính chẵn lẻ đương, tức là 


(—1)!Pv Pa = +1. 


Do 
Pw PA = (—1) (+1) =_—l, 


r = Yu (6, ¿) (6) ì 


hộ a2 ca 3 » 
U;0/ = si 80=m==~cos 8). 


ta có ! = 1, Dẫn đến 


và 


Như vậy, bảo toàn tính chãn lẻ áp đặt cho phân bố góc phải có dạng 


1x(1—cos2ó), 
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Cho hai mômen xung lượng góc J¡ và J› (ví dụ, L và S) và các hàm sóng 
tương ứng, ở đây 7; = 1 và 7; = 1/2. Tính các hệ số Clebsch-Gordan cho các 
trạng thái với J = J) + Jạ, ?n = znị + rna, trong đó: 

(a) j = 3/2, m = 3/2, 

(b) j =3/2,7mm = 1/2. 
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Xét các phản ửng 
KTp¬Đ r1, 
— # 
— S99 
Kénmn—=} ` T, 
— Đ9mT 
Giả thiết các phản ứng này xảy ra qua một quá trình cộng hưởng và do đó 
là qua một trạng thái thuần spin 7 nào đó. Dựa trên sự bảo toàn spin 7, hãy 
tìm tỉ số tiết điện của các phản ứng trên 
(c) đối với trạng thái cộng hưởng 7 = 1, 
(đ) đối với trạng thái cộng hưởng 7 — 0. 
Sử dụng các hệ só Clebsch-Gordan đã cho. Các spin 7 của K, œ, E, và œ 


tương ứng bằng 1/2, 1/2, I và 1 
(Berkeley) 


Lời giải: 


(a) Do j\ = 1, 72 = š, ta có 
|3/2, 3/2) = |1, |1/2, 1/2). 
(b) Định nghĩa toán tử J_ = .h)_ + J;_, ta có 
J_|8/2, 3/3) = (J¡- + 2-)|1, 1)|1/2, 1/2), 
hoặc sử dụng các tính chất của J_ (xem Bài tập 3008), 
hv3|3/2, 1/2) = hV2|1, 0)|1/2, 1/2) + B|1, 1)11/2, ~1/2), 
và do đó 
|3/2, 1/2) = ⁄2/3|1, 0)|1/2, 1/2) + V/1/3|1, 1)|1/2, —1/2). 


Để tính các tiết điện phản ứng tương đối ta sử dụng biểu diễn liên kết để 
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^ 7 Tz ả À ` Án: c- SV 
mô tả các trạng thái spín 7 ban đầu và cuôi cùng 


|K—ø) =|1/2, —1/2)|1/2, ".. 
|S~x?)=|t,—Ð|11= )— V1/2J1, 0) + 1/310, 0), 
|ETz }=|1,1)11.-11= ; còn A v0 TH 


JE°z°) = J1, 011, 0) = v2/3|2. 0) — 1/310, 0), 
|K~m) = 1/2, —1/2)|1/2, 1/2) = |1, —1), 

|: =j1. .0= V152, =1 ~ v1⁄2|1,—1, 
I5 na V172|2, ~1) + 1/2|1, -1). 


Với các phản ứng ⁄( ˆp trải qua trạng thái cộng hưởng 7 = 1, các trạng thái 
cuối |3~x*) đóng góp — V3 |1 0). | Đ*+~) đóng góp v/3 |1, 0), trong khi đó 
I#?°zÐ) không đóng góp. Như vậy 

ø(-w#*}: ø(*#”}+ mg” Pm)=1:1:0. 

Tương tự cho các phản ứng #/~n, ta có 

øơ(5 x9): ơ(YJ°xz”)=1:1. 

Chỉ có các phản ứng K~p là trải qua trạng thái cộng hưởng 7 = 0. Suy 

luận tương tự dẫn tới tỉ sô tiết điện phản ứng như sau 


ø(J m): a(J†fx~):ø(Y?°nm9ì=1:1:1. 
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(a) Tính các hệ số Clebsch-Gordan cho các trạng thải với J = J¡ +J¿. Äƒ = 
mục + mạ, ở đây ¡h = 1 Và Ja = 1/2, và j = 3/2, AT = 1/2 cho các giá trị khác 
nhau có thể của mị và mạ. 


(b) Xét các phản ứng: 
Tp —›> Tp () 
mÐ— 7p (ñ) 


Tm7p— nụ (ñ) 
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Các phản ứng bảo toàn spin đồng vị này có thể xảy ở trạng thái spin đồng 
vị ¡ = 3/2 (A cộng hưởng) hoặc trạng thái 7 = 1/2 (V' cộng hưởng). Hãy 
tính tỉ số các tiết diện ngang, ơ¡ : ơi :; ii, với năng lượng tương ứng của 
cộng hưởng A và cộng hưởng N'. Tại một năng lượng bạn có thể bỏ qua hiệu 
ứng gây bởi các trạng thái spin đồng vị khác. Lưu ý rằng pion là trạng thái 
spin đồng vị 7 = 1 và nueleon là trạng thái spin đồng vị 7 = 1/2. 

(Berkeley} 
Lời giải: 

(a) Do AT = mỹ + mạ = 1/2, (mà, rnạ) chỉ có thể là (1, —1/2) hay (0, 1/2). 

Xét 
3/2. 3/2) = |1, 1) |1/2, 1/2). 


Do 
M_ |3/2, 3/2) = V3|3/2, 1/2), 
và 
Bf_ |3/2, 3/2 = (An_- + M;_)|1, 1) |1/2, 1/2) 
= v2|1, 0) |1/2, 1/2) + |1, 1)|1/2, —1/2), 
tả CÓ 
(1, 1, 1/2, —1/2|3/2, 1/2) = 1/V3, 
(1,0, 1/2. 1/2|3/2, 1/2) = v23. 
(b) Do 
mất =|1,1), mÐỞ=|1.0, x=|1L-1, 
p= |1/2,1/2, n= =|1/2, —1/2), 
ta có 


Irm*p = |1, D |1/2, 1/2) = |3/2. 3/2), 
1, —1) |1/2, 1/2) =u|3/2, ~1/2) + b|1/2, —1/2), 
1,0) |1/2, —1/2) = c|3/2, —1/2) + đ|1/2, —1/2). 


|m—p) = 


| rÊn) = 


Từ bảng các hệ số Clebsch-Gordan, ta tìm được ø = 1/3, b = —⁄2/3, 
c = V2/3, d= 1/3. Đỗi với trạng thái cộng hưởng A, 7 = 3/2 tỉ số của các 
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tiết điện ngang là 


1 2 
bự 15) 26071 (12 Đi DỆ các *; lacl? =1: :<. 
Øi : Ơii : Ơiii |¿| | | 9 9 
Đôi với trạng thái cộng hưởng ẤM”, 7 — 1/2, và các tỉ số là 


4 
Øi : đi : Øđji =0 : |b|Ế : |bd?=0:g 


@I+ 
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Xét một electron trong một từ trường đều theo phương z. Giả thiết kết quả 
của một phép đo cho thấy spin của electron hướng theo trục y đương tại £ = 0. 
Hãy tìm vectơ trạng thái Schrödinger cho spin đó và độ phân cực trung bình 
(giá trị ki vọng của s>) theo phương + với ? > 0, 

(Wisconsin) 
Lời giải: 

Vì ta chỉ quan tâm đến trạng thái spin và từ trường là đều trong không gian 
nên ta có thể bỏ qua phần không gian của hàm sóng. Như vậy, Hamiltonian có 
thể được lấy như sau 


H-=-huh-B=k¿ơ : B=húơ;, 


ỏ đây w = —b„ø,  = nạB/h = eB/2mc, uạ là magneton Bohr z2. Do elec- 
tron ban đầu hướng theo trục nên hàm sóng spin ban đầu là 


—. 


Gọi hàm sóng spin tại một thời điểm ¿ sau đó là (2). Phương trình 
Schrödinger 


¿R dộ/dt — Họ 


h H 
dân đên 


hay 


œ = —io,  Ø= t8, 
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«a< (0) (2) = 4 (5): 


@x) 


có nghiệm 


Như vậy 
(| $z |) 


TƯ G, == `. ND: 
ae te 1 pj (;ee 


II 
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Xét một electron trong một từ trường hướng theo phương z. Spin của nó 
được đo (ở thời điểm ?a) chỉ theo hướng dương. Xác định độ phân cực theo 
phương + và z đôi với ? > tạ (tức là giá trị kì vọng của 2»; và 2»„)? 

(Wisconsin) 
Lời giải: 


Phương trình Sehrödinger đối với vectơ trạng thái spin là 


“A928 —... _ (#0) 
Sông _) Tông: nữ) SHỦ vPP Đại 


ð đây ¿ = |e|B/2na„c là độ lớn của mômen từ của một eÌectron. Do B nằm 
theo phương z nên phương trình trên trỏ thành 


"..... 1 0\ (a( 
là PB Ki. Ệ _ tp 


+hÕy ð(P) = Hạ Ba(Đ), 
zh 0 b() = —ueBb(). 


hay 
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Các nghiệm là 
d{Ð) = a(1a) e— š 8©B=) 


b(Ð) = b(la) c? HeB(t—to) 


Tại thời điểm +o, spin của electron nằm theo phương 1. Như vậy 
1"....—. Ệ 5) 2(o)\ _ b (sứ) 
ý À0) 2 \2¿ 07 (b(g) 2 (ba) 7 ` 


lên = a(ta). 
ia{fe) = b(tfn). 


hay 


Điền kiện chuẩn hóa 
|affa)lf + |bữo) |Ÿ =1, 


dẫn đến : 
|a(ø) |Ÿ = |b(t¿) Ÿ = s 


Do cử = ¡, nên ra có thể lây 
a(fo) =1/V2, bạ) =2/V2. 
Như vậy ở ¿ > 1¿ sự phân cực theo phương + và z tương ứng là 
".. Q@ 1 ú 
“=...'NI0P 
= h(ab+ ba) = —Bsin b Bụ ¬ ; 


(352) = h(d , M) Ẹ ni) () 


=h(au—~bb)=0. 


1§- BT..CHLƯỢØNG?Ứ 
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Hai hạt có spin 1/2 tạo nên một hệ phức hợp. Spin 4 ở trạng thái riêng 
9 = +1/2 và spin Ö ở trạng thái riêng S; = t1/2. Xác suất để một phép đo 
§pin toàn phần cho giá trị bằng không là bao nhiêu? 
(CUS) 
Lời giải: 


Trong biểu diễn không liên kết, trạng thái ở đó spin liên kết bằng không 


có thể viết đưới đạng 
1 l 1 1 1 
0= — ||%4:=s)| #gz=—x)T—|#a;=—šs |8. =2 : 
|0) : (|2 s) 8 ;) A 1i B 5)) 


ở đây Z¿„ và Sp; kí hiệu các thành phân theo phương z của các spin A và 
tương ứng. Khi các hạt spin s này ở trạng thái 


|@) = |5az = +1/2) 


Spz = +1/2). 
thì xác suất tìm thấy spin toàn phần bằng không là 
P=|(00|@. 


Trong biểu diễn của Š? và Ê,, toán tử mômen spin Š; được định nghĩa 


bằng 
_ h h /0 1 
& 22 =2 Đ): 


Giải phương trình riêng của Š;, ta thấy rằng hàm riêng của nó có thể khai 
triển qua biểu diễn của S2? và 5; vì 


1 
%; —= +1/2) = —=(|SŠ; = 1/2 5%; = -1/2)). 
/2) = 1s(|5: = 1/9 + | /2) 
Như vậy 
1 1 1 `: 
(=-j|%= tạ) = g ((%:= ~g|%= g) 
1 1 
+(®%;=_--|S;=_—- = : 
\ 5) v2 
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và do đó 
Ì 1 1 1 1 
=—= S = —= = = S% = = 
(01) v2 (a 2 ĐAz tạ) Ca: D Bx tà) 
: | có 1 ¬ 
— (4: = =Š SA; = 3) (sa. = 2 ¬.) 
TP An se rểi Ty: 
— 2 Css, = b) SPnz= tạ) = 
Vậy 
P—|(0|Q)|Ê =2 = 25%. 
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(a) Một electron được quan sát thây có spin chỉ theo phương z của một hệ 
tọa độ vuông góc. Xác suất để một quan sát thứ hai sẽ cho thây spin chỉ theo 
hướng làm với trục z một góc Ø trong mặt phẳng + — z là bao nhiêu? 

(b) Spin tổng cộng của nơtron và proton trong một đơteron là một trạng 
thái bội ba. Spin tổng cộng được quan sát thấy là song song với trục z của một 
hệ tọa độ vuông góc. Xác suất để một quan sát lần thứ hai sẽ cho thấy spin 
của proton song song với trục z là bao nhiều? 

(Berkeley) 


Lời giải: 


(a) Trạng thái spin ban đầu của electron là 


léo = (): 


Trạng thái mà spin tương ứng nằm trong mặt phẳng +z và lập với phương 
z một góc Ø là 
8 
CoS — 
|) = =8 
an D] 


ˆ 7 Á ; Z : £ R è ˆ x 
Như vậy, xác suất để lần quan sát thứ hai cho thấy spin nằm trên mặt +zz 
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làm thành một góc Ø so với trục z là 


Ủọ) |Ÿ = | (se; sin 5) tư) 
= cos” Ñ) 


(b) Trạng thái spin ban đâu của hệ nơtron - proton là 


[#e) = |1, 1Ù = |1/2, 1/2), |1/9, 1/2);. 


PỢØ) = | 


Giả thiết lần quan sát thứ hai cho thấy spin của proton song song với trục 
z. Do spin của ndtron song song với spin của proton trong đoøteron, nên trạng 
thái cuỗi cùng vẫn được duy trì như trước 


[ứz) = 11/2. 1/2): |1/2, 1/2);. 


Bỏi vậy, xác suất lần quan sát thứ hai cho thấy spin của proton song song 
với trục z là 1. 


3036 


Đoteron là một trạng thái liên kết của một proton và một nơtron có mômen 
xung lượng toàn phần tổng J = 1. Về cơ bản nó là một trạng thái % (V. = 0} 
với một phần pha trộn nhỏ của trạng thái D (E = 2). 


(a) Giải thích tại sao trạng thái P không thể đóng góp được gì trong trường 
hợp này. 

(b) Giải thích tại sao trạng thái G không thể đóng góp được gì trong trường 
hợp này. 

(c) Tính mômen từ của hệ ¡ò — p đối với trạng thái D thuần túy Cố J = 1. 
Giả thiết rằng các spin »œ và p liên kết với nhau để tạo nên spin tổng cộng % 
sau đó liên kết với mômen quỹ đạo U để tạo nên mômen xung lượng toàn 

À `. LÁT HÀ 3 ù ^ ⁄ ^ ` 
phần J. Biểu điện kết quả của bạn theo magneron hạt nhân. Các mômen từ 
của proton và nơotron lần lượt là 2, 79 và —1, Ø1 magneton hạt nhân. 

(CUS}) 
Lời giải: 

(a) Các tính chẵn lẻ của ,9 và 7) là dương, trong khi tính chẵn lẻ của trạng 

thải ? là âm. Do sự bảo toàn tính chăn lẻ trong tương tác mạnh, một hệ lượng 
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tử ban đầu là một trạng thái 5 không thể có thành phần trạng thái P tại bât 
kì thời điểm nào sau đó. 

(b) Các giá trị có thể của spin đổi với một hệ gồm một proton và một 
nơtron là 1 và O. Chúng ta có J = L + § và J = 1. Nên 9= 0. Ƒ = 1, thì hệ 
sẽ ở trạng thái P, điều này bị loại bỏ như ta đã thấy ở câu (a). Các giá trị cho 
phép như vậy chỉ còn 9 = 1,  = 2,1,0. Bói vậy, một trạng thái G (Ù = 4) 
không thể có đỏng góp vào trạng thái đó. 

(c) Spin tổng cộng là § = s; + sa. Đôi với một trạng thái 7) thuẫn túy với 
J = 1, mômen quỹ đạo (đối với khối tâm của n và ø) là L = 2 và spin tổng 
phải là ý - 1. Mômen từ toàn phân tổng xuắt phát từ liên kết của mômen từ 
của spin, , với mômen từ quỹ đạo, /+,, ở đây ý = ty 1 tự, y, „ tưởng ứng 
là mômen từ spin của p và ". 


Giá trị trung bình của thành phần của / theo hướng của spin toàn phẩn S 


là 
Ứp HN Sụ 0n HN 8„) - 5 1 
` ( pH Đ sẽ m) S = 3 (p + 0n) HvS¿ 
ỏ đây 
cà 5,58 = —3.89 
SN Si C” HIP CỤ DỤ À MÀ Tp V0, TMR 
Do s; = S„ = $8. 


Chuyển động của proton đối với khôi dẫn tới một mômen từ, trong khi 
chuyển động của nơtron không dẫn tới sự xuất hiện của mômen từ vì nó là 
hạt không mang điện. Như vậy 


tị, = HN Lạ. 


ở đây L„ là mômen xung lượng của proton di với khối tâm. Do Lạ; + Lạ = L 
và ta có thể giả thiết Lạ; = L„, ta có L„ = L/2 (khối tâm nằm tại trung điểm 
của đường nỗi, coi mụ„ na). Rút ra, ðy = ðwvL/2. 

Mômen từ liên kết toàn phần theo phương của J như vậy sẽ bằng 


1 
gNL -J+ sp 1án})80xS ‹J | 3J 


HỦp — T7 đề 1) 


DoJ=LtS,S-L=‡3(J2-— 1?— %?).Với.J =1, =2, 9= I và như 
vậy J? = 2. E2? =6. %? = 2,tacóS - L= -3 và đo đóL : J=3.S- J=-—1. 
Như vậy 


224 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


1 1 
Lhụ lš HN -:3+ 2 0 ta) y(=D] 3/2 


1 ] 
= l5 ~5 (ựp 3 mm) HAI =0,3I1uwJ. 


Chọn hướng J trùng với phương z và chọn giá trị cực đại J, = l, ta có 
Hị =Ù, 31H. 
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Thí nghiệm Stern-Gerlach bước đầu đã xác lập được thành phân z của spin 
điện tử là —h/2. Một từ trường đều theo phương + có độ lớn ra Ð (sử dụng 
đơn vị cøs) sau đó được bật lên tại thời điểm ¿ = 0. 

(a) Hãy dự đoán kết quả của một phép đo đơn lẻ thành phân theo phương 
z của spin sau một khoảng thời gian 7. 

(b) Nếu thay vì đo thành phần z của spin, ta do thành phần spin theo 
phương +, hãy dự đoán kết quả của phép đo đơn lẻ như vậy sau một khoảng 
thời gian 7'. 

(Berkeley) 
Lời giải: 
Phương pháp 1 


Hàm sóng spin (;) thỏa mãn 


_ a\ — 6RB JNN 0 1 đ.\I - 2.0 P 
ss()-52 (9> 9.6)-*) 


ỏ đây œ = {3/2 hay 
¿0 — tUb, 
¡b =ứa, 
2 


ä = —iub = ~Uˆa, 


Như vậy 


với nghiệm là 
u = Ae“t+ ce~*l 


b= Cà =-(A“tT— Ơe 9, 
ằœ} 
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ö đây A và Œ là các hằng số tùy ý. Từ điều kiện ban đầu ø(0) = 0 và b(0) = 1, do 
spin ở trạng thái ban đầu hướng theo phương z, ta được A = —1/2, Ở = 1/2. 
Như vậy 

(!“t — e9) = —isinut, 


b= -(6“† + c~2 = coSUE. 


và hàm sóng tại thời điểm ¿ là 


(a) Tại ft = 7, 


. .... số. ..ẽ.... (0 
4Œ) = [ E807 }: ¿sin 7 Ệ + cosư7T 1)” 


Do (¿) và (7) là các vectơ riêng của ø; với các trị riêng tương ứng +1 và 
—1 nên xác suất để thành phần z đo được của spin là dương là sin? «+7; xác 
4 sẻ ` Xá ` 
suất để thành phản z là âm là cos?¿.7. 
(b) Trong biểu diễn chéo hóa của ø;, các vectơ riêng của ơ„ là 


0(Zz = 1) = _ N) , (Ø =—l)= ¬ & 


Do ta có thể viết 


"`... ..ẽ'ẽ 5. . sẽ. đo điệp, c2 ïb Ji 
v0 = (ng ) = g2 5h)? „| ì 


__. _Ủ uệ, ¬ 
& U(øx = l) + .. (0x = »s 


nên xác suất để thành phần x của spin được đo là dương và âm là như nhau 


và băng 
Vì "nà 
củ1 


v2 


e1 


w 


PT 


s 


Phương pháp 2 
Hamiltonian đổi với năng lượng spin là 
H=-pw-B=eBhaz/2mc. 
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Các trạng riêng của ơ„ là 


z = ` , ^ 
Ta có thể viêt hàm sóng ban đầu như sau 


sen (=2 L3 (- 


Khi đó, từ Hamiltonian trên suy ra 


mỈ” 
Z 

Dhitc 
"———~ 
L—I 


(a) Do 
—1§in ý 
VÁU ( COS uf ) l 
các xác suất tại ¡ = 7 là 
Đại = sìn 7, P¿j = cos°uT. 


(b) Như ỏ phương pháp 1 ö trên, 


1 1 
)= ¿ TUUẾ -. 
Lai lgg: 3° 
1 
P„, = z. 
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Một nguyên tử kim loại kiêm ở trạng thái cơ bản đi qua một thiết bị Stern- 
Gerlach được điều chỉnh sao cho các nguyên tử truyền qua có spin hướng theo 
hướng +z. Nguyên tử sau đó ở trong một từ trường H hướng theo phương + 
trong một khoảng thời gian z. Khi kết thúc khoảng thời gian này xác suât để 
nguyên tử đí qua máy lọc Stern-Gerlach cho các spin theo hướng —z là bao 
nhiêu? Xác suất này có thể bằng 1 được không? Giải thích. 

(Berkeley) 
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Lời giải: 
Hamilronian 
hH H 

lời Øy = hươy, `". 


T—-=pw-H= 
ủ B 2m 2m 


dẫn đến phương trình chuyển động 


_hR đ (đủ) _, (0 1 GÌ T g,.(2 
1109) 1H) 1L)ia Tội 


t = na : 
tỦa — UUỦN. 


jị tui =0, 


hay 


và do đó 


Nghiệm là ý = & 2 ), VỚI 


tị(8) = ae + bé 9E, 


2(1) = — Ủị = —-det2t + be T9, 
kJ 


Từ điều kiện ban đầu 


Suy ra ¿ = b= 1/2. Như vậy 
f1 1 chð£ + ọ "42 — ( €OSu 
n Øj 39 cớ + ó eE |] (—isinoÍ 
1 
= COSUÝ ()—: zsinu# ụ ) n 


Trong biểu thức trên () là vectơ riêng của ơ; đối với trị riêng —1. Như 
vậy, xác suât để các spin theo hướng z tại thời điểm z sau khi nguyên tủ đi 
qua máy lọc lựa Stern-Gerlach là 


l0 1) ( ng 


—?SIn U27 ; 


`" 1 — CoOS 2J7 
= SID^“uJT = = 
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Xác suật bằng 1, nêu 
1— €0S2u7 = 2, 
hay 
COS 27 = —]. 
tức là tại thời điểm 


(2n + 1)m TILCT 
T=T— = 


= (2 : 
( 2 T IN 


2.) 


Như vậy, xác suật sẽ bằng 1 tại các thời điểm r = (3n + 1)mcz/|e|H. 
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Một chùm hạt có spin được cho đi qua một máy Stern-Gerlach chia chùm 
này thành hai thành phân tách biệt trong không gian phụ thuộc vào số lượng 
tử ;¡ của các hạt, Một trong các chùm tạo thành được bỏ đi và chùm kía được 
đưa qua một máy tương tự, từ trường của máy đó có độ lệch œ so với phương 
từ trường của máy thứ nhất (xem Hình 3.6). Tính tỉ số các số hạt xuất hiện 
trong hai chùm đi ra khỏi máy thứ hai là bao nhiêu? Suy ra kết quả bằng cách 
sử dụng hình thức luận spin của Pauli, 

(Berkeley) 

Lời giải: 

Đối với một phương bất kì trong không gian n = (sìn Øcos ¿, sin Øsinu, 
cos 6) toán tử spin là 


Hình 3.6 


Zơ - na =øz SinØco0sự + øysin Ø sin + ơ;€oS 8 


cos8 — sinøe”⁄ 
_ \sinøe#  —cosg } ` 


Spm và mômen xung lượng 


_ (01 _ (0 =i "`... 
SẮP Su li vội DU, cẾc Qj 5⁄0J7% 0/27 | s1 j* 


là các ma trận PaulÙi. Đặt hàm riêng và trị riêng tương ứng của toán tử spin là 
(4) và À. Khi đó 
(L ũ 
ơ.n (: THỊ 


œ(CosØ — À) + be"'“sinØ =0. 
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ỏ đây 


hay 


ae” sin Ø — b(À -L “0s Ø) = 
Để a. không triệt tiêu đồng thời, 


COSØ — À c"'#sinØ 


= À2? — cosˆ ớ — sin?  = 0, 
c“sinØ  —(À + cosØ) 


hay À2 = 1, tức là, À = +1, tương ửng với các mômen spin +¿ h. Ngoài ra, 
điều kiện chuẩn hóa yêu cầu 


(a b) Bì =løl?+|b|?= 1. 


Đôi với À = +1, ta có 


b 1 — cosØ sin Ê tả 
=— - = dv 
D) c *#sinØ cos § 


và với điều kiện chuẩn hóa, vectơ riêng 


COS — 
|† n) = 
* sin — 
R- Z. , 
Đôi với À = —L, ta có 
b cos 8 + 1 Cos D 
ũ e"? sin ở e—t+ sin Š 
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l Z+ xà ^ˆ _d Z ^.ˆ 
và với điêu kiện chuẩn hóa, vecfơ riêng 
lu 
—c #sin — 
2 


COS s 
2 


|} m) = 


Đôi với máy Stern-Gerlach thứ nhật chọn hướng của từ trường theo phương 


z. Chọn n theo phương của từ trường trong máy Stern-Gerlach thứ hai. Như 
vậy, trong biểu thức trên ¿ = 0. Ø = ø. 


Nêu các hạt được đưa tới máy % — G thứ hai có spin thuận, ta có 


l?z)=ec|[†m>+|[Lm, 


c= (†|† z) = (cos (œ/2). sin (v/2)) B = cos(œ/2), 
đ=(|n»]†1z) = (—sm (œ/2). cos (œ/2)) () = —sin (œ/2). 


Bởi vậy, sau khi chúng rời máy S — G thứ hai tỉ số của các số hạt của hai 
chùm là 
c2 _ cos?(a/2) - : 
lđ{2 sin(ø/2) - 3. 
Nếu các hạt đi vào máy # — Œ thứ hai có spin nghịch, ta có 


|ILz2=elTn)+d{ 1n), 
c= (†m|}z) = (cos(z/2). sin (œ/2)}) lD) =sin (œ/2), 


đ= (1n||z)=(—sin(ø/2). cos (œ/2)) ñ) = coS (œ/2), 


và tỉ sô của hai chùm hạt là 


sin? (œ/2) 
co82 (¿/2) 


= tan” 


= 
s- 
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Mômen từ của một nguyên tử bạc về cơ bản là bằng mômen từ của electron 
hóa trị chưa kết cắp và bằng  = —+s, ở đầy + = e/mị Và s là spin elcctron, 
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Giả thiết rằng một chùm các phân tử bạc có vận tốc V được cho qua một 
máy Stern-Gerlach có gradien từ trường theo phương z, và giả thiết chỉ có 
chủm với ø¡„ = h/2 được xem xét như sau. Chùm này đi vào một vùng dài 7 
có một từ trường không đổi ạ hướng đọc theo trục của chùm (trục z). Sau 
đó nó đi vào một máy Stern-Gerlach tương tự như máy thứ nhất như chỉ ra 
trên Hình 3.7. Hãy mô tả rõ ràng hiện tượng sẽ quan sát thấy khi chùm hạt 
đi ra khỏi máy Stern-Ferrlach thứ hai. Biểu diễn cường độ của các chùm đi ra 
theo các tham sô V, L, Bụạ và các hằng số của bài toán. 

Sử dụng các phương trình chuyển động cơ học lượng tử để rút ra kết quả 
của bạn. 


(Berkeley) 


Hình 3.7 


Lồi giải: 
Nếu ta nhìn từ lỗi ra của máy ,9 — G thử hai, ta sẽ thây hai vạch đen xuất 
hiện do sự lắng đọng của hai loại nguyên tử bạc với ?:, = B/2 Và mm; = —h/2, 


Kí hiệu trạng thái của hệ trong vùng 7 bằng | £). Nếu ta chỉ xét các nguyên 
tử với mạ — 5/2 trong chùm đi vào vùng L tại ¿ = 0, thì 


I=0) = (9) 


Hamiltonian của hệ trong vùng có chiều đài 7 là. 


+xhụ 


N=_-u.B- 


Tụ 


và như thế 


lÄY =iexo (z2) li=0) 


‡ 1 
-sm(-54) (0 
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Bạt Bạt 1 
= (eo — — #øy Sỉn T2) ) 
> +Bụt (1 , xBot /U 
= E05 2 (2)xen 2 „}c 


Như vậy, tại lỗi ra của vùng, cường độ của các chùm hạt với ø; — 3 và 
m„ = —Š tương ứng là 


1, =lacos? 7). I. =lssin? ?⁄) : 


ở đây 7¿ là cường độ của chùm hạt đi vào vùng từ trường. 
Khi chùm rời khỏi vùng r, t = L/V. Như vậy, tỉ số của các cường độ là 


cot?(+BaL/2V). 


Sự tách chùm được thấy khi nó thoát ra khỏi máy Stern-Gerlach thứ hai. 
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Hai hạt spín 1/2 có điện tích trái dấu (spin sạ và s;) liên kết với nhau trong 
một hệ với năng lượng tương tác AE. 


Hệ được đặt trong một từ trường đều H = ¿ï72. Hamiltonian của tương tác 
spin là 
Ñ= (AE/4)(đ1 - Ø2) T— (m +) H 
ở đây , = ø,uos, là mômen từ của hạt thứ ¡, 
Các hàm sóng spin của bồn trạng thái của hệ, đưới dạng các trạng thái 
riêng của thành phần z của các toán tử ø, = 2s¿, là 


tị = điớa, 2 = sơ + coi), ta = cay T— sêtØ‡, ta = 172, 
ỏ đây 


(7;¿œ¿ =ử¡j, (2; =—đ, s=(U/V2) -(L—z/V1+z2)12, 


c=(1/V2(1+z/V1+z3)12, 
+ = HoH( — m)/AE. 
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(a) Hãy tìm các trị riêng năng lượng liên hệ với từng trạng thái ÿ,. Hãy 
thảo luận trong các trường hợp giới hạn uoH/AP »> 1 và ¿oH/AE <« 1. 

(b) Giả thiết rằng một trạng thái ban đầu (0) được sắp đặt sao cho hạt 1 
phân cực theo phương từ trường z, nhưng hạt 2 thì không bị phân cực. Hãy 
tìm sự phụ thuộc vào thơi gian của độ phân cực của hạt 1 


h:ứ) = tu@) ÌØz |) ` 


Thảo luận các trường hợp giới hạn /¿#7/AE <& 1 và uoH/AE » 1. 
(Columbia) 


Lời giải: 


(a) ơ, œ, Ø có thể được biểu diễn đưới dạng các ma trận 


— /0 1 - "IÊ0). ‹Cf/ " 
Sử, cv, dt SH canldpe- c9 m SP 20 @ÐJ 


thỏa mãn các hệ thức sau 


Ơyy0y = Ở,, ØyxỔi = 0i, 
Ơiy0; = 1Ö, 0iy0; = —tới, 
Huồi =ới, “gu EM. ˆ 
Khi đó, vì 
H =(AEF/4)(øi - øa) — (mị + mạ) - H 
=(AE/4)(21zØzz + ØtiyØay + ØzØaz) 
1 
kK Ho H (00x + 9222) 


ỏ đây ta đã sử dụng môi liên hệ  = gas = $ guoØ, ta có 
ệ ˆ : : 1 
Nội = Hang = (AE/4)(00 ~ Øì 0à + œiaa) — 2 Hof (m +ø)did2 


= (az¿ _- soH) a0 = (Aa "=. xeH Đi, 
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và do vậy 
Eị =.AE/A— 2 (0 +) Họ, 
Tương tự, 
Ha = : “ [s(0œi 9s + œ2 — Øeg) + c(ờa 1 địa; — 0i 6)] 
+ : (ới — Ø2) HoH(sđ + — cơi 232) 
=l(AE/4A)(% ~ s)— (AE/21sa] Đo; 
+[(AE/4)(2s - e1 (AE/2)aec] e3; 
=(AE/4)(2c/s — 2z — 1) sfaa + (AE/4)(2s/e + 2 — 1)eœ dị; 
Khi đó, do 
3ã 211/2 
n m..-.nn nn 
=2(V1+xz2—+) + 2+ = 2s/c + 2z, 
ta có - 
Ñủa = (AE/4)(2VT+ z2 — 1) 9a, 
hay 


Eạ =(AE/4)(2V1+z2— 1). 
Bằng cùng một cách thức như trên ta thu được 
E¿=(_—“AE/4)(2V1++?+1), 


Eạ = (AE/A) + ST uạH, 


_ (b) Do hạt 2 không bị phân cực và có thể được coi như là một trạng thái 
hỗn hợp nên trạng thái £; của nó có thể được khai triển đưới dạng œ; và ở; 
Éa¿ = au¿ + b3y , 
ỗ đây |a|2 = |b|? = 1/2. Khi đó, hàm sóng toàn phần ban đầu là 
(0) = aiếa = ứI(6œ¿ + b.32) 


e 


s 
=ựnin +—: ta — Ù—— ÿ. 
] FTEREE-› c2+.2 3 


= ni + bcủa — bs13 Ò 
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vì 


(1) = uủi eXp (5) + bcj¿ eXp Củ 


— bsja eXp ( = ) ỳ 
Sau đó, sử dụng các hệ thức 


Ø1z) = Øtz0102 = 0102, 
Ø1z2 — Ø1;(sổyœ¿ + cai Ø) = —súa 4: cửi 5, 
ơtz0a — ơi; (cửa — sơiØa) — —(ctơa + xơi ạ}, 


ta thu được 


1z = @0)|øiz|20)) 
=l# |? + |b|? (exp (—iE21/B) c(s/aa + ca) 
— €XD (—tat/B) s(cØằœa — sơi/a) || eXp (—+Eat/R) 
x c(—shøứa + cœIØ)) + eXp(T—LE2/h) s(cÖteœ¿ + ớt Ø;)) 


1 

si {(s2 — cÊ}° + 4»2c2 cos (E¿ — F⁄a)£/B) 
1 

+———x l*#?+cos(V1+ +? An) 


1 
2 2(1+z?) 


sin? (V1 + z2 AE(/21%. 


_- 
1+z2 


(c) Trong giới hạn uaH/AE +» 1, tức là, + >> 1, ta có 


AE + l 
Eìạ = TT ST #2 uuH 8 —> (0 + ga) HọH, 
4 2 2 
AE 


1 
kạ 2 P0 H4 Hi 


Fn = T— (1+2V1+2) (ga — 0‹)boH, 


†8- BY...CHLLỢNGTỪ 


236 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


1 
taioH D (nu + 32) HoH, 


Khi öoH/AF < 1, tức là, z < 1, ta có 


kì “% k¿ “% AE, 


_ AF AE 
mini 1+z2— 1T: 
 _ 

4 


P,(Ð ~1— sin? (AE1/20). 


3042 


Một nguyên tử hydro ở trạng thái ?P\;¿ với mômen xung lượng toàn phần 
hướng lên theo trục z. Trong tật cả các phân của bài tập này hãy chỉ ra các 
tính toán của bạn và giải thích cặn kế. 

(a) Với xác suât bằng bao nhiêu thì electron có trạng thái spin hưởng 
xuông? 

(b) Hãy tính xác suất trên một đơn vị góc khối 7"(0, ¿) để tìm thấy electron 
tại các góc cầu 0, (không phụ thuộc vào khoảng cách bán kính và spin). 

(c) Một người làm thí nghiệm tác dụng một từ trường yếu theo chiểu 
đương của trục z. Mômen từ hiệu dụng của nguyên tử trong từ trường này là 
bao nhiêu? 

(đ) Bắt đầu từ trạng thái góc, người làm thí nghiệm tăng dẫn từ trường lên 
đến trên giói hạn tách mức siêu tính tê. Các số lượng tử spin và quỹ đạo của 
trạng thái cuỗi cùng sẽ là bao nhiêu? 

LGiả thiết Hamiltonian là tuyên tính theo từ trường.] 

(e) Mômen từ hiệu dụng của trạng thái cuỗi cùng này là bao nhiêu? 

(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Đối với trạng thái ?P;/;,Í = 1. s = 1/2, J = 1/2, J; = 1/2. Biển đổi 
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biểu diễn liên kết thành biểu diễn không liên kết, ta có 
|, 2z) =11/2, 1/2) = V2/3|1, 1)|1/2, —1/2) 
~ WT/3|1. 091/2, 1/2). 


(b) Do 


Ji < V. T 


1 : : : 
P, ø) d9 = 3 (ÔYtcYti + YiaYto) độ. 


ta Có 


Như vậy, xác suất trên một đơn vị góc khối là 


3 1 
P(,w)= (¿ x = sin” 9 + TP cos2 0) =—= 


4T- 


1 
K) 


(c) Trong từ trường yêu, Jÿ và 7, là các số lượng tử tốt và trạng thái giữ 
không đổi. Mômen từ hiệu dụng là 
1 1 


_ /1 L I\ _ e Ác “Ty 
BÀ 2-2712) 3/7 #?mc\23 ` 3|” 


ở đây +: là khối lượng electron và 


g=l† 


Do vậy ù = eR/6mc. 

(đ) Trong một từ trường mạnh, tương tác của mômen từ với từ trường là 
mạnh hơn rất nhiễu so với tương tác liên kết spin và quy đạo, do đó tương 
tác spin-quy đạo có thể được bỏ qua. Ở đây ¿ và s là các sô lượng tử tốt. 
Hamiltonian liên hệ với từ trường là 


W = —ụ, - B— tu, ‹- B—cBi,/2mc + eB§;/nc, 
Khí từ trường được tăng lên dẫn dẫn từ không, trạng thái giữ ở năng lượng 


thắp nhất. Từ biểu thức của W, ta thấy rằng khi từ trường trỏ nên mạnh, chỉ 
khi iy = —h, »; — —h/2 thì trạng thái mới giữ ở mức năng lượng cực tiểu. Như 


238 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


vậy, các số lượng tử của trạng thái cuỗi cùng là ¡ = I, 1; 1,s= 1/2, s„= 
—1/9. 


(e) Mômen từ hiệu dụng của trạng thái cuỗi cùng là 


uH =Hị, +11¿, = —eB/2meé — eR/2rnc = —eh/me. 
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Xét một hạt trung hoà có mômen xung lượng riêng +/s(s + 1), ở đây s = 
h/2, tức là hạt có spin. 

Giả thiết rằng hạt có một mômen từ M = +s, ở đây + là hằng số. Trạng 
thái cơ học lượng tử của hạt có thể được mô tả trong không gian spin với hai 
vectơ cơ sở |+) và |[—) biểu điền cho các định hướng song song và phản song 
Song với trục z 

D h Ề h 
nh nan 

Tại thời điểm ¡ = 0 trạng thái của hệ là |ø(¿ = 0)) = |+). Hạt chuyển động 
theo trục qua một từ trường đều B = Bỹ hướng theo trục ự. 


{a) Dựa trên hệ cơ sở 


+}, |—) hãy viết biểu thức cho | /{0))? 
(b) Tính các giá trị kì vọng của các đại lượng s„, s„, s„ quan sát được bằng 
thực nghiệm như hàm số của thời gian? 
(CUS} 
Lời giải: 
(a) Hamiltonian của hạt là 


Ñ=-M-B=_—+s„B. 


-~ .Ã kì ^ ¬ 
Trong biểu diễn của §2, 5;, 


và như vậy hai trạng thái riêng của s„ là 


lay = R/8) = CC L7) ly = =N/3) = <= HỆ 
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Do 


2 


1 
1... h 


1 
Sự — 3 3 


trạng thái bất kì của hạt có thể được biểu điễn như sau 


1 
_ =2 h) exp (: Ũ ¡ +!) 


Bị „1 
ve 0) sp SẼ T6) 


#0) =ei 


+ Œạ 


-À .^ À 
Điều kiện ban đầu 


dẫn đến 
1 l 1 
¬.._- —ự sh)+e sự —g RỒ, 
SUy ra 
1 1 Ì:,./S=i\ * c7 
xa nhàn VU 
1 1 1 
. ()=ơ: 
1 1 1 /2\ /1 
2 =(TSh=4 #z s")= (l) P 
1 1 1 
—z] E  êC 
+9 (0)=~gg! 
Do đó 
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(Œ) 


1 1 1 10 
X;:) = ¬ —sin + 2h 
(;) (s=(; y8!) sin G ) 3 Ệ b) 
l 
cos G xa) l 1 
x h |cos| + +yE¿ | sin | ~ yBt 
—sin ` Bị Ặ : 
27 
: Bí 
cOS | 2 + 
x 


= - hcos(yBt). 
(1 2. - 
—sin § vn) 


b2) — 


(sự) = 0, bởi vì (s„) = 0 tại ¿ = 0 và zy được bảo toàn. 


(g„) = C G +22) — sỉn G +) ) Ề h Ề ) 
m0) Ì-(-=(03s) = (se) 
x =| -sn|x Bi] cos |- +ÖB!i 
.ˆ 2 2 
—sin Ệ +) 


1 
cos Ế x8!) 
h 


x =_—- hsin(xÐ). 
(1 2 
—§In Ế ym†) 


t2j — 
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Một hạt có spin 1/2 và mômen từ được đặt trong một từ trường 
B = Hạâ~+ Bì cosư & — Öìị sin v2 ÿ , 


thường được sử dụng trong các thí nghiệm cộng hưởng từ. 
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Giả thiết hạt có spin thuận theo trục +z tại í = 0(rn; = +1/2). Hãy suy ra 


xác suất để tìm thấy hạt có spin nghịch (m:„ = —1/2) tại £ > 0. 
(Berkeley) 
Lời giải: 
Hamiltonian của hệ là 
H =_-uơ -B. 
Đặt 
œo = MBọ/h, 6ì = HBỊ/B, 
ra CÓ 
N=- u(ĐPaø; + Biơ; cos ut — Bay sìn ð£) 
0 cát 
= — h¿lođy — hú ct 0} 
ỏ đây 


Phương trinh Schrödinger ;¿hð, |1) = H |9), hay 
. (4 = 1 0 ũ 0 “MAI U) 
L\Á§J—P À -i G — (¿Tp | \bJ) 


P = fUna + iu 6Èb 


b = —1uab + ưa" “tạ, 


dân đên 


Thử một nghiệm có dạng 


a — œ©€XP (0É), 
b = gexp (—ienf). 
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Thế vào phương trình trên dẫn đến 
b = iu eXp li(—2o + @)£] g, 


Â = eì eKP [—i(—246 + 0) £]d. 


Giả thiết rằng œ và ở có đạng 


œ = Ái ©Xp [i(—20ạ + œö + Ô)t], 
0= Aaett, 

ỏ đây 4;, A¿, và O là các hằng số. Thay vào, ta được 
(—2o + œ +) Ái —ứn 4¿ =0, 
—w1.Än + 94; =0. 


Với hệ phương trình này để không có nghiệm tắm thường thì định thức của 
các hệ số Ay, As phải bằng không, tức là, 


(—2e + + 0) Q - ưu =0, 
Suy ra 
+ — -(-a+§) + V/(Tứo + /2)2 + ưi. 
Do đó, dạng tổng quát của ở là 
Ø8 = A¿+ exp (20+?) + 4¿_ exp (/20_ 0, 


và dạng của œ là 


= đexp [i(—2g + œ) †] 
" i1) 


= = exp |i(—36e + ø) tị |O¿ 4s, exp @Q,9) 
1 
+9_.4;_ exp (109). 


Ban đầu spin hướng lên theo trục z, như vậy 


+9 = (0) = (lm) = (D0): 
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dẫn đến 


! 
— (O+4;+ -+Ð9_4¿_-) =1, 
Œ1 


4;. + 4a. =0. 
Nghiệm là 
42+ = ~ Áa_ =ún/(0+ — Ô—) 
2V — ø/2)2 +ưic 
Do đó 


b(t) =exp (—ưo£) 8(8) 
= Exp (~i~01) Áz+ 
x Íexp (23) — exp GO_ Đ)| 
=e€xp (—iut/2)2:A2+ 
mm. .= 
x sin (V wạ — ¿/2)2 + ¿JŸ Ê) 


— iaì @XP[—i(2/2)1] 


Ha ẽ= //2)2 + ưi 
x sin (V (œạ — /2)2 + ¡Ÿ‡ É). 


Xác suất để hạt có spin ngược theo trục z tại thời điểm ¿ là 
P=ltzll9 


(7 SỈ” (V/60ạ — /2)2 + 7 È) 


= | b() Ễ _= (tg = ằ/2)? + m 
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Một hệ spin 1/2 với mômen từ  = uaơ được đặt trong một từ trường đều 
không đổi theo thời gian Bọ theo chiều dương của trục z. Trong khoảng thời 
gian 0 < ¿ < 7 một từ trường không phụ thuộc thời gian Ø¡ được tác dụng 
theo chiều z đương. Trong khoảng thời gian này, hệ lại được đặt trong một từ 
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trường đều không đổi nhưng có độ lớn khác và phương z' khác với phương 
của từ trường ban đầu. Trước cho đến thời điểm ¡ = 0, hệ ở trạng thái r5 = 1/2 
đỗi vỏi trục z. 

(a) Tại ¿ = 0, biên độ xác suất tìm thấy hạt với các hình chiếu spin ru — 
+1/2 đổi với trục z” là bao nhiêu? 

(b) Xác định sự tiến triển theo thời gian của các trạng thái riêng năng 
lượng theo trục z' trong khoảng thời gian 0 < ¿ < 7'? 

(c) Biên độ xác suất tại  = 7' để quan sát thây hệ có trạng thái spin 
m = —1/2 đôi với trục z ban đầu là bao nhiêu? 

[Biểu diễn các đáp số theo góc Ø giữa hai trục z và z/ và tần số œạ = 
to Bo/h.] 

(Berkeley) 

Lời giải: 


(a) Trong biểu diễn của s;, các vectơ riêng của s;: là 


CoS : sin : 
2 2 
sin Lê) cos M : 
2 2 


tương ứng với các trị riêng s„ = 1/2 và —1/2. Do vậy, biên độ xác suất để 
„ử = +1/2 tương ứng là 


C.= giờ SẦ” : 22w)” 
La 2 5P VŨ 7 gi 

,_ 8 0 1 „8 
C- =(T-HhỆ co ) Đ 


(b) Hamiltonian trong khoảng 0 < # < 7 là 


HN=—-kw-B=_~no(Baơzy + Bìø¿) 


Z ` .A À ` 
Các hàm riêng ban đâu là 
C05 — —sin Lẻ 


D) M 
sin - COS — 


x+(0) = 
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` Bì 
c— 1 
6 = tan (ñ) : 


Thế vào phương trình Schrödinger Hx¿(0) = +Exx(0) dẫn đến 


ỏ đây 


= —-toBo/cos 9 = —uạB, 


B= VBậ+ Ø‡. 


Tại thời điểm sau của ¡ trong khoảng 0 < ¿ < 7, các trạng thái riêng là 


Xx+(#) = exp (T/EL/B) x+(0) = eXp (+iuo B1/R) x+(0). 


ở đây 


(c) Biên độ xác suất tại ¿ = 7 là 


Ø_-(T) =(0 1)exp(—¿HT/R) §) 


=(¡B1/V Bộ + B†) sin (uạT V Bộ + BỶ/h) 
= ¿sim 0 sin (uọ BT/h). 


Một cách khác là sử dụng 


và do đó 
940) = x+(0)cos Š exp (0a B1/R) 
— x-(0)sin 2 exp (—iwoBt/R), 
để thu được 
Œ_(T)=8'u(T) = cos , sin si 


2 
x {exp (iuọ BT/h) ¬ exp (—tuoBT/R)}, 


0 
= ¡ sỉn Ø sin {ÝI ö đây ø = 0) : 
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3046 

Một hệ có spin 1/2 và mômen rừ + được đặt trong một từ trường không 
đổi Họe, trong đó năng lượng của trạng thái spin | + 1/2) là hạ, và năng 
lượng của trạng thái spín | — 1/2) được cho bằng 0. Hệ ở trạng thái | — 1/2) 
khi tại ý = 0, một từ trường HÍ(ez cos u¿ + ey sino£) đột nhiên được bật lên. 
Bỏ qua quá trình hồi phục, hãy tìm năng lượng của hệ spin như một hàm của 
œạ, H, c và (, ở đây 

c= (+1/2| tz + ¿uy | — 1/2). 
Tại sao năng lượng của hệ spin không được bảo toàn? 
(Columbia) 

Lời giải: 

Hamiltonian là 


WÑ=-pw-(H+Hạ)= -gø -: (H+ Hạ) 


=— Đ(Møz cosuạt + Hơy sin ¿ạt + Haø;) 


— Họ Hexp(-iugt) 
”—. H exp (iuat) — Họ ' 


Trong phương trình Schrödinger 


thÔU/ôt — Hủ, 
đặt 
Ÿ 
„- (0À. 
b(#) 
ta được 
da — mí - 
TT [Hu¿ + H exp (—?anf) 0], 
dù — uị : 
“ni {[H exp (iao‡) a — Hab|. 


Thử một nghiệm có dạng 
: l1 
a=Aexp| ~i{0+ 2 «e) ị Ề 


b=Berp | TÍN — sa) tr, 
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ở đây A, B và O là các hằng số. Thế dẫn đến 
1 / 
(t+;z2+⁄) A+uưB=0, 


(4T sa =2) R+ưA=0, 


,_ HH 
Sc, hố nh 2m 


Để có nghiệm không tầm thường ta cần 


1 
0+ («+6 “/ 


Suy ra 
1 2 
O0@=+d 2+ (Š sà +e) =‡d‡Q. 

ở đây Q = | W2 + (3 an + 0)? |. Do vậy 

„ = —:Qt 1Qt „ 80 

(1) =(Aie + 4ac”*”)exp | —¡: " t]ơ 

-iQt Hội „ #0 ý 
+ (Bie + ]ạc”“”) exp (#92. 

ỏ đây 
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Tại £ = 0 hệ ở trạng thái |— 3) và ý = ()). Như vậy ñ) + ñạ = L, ¡+ 4a = 
0. Như vậy, do 


1 
(92+es++Ì Ai+ưBị=0, 


1 
(—9+z-a+«) Aas+uBạ =0, 


2 
ta có 
Q(AiT— 42) + =0, 
l 
lš» tø (Ai — 4¿) +ư/(Bìị - Bà) = 0, 
SUy rã 
œ/ ằ 
đi Ho vê 4=) 
Q+ (+ ¬ «a) 
Bị_— 
1 2Q : 
1 
" 
B.= 3 
2 2Q 


Như vậy, hàm sóng của hệ là 
/ 
j() = ni ¡ sin (Q2) exp ( = s 3) œ 


1 
(<+ g0) 
Q 


+ |cos Q — ¡ 


sín Q/| exp ( s ì 3, 
và năng lượng của hệ là 
E=@|HỊ|ủ) = -u Ề Họ cos” Q‡ 


2 
œ2 Hạ — (2+) Họ— 2° (+ #) 


3 
+ @ 


sin? øịi 
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Chú ý rằng do 


Do năng lượng của hệ thay đổi theo thời gian ¿, nên nó không được bảo 
toàn. Điều này là do về phương điện spin hệ không phải là một hệ cô lập. 


3047 
Một chùm nötron có vận tc 0 đi từ một vùng (D) (ở đó từ trường là B = 
B:e;) tới một vùng (II) (ở đó từ trường là B = B;e„). Trong vùng (D chùm 
hạt bị phân cực hoàn toàn theo hướng +z. 
(a) Giả thiết rằng một hạt đã cho di chuyển từ vùng (I) đến vùng (II) tại 
thời điểm ¿ = 0, hãy xác định hàm sóng spin của hạt với ¿ > 0? 
(b) Hãy xác định tỉ phần của các hạt quan sát được có spin hướng theo 
trục ++; theo trục +z; theo trục +z như một hàm của thời gian? 
(c) Trên thực tế, sự chuyển đổi giữa hai vùng (D và (ID phải đột ngột đến 
mức nào để mò tả vật lý ở trên là có ý nghĩa? 
(Wsconsin) 
Lời giải: 
(a) Chỉ xét hàm sóng spin, phương trình Schrỏdinger là 
¡Ö|x)/ðt = H | x), 
ở đây 
H=-p-B=_-liaHsoz, 
Với /¿i„ = —~1,9103/¿x„ là mômen từ dị thường của nơtron, „ = ch/2¡n; c là 
magneton hạt nhân, zr; là khỗi lượng của proton. Khi đó 


dđ ? : 
En |x) = h tạ Bà ơz | x) S —142Øz | X) \ 
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ở đây ¡¿ —= mÌ2, Dặt | x) — (7). Phương trình trên dẫn đến 
ũ = —t02Ù, 
b = —120.. 


Điều kiện ban đầu là ø(0) = 1, b(0) = 0 đo chùm hạt ban đầu bị phân cực 
theo hướng +z. Giải tìm ø và b và sử dụng điều kiện ban đầu ta thu được với 


t>ÓÐ. 
COS ¿2Í 
lx)=|.. : 
—? sIn œ»s È 


(b) Giá trị trung bình của spin ở trạng thái | x), tức là, vectd phân cực của 
nơrron là 
p=(x|ø|x)= (x|Øzez + Øyey + Øze; | x) 
= (0. —sin2u;‡. cos 2u2f) 


Như vậy, trong vùng (II) spin ndtron nằm trong mặt z và tiền động quanh 
trục z với vận tộc góc 2u. 


(e) Để các mô tả trong các câu (a) và (b) có ý nghĩa thì thời gian chuyển 
đổi vị trí giữa các vùng (1) và (II) phải thỏa mãn 


ME = h 
2 IFE:. 


Ví dụ nếu B; ~‹ 108 Gs, thì / < 0,7/us. 


À TA z ^ x M ⁄ T. ` z z z 
Nêu biết trước động năng của các nơtron tới thì ta có thể tính toán được 
giới hạn trên của độ rộng của vùng chuyển đổi đó. 
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Hamiltonian đối với một nguyên tử (u† «~) ở trạng thái n = 1, ! = 0 trong 
một từ trường ngoài B lả 


ST. S SHó Ca sjÐ: 


c 
TheẲC Truy 


(a) Nêu ý nghĩa vật lý của mỗi số hạng? Số hạng nào chiếm tu thể trong 
tương tác với rừ trường ngoài? 
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(b) Chọn trục z trùng với phương của B và sử dụng kí hiệu (E M), ở đây 
F = s„ + s;, hãy chứng tó răng (1, +1) là một trạng thái riêng của H và cho 
biết trị riêng của nó. 

(c) Một trường r ƒ được tác dụng để tạo ra các chuyển đời tới trạng thái (0, 
0). Mô tả định tính làm cách nào một quan sát quá trình phân rã f — e”⁄¿⁄„ 
có thể được dùng để phát hiện sự diễn ra của chuyển đời này. 

(Wisconsir) 
Lời giải: 

(a) Sô hạng thứ nhật trong # là do tương tác rừ giữa ¿ và c, các số hạng 
thứ hai và ba tương ứng chỉ các tương tác của ¿ và e với trường ngoài B. Trong 
sô các sô hạng này, sô hạng | e|s« - B/m„c chiêm tu thê đo mạ, ra, /200. 

(b) Do 


Xét trạng thái 


"+9 (0), (0), 


Do các trị riêng của Ƒ”, s2, sẽ, suz. s¿: tương ứng là 1(1+ 1) RỶ, ; (2+1), 
3(š +1)Bˆ, ¿h, ‡h, ta có 


ñu, +) = Ân a8 b-z- H GHẾ, So GÚ, n} +1) 


4 2mạc 2muC 

độ se ch ch 
=| .uứ? B~ B]n,+1. 
Ề Hi 2mạc 2m,c ) ( ) 


Như vậy (1, +1) là một trạng thái riêng của ï, với trị riêng 
02/4 + ch B/2tmạe — chB/2muec. 


(c) Sự phân rã * —› e†⁄zu„ có thể phát hiện được qua quan sát quá trình 
phân hủy cửa "nguyên tử" positroni e'e~ — 2+. Đối với trạng thái (1, +1), 
mômen xung lượng roàn phần của hệ c†e~ là 1, và đo vậy eTe~ không thể 
phân rã thành 2+ có mômen xung lượng toàn phần bằng 0. Đối với trạng thái 
(0, 0), mômen xung lượng toàn phần của hệ e†e~ là 0 và do vậy nó có thể 


17- BT..CHLƯỢNGTÙ 
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phần rã thành 2y. Như vậy, sự phát hiện ra quá trình ee~ —› 2 hàm ý sự 
phân rã † — e†;u„ của hệ (u† e~) ở trạng thái (0, 0), cũng như chuyển đời 
(, +1) — (0, 0). 


PHẦN IV 


CHUYỂN ĐỘNG 
TRONG TRƯỜNG ĐIỆN TỪ 
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4001 


Ta có thể tổng quát hóa hệ thức bán cổ điển Bohr-Sommerfeld 
£ P -dr=(n+1/2)h, 


(ở đây tích phân lẫy theo một quỹ đạo khép kín) để áp dụng cho trường hợp 
có mặt trường điện từ bằng cách thay thế P bằng p — eA /c, trong đó e là điện 
tích của hạt. Sử dụng hệ thức này và phương trình chuyển động đôi với xung 
lượng p để suy ra điều kiện lượng tử hóa áp đặt cho từ thông của một electron 
bản cổ điển trong một từ trường B và chuyển động trên một quỹ đạo bắt kì. 
Đôi với các electron trong các chất rắn điều kiện này có thể được phát biểu 
theo cách khác dưới dạng kích thước Š của quỹ đạo trong không gian k. Tìm 
điều kiện lượng tử hóa cho S thông qua Ö (Bỏ qua các hiệu ứng spin). 
(Chicago) 
Lồi giải: 
Dưới tác dụng của một trường điện từ, xung lượng cơ P là 
P=p-ecA/c, 


ỏ đây p là xung lượng cổ điển, e là điện tích của hạt. Hệ thức tổng quát hóa 
Bohr-Sommerfeld trở thành 


ÉP -a=Ệ (s-šA) - dể =(n + 1/2)h, 


Ấp cức— Šé= (n+1/8)h, 


4= [B-dsc [(VxA) cà Ổ Á cấn 


ỏ đây sử dụng định lý Stokes. Phương trình chuyển động cổ điển của một 
electron trong một từ trường không đổi B, 
dịp — cdt 


HP 
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dẫn đến p = —er x B/c và 
Êp-dr=— Ð  rxB) cáp = [  V x(B xr) cá: 
C s2 


2B - ds = 2c2ƒc. 


€ 
€ 


HN 


Như vậy 
ó = (m + 1/2) óo, 
ö đây an = hc/e, 


Định nghĩa k bằng p = ñk = —er x B/c, và nêu giả thiết r vuông góc với 
B, ta có 
BAk =—BeArƒc, 


hay 
Ar =—BRc Ak/Bc. 


Như vậy, nêu quỹ đạo chiếm một diện tích %„ trong không gian k và một 
điện tích A„ trong không gian r thì ta có hệ thức 


Án = (hc/Be)? Sa. 


Do 


@= | BAA sả CC _[ Bas,= ko By =( 1/2) hc/ 
= đÂn = Ân đền = | t= BẠ HỆ LC/&) 


ta CÓ 
— Sạ = 2mrBc(n + 1/2)/Bc. 


4002 
Một hạt có điện tích ạ và khỗi lượng n chịu tác dụng của một trường tĩnh 
điện đồng nhật E. 
(a) Hãy viết phương trình Schröđinger phụ thuộc thời gian cho hệ này. 


(b) Hãy chỉ ra rằng giá trị kì vọng của toán tử vị trí tuân theo định luật thứ 
hai của Newton khi hạt ở một trạng thái bất kì j(r, ¿). 
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(c) Có thể chứng tỏ xăng kết quả này vẫn đúng nêu có tác dụng của một 
từ trường tĩnh đồng nhất. Các kết quá này có ứng dụng thực tiễn nào không 
trong việc thiết kế các thiết bị như khối phổ kê, máy gia tốc hạt, v.v? Giải thích. 


(Buffalo) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Schröđdinger cho hạt là 
.„ 9ó h* 2 
s 0t 2m Vi, Ti) hú 
(b) Hamiltonian của hạt là 
2 
sa 
H= Si qạE -r. 
Ta có 
dẻ 1. "¬"ắm: cong CHỊ 
NI N Ề đt] ° nhan PT cục) 
đụy — 1Ó _. ¬. SG s9 
¬" Cạn Pe: HÌ = q le —Ez1] = +Ì = qEz, 
hay 
dị) — (pì 
dt LÊN 
đp) 
= 
đt 
QUY ra 
d? 1 dịp) 
da \) mm dị ` 
hay 
d2 
m 8 (r) =E, 


đây chính là định luật thứ hai của Newton. 
(c) Các kết quả chỉ rằng ta có thể sử dụng cơ học cổ điển một cách trực 
tiếp khi tính toán đường đi của một hạt mang điện trong các thiết bị như khỗi 
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phổ kê, máy gia tóc hạt, v.v. 


4003 


Một hạt tích điện, spin bằng không, chuyển động trong từ trường 
B—Vx A có Hamiltonian là 


1 e : 
H=zm (pTŸA@)- 
2m là 


ở đây e là điện tích cuả hạt, p = (0z øy, p;) là xung lượng liên hợp với VỊ trí r 
của hạt. Đặt A = — sex, tương ứng với một từ trường không đổi B = ụe;. 
(a) Hãy chứng minh rằng ø; và p; là các hằng số chuyển động. 
(b) Hãy tìm các mức năng lượng (lượng tử) của hệ này. 
(MIT) 
Lời giải: 


Hamiltonian của hạt có thể được viết dưới đạng 


(a) Do không phụ thuộc vào + và z một cách tường mỉnh nên từ các hệ 

thức giao hoán cơ bản trong cơ học lượng tử 
ID L1 = ihẫy, [Pi. ĐjÌ =0, 
suy ra 
|Ðz, HỊ =0, [pz, HỊ = 0, 

điều này chỉ ra rằng px, p; là các hằng sô chuyển động. 

(b) Theo (a) ta có thể chọn {H, ø;, p;} là một tập đầy đủ của các biến cơ 
học. Hàm riêng tương ứng là 


Đ(#, , z) = etPt+fP)/ A(u), 


ỏ đây p;, p„ không còn là các toán rử nữa mà là các hằng số. Phương trình 
Schrödinger 


Hụ(+, 9, z) = bhụ(%, 9, ?) 
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dẫn đến : 
I ủ co : bị q® = —— l 
2m lÍ» + € ) h dụ) +? Ó(u) = Eó¿@) › 
hay 
h? đ?¿ em /eBạN? TNG g? 
nh lân cụ .ộ kiệ =0 + = E Đy 
2m dự `2 te) b h +) ? ( T*) : 
Đặt 
CC |e| đo DU Da, CỦz DI 1? 
w “âu. an. 2m" 


ta có thể viết phương trình trên trổ thành 


Đây là phương trình tìm năng lượng riêng của một đao động tử điều hòa một 
chiều, Đo đó các trị riêng năng lượng bắng 


P}! = E— p)/2m = (n + 1/2) ho, n= 0,1,2... 


Do đó, các mức năng lượng của hệ là 


Enạ = p;/2m + (n+ 1/2) Ra n=0, 1, 2,.... 


4004 
Một electron có khôi lượng zn và điện tích e chuyển động trong một vùng 
ỏ đó từ trường là đều B = V x A theo phương z. 
(a) Xây dựng phương trình Schrödinger trong hệ tọa độ vuông góc. 
(b) Giải phương trình rìm tất cả các mức năng lượng. 


(c) Thảo luận về chuyển động của electron. 
(Buffalo) 


Lời giải: 
(a) Hamiltonian là 
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Do 
ĐA; ÔÁy — 
Ôy EPMMx 
94; _ 9A, - 
Ồz "mm" 
2Áy _ 0Á; _ 
9z ôy ` 


nên ta có thể cho Á; = Á; = 0, Ay = Bà, tức là A = Hz$, và viết phương 
trình Schrödinger dưới dạng như sau 


NA Lr (^ Hi +Ê| ý = Pụ. 


(b) Do l?. HỊ = [Px, HỊ = =Ũ, nên ?ÿ và P; được bảo toàn. Chọn H, Pụ, P; 
là tập đầy đủ các biến cơ học và viết ghưahg trình Schrödinger dưới dạng 


li - táa 1 z 720AURC T5À. 
lam tạm (wỳ ễ )|*=(E-# mì 


Đặt £ — + + cPy/eB, fy = P;¿. Do đó |£, Py] = ¡h và 
2 l; cz rm íứcB . 

Ñ = _—— P2 Siêu l8» toi 2 _—_ P2 : 
D2RýM 3à) (@) cáo 2m “ 


` „ Đng Ha B2 \a - Š 3 & » 2 
Phương trình trên cho thây !j — sẻ là Hamiitonian của một dao động tử 
:à ` ^ vÀ Z7... Ấ z ` ^ Z z x 2 
điều hòa một chiêu có tân số góc là u¿ = SE, Như vậy, các mức năng lượng của 
hệ là 


E=(n+1/2) + PỆ/2m, n=0,1,2,.... 


Do biểu thức của # không chứa 7, một cách tường mính, nên bậc suy biễn 
của các mức năng lượng là vô hạn. 

(c) Trong hệ tọa độ đã chọn, các trạng thái riêng năng lượng tương ứng 
với chuyển động tự do theo phương z và chuyển động tròn trong mặt phẳng 
+ — , tức là một chuyển động xoắn. Theo phương z, xung lượng cơ học 
mơ, — D, được bảo toàn, mô tả một chuyển động thẳng đều. Theo phương 
„ tồn tại một dao động điều hòa quanh điểm cân bằng zø = —=cJy,/eÖ. 
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Theo phương ¿, xung lượng cơ học bằng muy = Pu + eHujc = cBỆj 
c = muệ và do đó có một đao động điều hòa với cùng tần số và biên độ. 


4005 


Hãy viết Hamiltonian đổi với một hạt tích điện spin bằng không chuyển 
động trong một từ trường. Chỉ ra rằng phép biến đổi chuẩn A(r) —¬ A(r) + 
Vƒ(r) tương đương với việc nhân hàm sóng với thừa số exp [ieƒ(r)/he]. Ý 
nghĩa vật lý của kết quả này là gì? Xét trường hợp một từ trường đều 8 hướng 
theo trục z. Chứng tỏ rằng các mức năng lượng có thể được viết thành 


lALi. Vi hˆEc 


2m ` 


Thảo luận các đặc trưng định tính của các hàm sóng. 
Gợi ý: Sử dụng chuẩn trong đó A; = - Bự, Ay = 4; = 0. 
(Wisconsin) 
Lời giải: 


Hamiltonian của hạt là 


ở đây A liên hệ với từ trường bởi hệ thức. 
B=VxA. 


Phương trình Schrödinger như vậy là 


1 
Í x. SA) 0ú) = Eui). 
Tlt 
Giả thiết ta thực hiện phép biến đổi 


Aứ)= A'Ø) = A(r) + V/(), 
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Và Xết 


ở đây ta đã sử dụng 
_ h H2 e . 
Ðv/0) = + V {exp |TE /0)| ví) } = ep lạc /@)| |Š V7) + ð] e). 
Thẻ vào phương trình Schrödinger ta được 
2 
=_ Ũ K. z') {(r) = E0). 


Phương trình này cho thầy dưới phép biên đổi chuẩn A' = mài ý, phương 
trinh Schrödinger vẫn giữ nguyên dạng và chỉ có sự thay đổi về pha giữa hàm 
sóng ban đâu và hàm sóng mới. Như vậy, hệ có tính bắt biên chuẩn. 

Bây giờ xét trường hợp một từ trường đều B = V x A = Öe;, trong đó ta 


Có 
A4:—=-Hụ. A4d¿= 4;=0. 


Hamiltonian có thể được viết đưới dạng 


" G5ÊP VI TT 
đã ST |(ö: + z) +ứy + 72|- 


Do [ô„, f] = [ôz, HỊ = 0 vi H không phụ thuộc tường minh vào z,z nên 
ta có thể chọn tập đầy đủ các biến cơ học là (ð;, ô;, Íï). Tập này tương ứng 
với trạng thái riêng là 


DiÊ2 1x) mỉ -1000906108 (E7) 


Thay thế nó vào phương trình Schrödinger, ta có 


1 §y 82 
mm |(t +  v) Na x() = Ex). 
C Ởu 
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Đặt cøx/cB = —yaq. Phương trình trên trở thành 


h2 rx /eBSN? 
“>—x + () (ụ — ta)” x = (E ~ p2/2m) x, 


27m 2 \znc 


đây là phương trình chuyển động của một dao động tử điều hòa. Như vậy, các 
mức nãng lượng là 


h2 1 5B 
`. „ m"=(0,1,2...., 


2m TrtC 


Q- 


đầy k; = p;/b, và các hàm sóng là 


p.p.n(2 Ụ, z)= £4£EPSAIIA Xn(U — 9o); 


|| 2 |ejB 
Tu 5 = — cua H W2 % 
Xn(Ø — 1o) ~ EXp ane (W— wo) | Hạ Re (— 90) 
với H„ là các đa thức Hermite. Do các biểu thức năng lượng không phụ thuộc 
vào px và p„ một cách tường minh nên bậc suy biến là vô hạn theo ø; và p;. 


4006 
Một chất điểm khối lượng m và điện tích q chuyển động trong các từ trường 


và điện trường đều B = Jụ2, E = #¿% đặt vuông góc với nhau trong không 
gian. 
(a) Giải bài toán tìm phổ năng lượng. 
(b) Đánh giá giá trị ki vọng của vận tốc v ở trạng thái xung lượng bằng 
không. 
(Princeton) 
Lời giải: 


(a) Chọn chuẩn A = Bo zÿ. ¿ = — Eoz sao cho VxA = Bọô, —V -ø = Eụ. 
Như vậy : 


1 g : q Ƒ ` 
H=z- (p-#A) tế = gn lrế + (ø — Š Bạz) +ỷ — qÈEo+. 


c 
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Do H không phụ thuộc tường minh vào và z nên Pụ Và Ð¿ đều giao hoán 
với H, do đó py và p; được bảo toàn. Như vậy, chúng có thể được thay thế trực 
tiếp bằng các trị riêng của chúng. Khi đó 
„. g Bộ (: c — cẰmEb j 


1 
2mz bi 2mc2 


gan - qB§ 
1; mc? Eš €yÈn _ 1 ¿ 
3n F2 2B Bọ - 2m đ 
3m2 
my 1 ¿me Eộ đuÊn. 
LH TH: — Ta pE Bạ 


ỏ đây 


ĐỆ/S Tim: /IỆ ren nÔ nợ 


là cặp biến liên hợp mới. Đặt œ = | „| Bọ /mc. Bằng cách so sánh biểu thức của 
H với Hamiltonian của đao động tứ điều hòa một chiêu, ta thu được các trị 
riêng của H 
= (0 + 1/2) hự + pỆ/2m — c2 E8 J2 Bậ —cpEn/Bọ, n =0,1,2,.... 
Thực tế chỉ Ðy và pz, chứ không phải ụ và z xuất hiện trong biểu thức năng 


lượng vì thế bậc suy biễn là vô hạn đối với Đy VỀ DÐ¿. 


(Œ) Trạng thái xung lượng bằng không có nghĩa là trạng thái trong đó các 
trị riêng của Đụ và p; cũng như giá trị kì vọng của p; tắt cả đều bằng không. 
Do vận tốc của nó được định nghĩa là 


1 1 
V—= — ĐPmec — — (p-ƒA). 
LU) mì 


nên giá trị kì vọng của nó là 


Khi đó, vì 


qBo qH- — uBị ` 


(œ) = (£) + CDụ + mc?En — mc2Eo 


ảo (£) = 0 đối với một dao động tử điều hòa và do ø„ = 0, nên ta có 


cho . 
lở Ong 2A 
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Xác định các mức năng lượng bậc suy biến của chúng và các hàm riêng 
tương ứng của electron bị nhốt trong một khỏi lập phương có thể tích võ cùng 
lớn L3, Flectron trong một điện từ trường được đặc trưng bởi thế vectơ 
A = Ho+ ðy (| êy | = 1). 


(Chicago) 
Lời giải: 
Do A = Họz êy, nên ta có phương trình Schrödinger 
Ñọ = 2S lệ + BỀ + (ðy ~ Hgsel2)?] = Eứ. 


ở đây c là điện tích electron (e < 0). 


Do |Ñ, @y) = LÍ, ô;| = 0, [ôy, ô:] = 0, nên ta có thể chọn Ÿ, jy. ð; làm 
tập đầy đủ các biên cơ học, hàm riêng tương ứng là 


j= etŒu+p:z)/h Đa(#), 


ỏ đây øy,ø; là các số thực bất kì. Thay thể hàm vào phương trình 
Schrödinger ta được 


sa, LỆ + (eHa/©)? (z ~ epyJeHo)|da = Bobn, 


ở đây Fo = E — p}/2mm, hay 


2 : 
.... + 5 (Hoe/cm)? (+ — za)? tủa = Eobo, 


ö đây +rọ = cpy/cHp. 

Phương trình cuỗi cùng là phương trình tìm năng lượng riêng của một dao 
động tử một chiều có tần số rự nhiên uạ = — Hge/zmc và vị trí cân bằng z = zq, 
các trị riêng năng lượng là 


Ep — (n+ 1/2) hú, n=—0,1,2,..., 


hay 
E = p}/2m — (+ 1/2) Hạch/méc, n=0,1,2,.... 
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Các hàm riêng tương ứng là 


kì 


ỏ đây Hạ là các đa thức Hermite. 

Do không có số hạng nào chứa ø„ trong biểu thức của các mức năng lượng 
và p„ có thể là một số thực bắt kì nên bậc suy biến của các mức là vô hạn. 
Do đó, các hàm riêng đối với hệ ban đầu sẽ là 


0(x) = Ca exp ` TỐ ¬ 


b 2hc 
H 
< H„ ( ~— St ta). 
ở đây C„ là hằng số chuẩn hóa. 
4008 


Xét một vòng dây tròn, mảnh, có bán kính ?# (Hình 4.1). Một từ trường 
không đổi vuông góc với mặt vòng dây tạo ra một từ thông đi qua vòng dây. 
Tưởng tượng răng trong dây chỉ có một electron chuyển động tự do. Electron 
này có hàm sóng (Ø) phụ thuộc vào tọa độ góc Ø. Bỏ qua tất cả các tương tác 
giữa spin electron và từ trường cũng như tất cả các từ trường tạo bởi bản thân 
elecrron. 


Hình 4.1 


(a) Năng lượng trạng thái cơ bản phụ thuộc như thể nào vào giá trị từ 
trường trong gần đúng ta đã mô tả? Suy ra công thức và cho một bức tranh sơ 
lược về kết quả này. 
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(b) Tưởng tượng rằng ta bắt đầu với sợi dây ở trạng thái cơ bản của nó với 
sự có mặt của từ thông ó. Sau đó từ trường được tắt đi. Hãy tính đòng điện 
chạy trong vòng dây. 

(c) Tính đòng điện theo ampe, giả thiết R = 2 cm và ở = 0,6 gauss em Ề. 

(Chicago} 
Lồi giải: 
(a) Trong hệ tọa độ trụ r, 9, z, vì V x A = Bê, ở dây B là một hằng số, 


ta có thể lẫy A„ = 4; = 0, 4a = rỡ , tức là, A = re êạ, và xét phương trình 
Schrödinger cho điện tử này, 


1 2 
(s-šA) = bÚ, 


23m 


ỏ đây e là điện tích của electron (c < 0). Đặt 


)= ep ( VÀ: 4x). 


(s-ÿA v T Ƒ^: Ax) Bê, 


phương trình Schrödinger trỏ thành 


Do electron bị giới hạn trong vòng dây bán kính #, ta có 


Ỷ " Ø 
ở = (9) = ý' exp (5 T A- ax) = ÿ exp 6 j ARd) 
ch J„_ ch 


xử x exp (T 5 ARB). 
Chú ý rằng ứ' = ý/() và ø = —!2 ạ. Như vậy ta có 


b2 d2 (6) 


DAI TA C Siêu cược “„f 
2mmR2  dú2 9W VD: 
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với nghiệm 
(0) C cĂ18 : 


22 


ö đây ‹¡ là một hằng số được cho bởi  = = smRz‹ Như vậy 
1/(Ø) ~ exp |i(¡ + eAR/cB) 9|. 
Vì tính đơn trị, ¿@(ø) = œ(Ø + 2z), tức là, 
2m (c¡ + cAR/ch) = 2nm, 


với +: bằng không hoặc bằng một số nguyên (0, +1, +2,...). Giải phương trình 
tìm c¡, ta có 

eịi =n — eAR/ch = n — eR2B/2ch, 
và do đó 


2 2 


n... 2 b 
đạys—= DI) (n — eR?°B/2ch)? = PA) (m + ó/óo)?, 


ở đây øö = nH?B, óạ = —ch/e. Ta thây rằng sự phụ thuộc của E„ vào từ trường 
ngoài / hay từ thông ¿ tuân theo hàm parabol như chỉ ra trên Hình 4.2. 


En(8) 


0 


Hình 4.2 


Do ø là số nguyên, năng lượng trạng thái cơ bản E; (mức năng lượng thắp 
nhất) được tính bởi 
hˆ 


Đụ = sô ng [mử — 6R?B/2ch], 


ở đây ø° là sô nguyên gần nhất với eï28/2ch (hay có/ch), có giá trị âm vì đỗi 
với một electron e là âm. 


1è. BT...CHLƯỢNGTỪ 
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(b) Giả thiết ta bắt đầu với một trạng thái F1; là trạng thái cơ bản, n sẽ giữ 
nguyên khi tất Ø đi. Như vậy, hàm sóng sẽ là  = Ở exp (in) và mật độ dòng 


là 


Ề h vs ọ SH coi (22 1y và 
1= cac (°VớT— 0V”) icn = an (in) ñ 9 906u 


ở đây C là hằng sô chuẩn hóa. Đặt % là tiết điện của dây mảnh. Ta có dạng 
của điều kiện chuẩn hóa. 


J ?*¿dI d9 = 2mR|C|?S = 1 
tức là 


¬ .- 
_ 29nRS` 


ICÏ 


Như vậy 
cm ch, 


I= Ï- = —— 2 GU cv St, co 
Ji g8 ¡nR J6 2zrr R2 


Lưu ý rằng j được xem như đồng nhất với bất kì tiết điện như thế nào vì 
đây là mảnh. 


À H 2. `. ` „x3 ^ z 
Do electron ban đầu ở trạng thái cơ bản, #£„ là cực tiểu nên ta có 


T=.. Eli lIS 
"= Lộ Bay lÌ K 


ở đây [A] kí hiệu số nguyên lớn nhất không vượt quá A. 

Đổi với trường hợp các độ lớn vĩ mô như trong phần (€), các số lượng tử 
có trị số lớn nên ta có thể lây một cách đơn giản r = cj/ch, trong trường hợp 
đó 

IN— c24/4n? Rˆmc. 


(c) Với Ñ = 2 cm, j = 0, 6 gauss cm2, ta có theo hệ SI 


1 =€?2/4n?R?m = (1,6 x 10718992 x 0,6 x 10~! x 10~/4m2 
x (2x 107?) x 0,9 x 10739] = 1,1 x 10-14 A. 
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4009 

(a) Giả thiết rằng cơ học lượng tử phí tương đồi tính bắt biến đối với phép 
nghịch đảo thời gian, hãy suy ra dạng nghịch đảo thời gian của hàm sóng 
Schrödinger. 

(b) Viết Hamiltonian cơ học lượng tử cho một electron tự do với mômen 
từ ¿ trong từ trường ngoài không đổi H; theo phương z trong hệ quy chiếu 
của electron? 

(c) Giả thiết rằng một từ trường không đổi khác H„ theo phương ÿ. Xác 
định đạng toán tử cơ học lượng tử đối với tốc độ thay đổi theo thời gian của 
trong trường hợp này. 

(Buffaio) 
Lời giải: 
(a) Xét phương trình Sehrödinger 


"_= : 
¡Rơi 9) = Hỏ0)- 


Thực hiện phép biến đổi nghịch đảo thời gian ? — —¿, ta thu được 


¬. ê 
thác 09 = C090, 


hay 
tháp 92(0 < Ñ*(—007(-9 
ðt " ì 

Nêu #*(—¡) = (), thì phương trình Schrödinger là hiệp biến dưới phép 
nghịch đảo thời gian và đang nghịch đảo theo thời gian của hàm sóng là 
w'(-9). 

(b) Đặt e là điện tích của electron. Vậy thì / = - ø và trong hệ quy 
chiêu của electron, 

ch 


H ==u -H= TuyẩằH, = —0:H,. 


(c) Từ trường bây giờ là H,ÿ + H;2, và do đó 


^ ch 
H = me (021; + øyH), 
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du  Ì 2 1 eh N? 
Lan Yơẽ va ` 
dị RẺ 1h (=) PP GIẾC tHt Ôn 


2/chR9N 3 - 
ø;H, + øyHý] =T ( ) (syH; — a;Hy) # — ơyH,ÿ 


2mc 
2/ ch 
iơyHyê] =— | — xH 
°° 10800094 h (=) ,: 
=—Hxj, 


ở đây ta đã sử dụng các hệ thức ơ„ơy, = iØ;, đyØ; = iơx, Ø;ơy = ilØy. 


4010 


Một hạt có khôi lượng ,n:, điện tích , mômen spin s (s không nhất thiết 
bằng h/2) và một mômen lưỡng cực từ  = øgs/2rnc. Hạt chuyển động trong 
một từ trường đều B với vận tốc nhỏ so với c. 

(a) Viết Hamiltonian cho hệ này. (Thế vectơ đôi với từ trưởng có thể được 
việt đưới đạng A = B x r/2). 

(b) Hãy suy ra các phương trình cơ học lượng tử (Heisenberg) cho chuyển 
động từ Hamiltonian này, đối với xung lượng P và mômen spin s. Số hang 42 
có thể được bỏ qua trong gần đúng phi tương đối. 

(Chủ ý rằng các kết quả sẽ giống hệt như các phương trình chuyển động 
cổ điển). 

(e) Không cần giải các phương trình này, hãy xác định giá trị của hằng số 
„ để độ xoắn giữ nguyên không đổi. (Độ xoắn được định nghĩa ở đây là cosin 
của góc giữa các vectơ P và s) 

(đ) Các giá trị thực tế của hằng số g đối với các hạt e, ø, n, z bằng bao 
nhiều? 

(Berkeley ) 
Lời giải: 


(a) Hamiltonian của hệ là 
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I q l kÌ 
H =  Tn —_= % v “= 2 — . 
2m ( : ) G 2m TrLC 
2 
q 2 0q 
——— Àˆ —- ——s: ÖB. 
9mc2 2mc 


(b) Bỏ qua các số hạng 42 và các số hạng bậc cao hơn trong biểu thức của 
H, ta được 


dđĐ 1 1 q 
—_ .“—. mẽ. =c A7 
[ EXXY:) Lñ, HỊ th ịn Tre 
0q 1q 
— = Đ, A,P, 
2mc | TT 1M] 


lưng 
Ũ 

“mắc (PA) P + AjPIP, T AjP,PI 
tq g 

—=—— =—(0,4,}P,. 
TT ; 111 Tue (2 ?) 7 


ds 1 : 
— ==lsi, HỊ = sa cử s-BỊ 


dị  ¿¡h 1B 2rmec 
= _n ls., s„Ö;] 
= số (Bysy = Bạsj) 
_— An ĐBEASBIA 


do [s,. s;] = ¿s¿. Chú ý rằng ở đây ta đã sử dụng quy ước lây tổng theo các 
chỉ số lặp. 

(c) Do P và s giao hoán nên ta có thể xét bài toán theo các trạng thái 
chung của P, s2 và z¿. : 


Độ xoắn được định nghĩa như sau 


Bs; 
h=P-s/|P|I|s|=-———-. 
và do ì 
À¡= 3 (B x tội = sEikB+k› 
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ta có 


q Tự 
———A -P|=——— -=.lsiÐ, A,P; 
h. TrLC | rwc|s||P| BH 2M ai 
= ~đếi 
r„c|s[{P| 


= mức |S| |PỊ G6) Ôz, (£yxiBkzr) 


LHị, 4/7; 


% Si 2 
Bộ dc NH 
2mc 781s[TPT “k8 


_ "D4 
2rmc 


_.. ~g4 
` : “——————lsih.. 3¡B; 
l 2e nị 2m|s| |[P| BSrfiiDAI 


3 Lê 
B 
2E TT TP] kì 


__ T8gh¡ 
2mcls|LP| 
2,2 0000 0. E00: 
2rmc Ø2 Ig| |PỊ số 


|5: s;Bj] 


Nếu độ xoắn là một hằng số chuyển động thì 


\h, HỊ = |. ¬ẻ Pị # |. Si CA nị =0, 
uc 2m 
SUY ra ø —= Ì. 
(d) Các giá trị ø của các hạt khác nhau là 


Hạc 


gø |—2,0|5,6|-3,8|I0 


4011 


Trong một thí nghiệm cổ điển một chùm nơtron đơn sắc (A = 1,445 Ä) 
được phân tách nhờ phản xạ Bragg tại điểm 4 của một giao thoa kê thành hai 
chùm và sau đó được tổ hợp lại (sau một lần phản xạ nữa) tại điểm D (xem 
Hình 4.3). Một chùm đi qua một vùng có từ tường Ö tác dụng theo phương 
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Hình 4.3 


agang trên một khoảng cách bằng !. Giả thiết rằng hai quang trình từ A đến 
+ là ¬hư ;hau ngoại trừ một bên có vùng từ trường tác dụng. 

Từm các Uiểu thức tường minh của cường độ tại ? phụ thuộc vào B, ! và 
bước sỏi: * nơrron, với nơtron phân cực song song hoặc phản song song với 
chiều từ trùng, 

(Chicago) 
tới giải: 

Đây la một bài toán về giao thoa spínor. Xét một nơtron của chùm. Vùng ở 
đó có từ trường B thì phương trình Schrödinger cho ngtron (không điện tích) 
sẽ là 

í 2 Ao 
l2 Tài —Mø -Biú~ thụ. 
ở 
Giả cuiết E Tà nếu và không đổi, ta có 
2Á - = SửD —:Ñ0N — tạ) /Rl 
3 uây t.. , tzaA¡äy 21a ÌÀ các thời điểm khi nơtron đó vàc và ra xhải từ trường, 

Việt @(1) =- ứ, hộ 0s, Ð, ở đây (+, ¿) và (s, f) tương ởny sẻ các phẩn 

chồng gian về s>tn của 2, Khi đó, 


¡ hˆ 
/(T, l¡) = CXp I~ h ( => mạ v2) tị — h) j(r.fo), 


giông như hàm sóng của một hạt tự do, và 


/(s, \) — eXp lị ơ : Bí(hị — )| (s, ‡ạ). 
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Hiện tượng giao thoa xuất hiện do tác dụng của B lên hàm sóng spin. Do 
ủír, £) là hàm sóng của một hạt tự do, ta có tị — fo = Í/0 = mÌ/hk và 


¿{s, tị) = exp [22 mumlAơ - B/H”|0(s, tạ), 


ở đây k = St = là số sóng của nơøtron, Cường độ giao thoa của hai chùm 
tia tại 2 như vậy tỉ lệ với 


IớÐ)Œœ, )øÐ) (œ9 + 9É), )0)(s, ĐỊP 


{U)(s, Ð + 9)(s, ÐỊ? =Lớ)(s, ta) + 02, 0) Ê. 


Đo 
2mnurmiÀ 2 ¡AB B 
exp ( “ ơ- P) = COS “— + 1Ø - 5 
2xunMÀAB 
x sin ———>——„, 
1? 


và ø - B= +ø8 phụ thuộc vào ø song song hoặc phản song với B, ta có 


2mjzmlA : 
Iø2)(s, to) + 2{s, t) =li+ee ( “TM Z- Ồ | |-›{s, tạ) Ê 
vĩ I 
2nu„rMAB — 2m m[AB |Ÿ 
=ll+cos  , + iø 5In Go 
h2 he 
( 2muimIAB } 
= | Ìl+CO5 ———z—— 
h2 
kh E20 Lá ha bi xes: 7unlÀ lì 
h2 h2 


Do đỏ, cường độ giao thoa tại D  cos? (mu (AB/h), trong đó ¡ là mô- 
men từ riêng của nơtron (w < 0). 


4012 
Một bộ tách tia và một số gương của giao thoa kế nơtron trình bày trên 
Hình 4.4 được xây dựng từ một vật liệu đơn tỉnh thể. 
(a) Bằng cách thay đổi chiều dày của bản mỏng đặt chắn chùm tia ở một 
bên của giao thoa kế có thể thay đổi pha tương đối và như vậy sẽ làm địch các 
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đì ra 


bàn móng 


chủm tới 


Hình 4.4 


vân giao thoa. Hãy đưa ra một cách giải thích ngắn gọn về bản chất của sự 
địch pha đó. 

(b) Bằng cách đưa thêm từ trường vào một bên cánh của giao thoa kế với 
phương vuông góc với phương truyền của chùm tỉa. Từ trường này không phụ 
thuộc thời gian và gẦn như đều sao cho lực tác dụng lên các hạt nơtron có thể 
bỏ qua, sự chọn từ trường cũng làm sao để cho mỗi một vectơ spin nơtron tiễn 
động chỉ qua một phép quay thì sự lệch pha tương đôi của hai chùm tia là z 
radian, hay bằng nửa chu kì. Giải thích tại sao lại như vậy, bằng cách sử dụng 
các phương trình thích hợp. 

(Princeton) 
Lời giải: 

(a) Khi một nơtron đi qua một tắm nhựa mỏng, nó chịu một thê tác dụng 
phụ thêm, và do đó xung lượng của nó thay đổi cùng với bước sóng de Broglie 
của nó. Sự thay đổi pha của nơtron khi nó đi qua tâm nhựa mỏng khác với khi 
nỏ đi qua một môi trường chân không có cùng độ dày. Nêu độ dày của tâm 
nhựa bị thay đổi thì pha tương đôi của hai tia (xuất phát từ một tia ban đâu) 
cũng thay đổi, dẫn đến sự dịch các vân giao thoa. 

(Œb) Notron có móômen từ dị thường /„ = -—/a¿ø và phương trình 
Schrödinger là 


(pˆ/2m„ +nØø - B)ù = Fò. 


Ta có thể bỏ qua quá trình phản xạ xảy ra khi một sóng nơtron đi tới bễ 
mặt của vùng từ trường do tác dụng của từ trường lên nơøtron là tương đôi 
yêu. Với gần đúng như vậy ta có thể chỉ ra rằng (bằng cách giải phương trình 
Schrödinger cho hai thành phần spin ở trên cho một hồ thế một chiều). Hàm 
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sóng g¿¿¡ của nơtron tới vuông góc với chiều từ trường liên hệ với hàm sóng 
truyền qua ra khỏi từ trường su, bởi phép biên đổi đơn vị 


out = €XD (—0Ø + 0/2) Qụa tôi 


ở đây ø = œy7epg, Với œ;„, —= 2i„B/h là tần số Larmor, r = Lưa/hk là thời 
gian nøtron đi qua từ trường có chiểu dày 7, ez là vectd đơn vị theo phương 
của B, & là số sóng của nơiron tới. 

Nếu một nơtron bị phân cực theo hướng (0. ¿) trước khi đi tối từ trường, 
tức là vectd phân cực của nó là 


(ng tới | Ơ | tỦas tới) —= {Sin Ø cos 2, sin Ø sim 2. cosớ}. 


đề v2 ÿ Ð;Á 
và (a có thế lây 


e—12/2 suy 1 
2 : +k:X 
e 


: 8 
2/2 eïn— 
6 snỹ j 


tỦqa tối — 


ở đây 6 là góc vectd phân cực tạo với phương của tù œøng. Lấy phương từ 
trường trùng với phương z, ta có ø - ơ = øơ;. Khi đó đo 


t3 


Ha) 


exp KH =Co§ © — iø; sin Š — co 


` 
2 \Ũ — x7 ọ cia/2 Ì 
tạ có 
/ tớ, À 
“3 N .—102/1/2 eos= 
V@ 12/2 0 „ - c \ sât, 
out + He tái ” LỠ 
9 2 liên P 
DI, : J ( ci+ø)/2 SN ) 
Ề 2 
` , 


Bằng cách điều chỉnh B (hoặc ¿) sao cho ¿ = 2z, ta làm cho vectơ phân 
cực của một nơtron tiên động qua một phép quay khi nó đi qua vùng từ trường. 
Như vậy 

e~l2/2 cọsC 
: = 2 i(k : x+m) 
out = 6 € 3 
€2/2 sin— 
2 
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tức là pha của sóng truyền qua tăng lên một lượng bằng ~. Như vậy, so với 
sóng đi qua nhánh bên kia của giao thoa kế (không có từ trường tác dụng) sự 
lệch pha tương đối của chùm tỉa đã thay đổi một nửa chu kì. 


4013 


(a) Một nguyên tử hydro ở trạng thái 2P của nó với L„ = +b. Tại thời 
điểm ? = U, một từ trường mạnh cường độ | B | chỉ theo hướng z được bật lên. 
Giả thiết rằng các hiệu ứng của spin electron có thể được bỏ qua, hãy tính sự 
phụ thuộc thời gian của giá trị kì vọng của L„. 

(b) Từ trường ở câu (a) phải mạnh dến thê nào để hiệu ứng của spin 
eleerron. có thể thực sự được bỏ qua? Câu trả lời phải được biểu diễn qua các 
đơa vì + mô chuẩn. 

*e) Giả thiết thay vì trường hợp trên, từ trường bây giờ có cường đệ tắt 
yên. Giả thiết tiếp, tại ? = 0, nguyên tử có ñ„ = +h và sự = z h, và từ trường 
„¿n hướng theo phương z. Hãy nói phác qua bạn sẽ tính toán it phụ thuộc 
thời gian của giá trị kì vọng của Ly như thê nảo trong trường hợp này. Bạn 
không cân tính toán đây đủ, nhưng giải thích rõ ràng các bước phải làm. 

Chú ý: Tắt cả các hiệu ứng của spín hạt nhân được bỏ qua trong bài toán 
nây. 

(Prrneetor} 
1.ữi giải: 

ta) Hàm sóng ban đầu của nguyên tử là 


{(r, t= 0) = Raiz) © (0, 2), 


(0, ¿) = 


t2 2 


là trạng thai riêng của L„ = h. 


Tại t = 0, một từ trường mạnh Be, được bật lên. Sau đó với ¿ > 0, Hamil- 
tonian của hệ là 


N 2 BỊ 2 B2 , 2 2 
H= P + libc n2 4 c(B +ự) — SA 
2mmy — 2me€ Ñmeac2 r 


Đôi với từ trường không quá mạnh B ~- 105 Gs, ta có thể bỏ qua số hạng 
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#2 và viết đạng Hamiltonian như sau 


p? eBlI,  c? 


h 2m„ — 2m¿c rộ 
Phương trình Schrodinger 
¡hÐ/ôt = ñÑụ 
như vậy dẫn đến các nghiệm trạng thái riêng 
ĐuẤn, £) = Rai(r)Yim(8 ø) £ TnmI 


ở đây 


B 
nh, 


EnIm =. Em + 
2mc 


Như vậy, nghiệm rổng quát là 


vứt) = 3) anbmlr)exp (1 v), 


mm 
Đối với ? — 0 thì ta có 


l1 1 l| 
b5 dntnlm(Y) = PRầi(r) b Yn + 5 Yì_i agYs) : 


nụ,.m 


hay 


Như vậy 
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Giá trị kì vọng của L„ được tính bởi ((r, ?) | L„ |, £)). Do L„ = (E+ + 
L ĐT, )2, 


kx Yưm = hv( +ướTt 1) — 1m) Y1 m+1› 
L_ Yưm = R V( — m+ 1)( + m) Yu m1, 


ta có 
hb h 
Ly = =Yu. FzÏ)_¡ = —Ỳlo, 
x1 so 1T N: 10 
L„Wha = : (Y +Yi-n) 
sư TP lì 11 1—1)) 
và như vậy 


Teitiicñl0tfte dLendge 


(b) Các hiệu ứng của spin electron có thể được bỏ qua nêu năng lượng phụ 
thêm do từ trường mạnh là rất lớn so với năng hượng tưởng tác spin - quỹ đạo, 
tức là 

ch 


2inạC 


>> Â Fypin-quỹ đạo “ 103 eV, 


hay 
B>10Gs. 
Như vậy, khí từ trường J3 lớn hơn 108 Gs, thì các biệu ứng của spin electron 
có thể được bỏ qua. 
(c) Nếu từ trường rất yêu thì các hiệu ứng của spin electron phải được tính 
đên. Để tính sự phụ thuộc thời gian của giá trị kì vọng r„, ta đi theo các bước 
như sau. 


(Ð Hamiltonian bây giờ có đạng 


2 2 2 
^ p € é lun c].., cBñ „ 
He he te =fttoT đ*y Độ, 
2n là SPEPS ) mục 7 Đmc 7 


đây là Hamiltonian đổi với hiệu ứng Zeeman dị thường và ta có thể sử 
dụng biểu diễn lên kết. Khi tính toán năng lượng phụ thêm do số hạng áz, ta 
có xem 4; gần như là chéo hóa trong biểu diễn này. 

(iÐ Viết hàm sóng phụ thuộc thời gian thỏa mãn điều kiện ban đâu 7; = 
+ñ và s„ = j h. Tại thời điểm + = 0, hàm sóng là 


#a(F, sz) = /fai(r)9 (0, 0)2s,. 
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ở đây © và ø, lần lượt là các hàm riêng của L; = h và s„ = b/2 trong các biểu 
diễn (12, !;). (s?. s;). Một cách tường minh ta có 

l 1 : 

0oí(r, sự) = Rại(7) 5 [Yn + i-i + V2Vïp] Kc (œ+ 8) 


V2 
na(r) 
=—— (Y\oa+tii23+Yt-ja + Yy cở 
2/5 (ia 11 1—I 1—I 


SE V2 Wiạo + v2 Yiaở) : 


Do 
3 3 1 2 
6= Hà =3 = Vfnứ ỐịL= stuở+ V2 Yoz, 
1 P¿ 
Ởš_1 =\x Vi cid tia Đìoổ, óã š = Èl-rƠ, 
7— 2 lì M) 2 2 
0ạọ có thể được viết trong biểu diễn liên kết như là 
1 
đ;oŒ, sz) = PNs tại (r) &- ‡T M } 
+ V3đi-‡ + đi): 


ở đây ø;m, là hàm riêng của (j?, 7;) ứng với mức năng lượng Enz„, 
Do vậy, hàm sóng phụ thuộc thời gian của hệ là 


li Ng 
Uí. », f) = SG Raiứ) - |9; exp ( —{ ) 


(ii) Tính giá trị kì vọng của L„ theo cách thông thường 


(wŒ, s, 9) |L„| @ứ, s, 9). 
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Xét chuyển động một chiểu của một hạt không tích điện có spin 1/2 và 
mômen từ  = —2u;s/b. Hạt bị giới hạn trong một hỗ thể vuông góc sâu vô 
hạn trải trong khoảng tử z = —1, tối z = L. Trong vùng I (+ < 0) có một từ 
trường đều theo phương z B = Öọẹe;; trong vùng II (+ > 0) có một từ trường 
đều có cùng độ lớn nhưng hướng theo phương + B = Øge„. Ở đây, e„ và e, là 
các vectd đơn vị theo các phương z và z. 


(a) Sử dụng lý thuyết nhiễu loạn để tìm năng lượng trạng thái cơ bản và 
hàm sóng cơ bản (cả hai phần không gian và spin) trong giới hạn trường yêu 
Hạ << (h/L)?/2m_a. 

(b) Bây giờ xét các trường với Bạ có độ lớn bắt kì. Hãy tìm đạng tổng quát 
của hàm riêng năng lượng ¿; (cả hai phần không gian và spin) trong vùng I 
thỏa mãn các điều kiện biên bên trái. Tìm cả đạng ạ của hàm riêng trong 
vùng II thỏa mãn điều kiện biên bên phải (Hình 4.5). 

(c) Tìm phương trình định thức tường mính mà nghiệm của nó cho các trị 
riêng năng lượng #. 

(MIT) 


Hình 4.5 


Lời giải: 


(a) Khi không có từ trường,  = Hạ và các hàm riêng năng lượng (phẳn 
không gian) và các trị riêng tương ứng là 


¬. ._ w1(œ + L) 
Én = V1/Esin — TT”, 
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Còn đổi với phần spin, ta biết rằng mỗi một mức năng lượng có suy biễn 
bậc 2. Khi xuât hiện một từ trường, #ƒ = Họ ‡ H', ỏ đỏ 
HoBoøz, —=b<+<0, 


_ 24os: B 


Móc 2 9 
lộ vợt HIẾP h 


= oø:B = tnoBsơy, 0Sxr< Ù, 


) với z ở ngoài các khoảng trên. 


Nếu từ trường yếu, đặt ứị = 0¡(+) (¿), ứa = 0i(+) (1) là các vectd cơ sở. 
Khi đó 


Hịạị =(ui|H'{un) Bạ(1 0) ¬.. 
=(uU 'u = h 
11 | Lưi Ho 0 8z] 0 


0 
B 
x Ị tï (+2) 0¡(r) đt = U : 
s4 2 
Hàa =H\, = 0n | '|u¿) 


0 1 0 n, . B 
=##oBo(1 0) Ệ ì 0) / 0‡(£) $\(+) dự = = 0 


Hạy — (nạ | HỈ | mà) 


1 0 0 Ụ 
=~ man 1) b " ñ h. T(+) Gì (3) dư = -_H, 


và từ định thức (H' - #£)7) = 0 ta được 


(“ X z0) ( Ho Đụ c0) tà Bộ =0 
2 š 2 : 


4 
hay 
] 
EÙ) = +— moBa. 
Mức năng lượng trạng thái cơ bản như vậy sẽ là 
2h32 l 
%0 = ——a — —= tiiBo. 
"1" v2 ĐẸP 
Từ ' 


(H.— E0)n l) = ñ) : 
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ta thu được hàm sóng trạng thái cơ bản 
1— v2 
vụ = 10ị + bua = 013) vi : (chưa chuẩn hóa) 
(b) Phần không gian của hàm sóng trong vùng I là 


: IÂ400509200 4C) = <4 <0, 
tan — 


+2 <—b. 


Điều kiện liên tục của hàm sóng dẫn đến Ø = 0. Trong vùng I, spin bị định 
hướng theo phương z nên các vectơ riêng là (9) đôi với,z | và (¡) đôi với z T. 


Khi đó $5 
h“k 
iwzj = Ssmki(+ + ) Bì: J— 1 


2m 


: TP Bb2k2 
1x¡z¡ = Sim kị(+ + L) lội E=——'+nBạ. 


Tương tự ta thu được các hàm riêng cho vùng II (0 < z < '}) 


: 1 h2k2 
nk;z| = sỉn ka(œ — L}) ® ) E=—? -HoBa; 


1 2m; 
: 1 ¬".-- 
#'kaxz† = SIM ka(+ — L) G, tb—= n + toBbo. 


(c) Xét trong toàn bộ không gian hàm riêng năng lượng là 


Art Đdiga  =Ek<z+<0, 
tp = Á C@ukzi + Dingr  0S+z<Ù, 
0, với z Ö ngoài các khoảng trên, 
Khi đó 
Hộ, = 


)2k? 
2m — so) Adrzi + ( DEN soi) Buy ri —E1<z<t, 


b2 2 
2 — toBạ | C@neszi + *© + poBạ | Dự; 0+ <E, 
2m 2m ? 


với r ở ngoài các khoảng trên. 


18- BY..CHLƯỢNGTỪ 
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Từ điều kiện Hử¿; = Eúg đối với từng vùng ta có 


B2k2 h2£2 2L2 
= ST _— Ho = “—— + HoBạ = —^ — nọBạ 
2m 21m: 2m 
Rˆk2 
Sc — + nọ Bụ, 
l/) 


và như vậy Èị = kạ =É, kị = kạ = k. 


Như vậy, tính liên tục của hàm sóng tại z = 0 dẫn đến 


Bsin ˆL = —C sin kÈ — D sin kh, 
A sin kE = Œ sin kL — D sin kˆL, 


- .A k ` ` z - hy Ầ 
va tính liên trục của đạo hàm hàm sóng tại z = 0 dân đên 


BE! cos kÍL = Ck cos kE + DE' cos k'L, 
Ak cos kL = —Ck cos kL + DÉ cos kˆL, 


Để giải tìm A, Ø, €, Ð đối với nghiệm khác không ta cần 


Ũ sin kƑ sin kE, sin kk 
sin k, 0 —sin kE sin k“L 
0 kcosk —kcoskL —k'coskr| - vệ 
kcoskkb 0 kcoskLE — —k'°cosk?r 


tức là, 
k sìin kEcos k'L ~ k?sin kˆLcoskL = 0. 

Phương trình này và 
h? k h2k2 


E=— Đạ = 
2m, È20 220 2m 


-+ táo Bọ 


xác định các trị riêng #2. 
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Xét một cuộn soleniod đài vô hạn có dòng điện 7 chạy qua để tạo ra một 
từ trường không đổi bên trong cuộn dây đó. Giả thiết trong vùng bên ngoài 
^ ^ „ Ạ ^ .A ⁄ ñ ˆ^ H7 h 
cuộn đây chuyển động của một hạt điện tích e khối lượng , được mô tả bằng 
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phương trình Sehrödinger. Giả thiết rằng với 7 = 0, nghiệm của phương trình 
có dạng 
Øo(x. †) = £!“°tda(x). (h= 


(a) Hãy viết và giải phương trình Schrödinger trong vùng bên ngoài cuộn 
dây trong trường họp 7 z 0. 

(b) Xét một thí nghiệm nhiễu xạ hai khe đôi với các hạt được mô tả ở trên 
(xem Hình 4.6). Giả thiết rằng khoảng cách ở giữa hai khe là lớn so với đường 
kính của cuộn đây. Hãy tính độ dịch A.9 của ảnh nhiễu xạ trên màn chắn gây 
bởi sự có mặt của cuộn soleniod với 7ï # 0. Giả thiết rằng / » A9. 


| splenoid 
Hình 4.6 
Gợi ý: Đặt 
(x, E) = o(x. )0A(X), 
ö đây 
(v củ : Aœ)) A(x)=0. (W=l), 
(Chícago) 

Lời giải: 


(a) Khi có mặt thê vectø A, p — D- eA/c. Khi không có trường điện từ 
thì phương trình Schrödinger có dạng 


ô 1 
bS— 3 #)=I-— ệ V ) ' 
Xế 9o(x. Ð) lm pˆ+ 69] 9u(%, f) 
cũng như đưới đây ta sẽ sử dụng các đơn vị sao cho h = 1. Như vậy, phượdug 
trình Schr6dinger khi không có trường điện từ có thể thu được (sử dụng lý 
thuyết liên kết điện từ cực tiểu) đưới dạng như sau 


D 
¿óc ĐẮX, t) = [(-w-?4) +VW(x)| (x, Ð, 
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ở đây A được cho bởi V x A = B. Giả sử 


Ó(x, t) = ;(x, 0) exp Ệ J =.. 3 . 
P 
Khi đó, phương trình trên trở thành 


¡nhí t) = 3 p”+ Vb)| 2i, Đ), 


2m 
đây là phương trình Schrödinger ứng với từ trường bằng không. Suy ra 
1a(x, Ð = Đa(x, Ð) = t9 0n(x), 
và đo đó 


0(x, £) = e!f°t n(x) exp ( lã =A : „À : 


(b) Đây là một bài toán về hiệu ứng Aharonov Bohm. Khi 7 = 0 thì với mọi 
điểm trên màn chắn biên độ xác suất ƒ bằng ƒ — ƒ, + ƒ_, ở đây ƒ, và ƒ_ biểu 
diễn các đóng góp của các khe phỉa trên và phía đưới tương ứng. Khi có dòng 
chạy qua, tức là, 7 # 0, thì ta có biên độ xác suất ƒ = ƒ/ + ƒ/ với 


f, =ep(( [ˆ ŠA ‹ áx) ụà 
ƒ=ep(i [  ŠA cá) f~. 


ở đây c¡ và c_ kí hiệu cho các đường tích phân tương ứng ở phía trên và phía 
dưới cuộn solenoid. Như vậy 


/'=ft+ít =epi ƑiA &) /,+ep (t TA -dx) 


~exp(i SA cứ) +e+th, 


sau khi đã chía hai đóng góp này cho thừa số pha chung exp(¡ đề šA - dx), mà 


không làm ảnh hưởng gì đến hình ảnh giao thoa. Tích phân đường khép kín 
lầy ngược chiều kim đồng hồ theo một đường kín bắt kì quanh cuộn solenoid 


dẫn đến 
độA cácTS [VxA cá  =Š B -ds= S2, 
C e C € 
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ỏ đây ở là từ thông qua cuộn solenoid. 

Như vậy, đưa cuộn solenoid vào dẫn đến một sự lệch pha c¿/c của biên độ 
xác suật tại các điểm trên màn chẳn gây bởi khe phía dưới. 

Sử dụng một phương pháp tương tự như trong thí nghiệm giao thoa của 


Young trong quang học ta thây rằng ảnh nhiễu xạ bị dịch đi một khoảng A2, 
Giả thiết ¡ »> d và ! » A%, ta có 


A8- Đua —Ó, 
lj - 
k là sô sóng của các hạt, và như vậy 
š ¬.. cló 


cdủk — cdV/2mEn- 


Chú ý rằng lời giải này chỉ có ý nghĩa trong trường hợp phi tương dỗi. 


4016 


(a) Hãy xác định năng lượng và các hàm riêng năng lượng của một hạt phi 
tương đối có khối lượng +: chuyển động trên một đường tròn bán kính Ñ như 
chỉ ra trên Hình 4.7? 


Hình 4.7 


(b) Năng lượng và các hàm riêng năng lượng sẽ như thế nào nêu đường 
tròn có hai vòng (môi vòng có bán kính #) như chỉ ra trên Hình 4.8? 


<> 


Hình 4.8 


(e) Nếu hạt có điện tích ¿ thì các giá trị năng lượng và các hàm riêng năng 
lượng băng bao nhiêu khi một cuộn solenoid rât đài chứa một thông lượng từ 
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chui qua các vòng đây mô tả trong các câu (a) và (b) như chỉ ra trên Hình 4.9? 
Giả thiết rằng hệ không phát xạ sóng điện từ. 


(Columbia) 
cš 
Hình 4.9 
Lời giải: 
G) Đo 2 2 2 


_ mR?  2mR? dđ2` 
nên ta có phương trình Schr6dinger 


l2 d2 : 
—5T dạ? (0) = EW(0), 
ỏ đầy 
I=mR2, 
hay 
d®W(6) ; 
ap5 +n^#(6) =0, 
với 
;_ 2IE 
1N 
Như vậy, các nghiệm là 
Wạ(0) = Ac1#, 


Để hàm có tính đơn trị ta cần 
Ứ( + 2x) = W(Ø). 
tức là, 
#"eÐ,#Uy#2, ::.e 
Điều kiện chuẩn hóa dẫn đến 


1 
A*A=l, hay AÄ>=—. 
li V2m 
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Như vậy, các hàm riêng là 


1 : 
Ứ„(6) — xa n=0, +1, #2,..., 


và các trị riêng năng lượng là 


m2 hˆ 
TRỂ, 


E0) = 2 


(b) Áp dụng cùng một Hamiltonian như trên và như vậy ta vẫn có cùng 
một đạng phương trình Schrödinger 


2 
—— — (0 ~ EW(0). 
Tuy nhiên, tính đơn trị của các nghiệm bây giờ yêu cầu 
(6 + ám) = (0). 


Các hàm riêng chuẩn hóa và các trị riêng năng lượng bây giờ là 


1 cây 
„() = c7? „=0, +L, +21.,.., 
(6) Nó: †t 
và nn 
1t“, 
E¬() = 8ĩ 


(c) Hamiltonian khi có mặt từ trường là 


g : 2 
Ñ= sốc (BS MÀ)? = cản (VT A()) 


2m 27m 


Trong vùng hạt đi chuyển ta có, B = Vx A = 0 và ta có thể chọn A = Vụ. 
Từ tính đối xứng,.ta có A = Aae¿, .4¿ — hằng số. Như vậy 


2m 
VÀ : ái= AoRd0 = 2RAạ = 9. 
Ù 


Do đó 


- n¬ 
A= 2TR T V(¿0/2m), 
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và ta có thể lẫy  = 9/2”, khi bỏ qua một hằng sô pha có thể có trong các 
hàm sỏng. Phương trình Schrödinger là 


2 2 2 
VN» (v- g9) ỰỮ 
TT 


hˆ , qÓ 2 tự 
=— thế - -ÍC øÌ | = EỤ. 
Pu ( ảnh) LÍ CÀ, AnR 


Viết lại dạng hàm sóng 


lÍ 


vỏi các nghiệm 


Như vậy 
(9) = cep (¿+0) ở (8) 
= ce&rp [i(œ + 2) 0|, 
ở đây 
=1, -=- ¬ c= hằng số. 


Đối với vòng dây trong câu (a), điều kiện đơn trị 
W(0 + 2m) = W(0), 


ˆ À 
yêu câu 


œZ+J=w, r0, +Ì, +2,... 
tức là, 


+ V2TE/H = n. 
TTỶ. 


Chuyển động trong trường điện từ 291 


Như vậy 
h2 qó \Ÿ 
tạ — 2T ( = vn) 
và 
0ạ(0) = =9. 
Tì V2 
ỏ đây 
nm=U, +1, +2,.... 


Tương tự đối với vòng dây trong câu (b), ta có 
 */n qó\ 1? gó\? 
tạ ==cồ[T_—- | —=_—-_-|"'—-—] › 
2ƒ \2_ 2mh Sĩ nh 


J T 
t?n(9) = Ni exp (: n) : 


và 


ft =0, +1. #2,...: 


PHẦN V 


LÝ THUYẾT NHIÊU LOẠN 
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(a) Hãy chứng tỏ rằng trong lý thuyết nhiễu loạn trạng thái dừng thông 
thường, nêu Hamiltonian có thể viết được thành # = Hạ + H' với Huộa = 
Eaóo, thì số hạng bổ chính A Ep là 


AEn % (6o|H lớn). 


(b) Đối với một hạt nhân cầu, các nucleon có thể được giả thiết là nằm 
à áp c8 : .Ñ VÀ 0, r<H1, 
trong một hồ thế cầu bán kinh R được biểu diễn bằng Vập = 
°, r>ñ. 
Dôi với một hạt nhân bị biễn dạng đôi chút, tương ứng ta có thể giả thiết 
rằng các nucleon nằm trong một hỗ thê hình elipxôit, có độ sâu vô hạn, được 
định nghĩa như sau 


2 2 


3 : 

š Ầ "m..... L2 
0 bên trong hinh elipxôit + 7=]. 
đ = § p b2 à¿2 : 


œ_ bên ngoài elipxôit, 


trong đó ua % R(I + 22/3), b > R{(1I — 3/3), và 3 « 1. 

Tính bổ chính của năng lượng ở trạng thái cơ bản Ƒa gây bởi tính elipxôit 
của hạt nhân phi cầu bằng cách tìm ra một H/ thích hợp và sử đụng kết quả 
thu được ở câu (a). Gợi ý: Cô gắng tìm một phép biến đổi các biến để làm cho 
giếng thê có dạng cầu. 

(Buffalo) 
Lời giải: 

(a) Giả thiết rằng H7 rất nhỏ so với Họ sao cho hàm sóng V có thể được 

khai triển đưới dạng 
VŸ = lớo) + Àilới) +: + Anlồn) +, 


trong đó Àx --- À„ - -- là các tham số có giá trị nhỏ. Phương trình Schrödinger 
lúc này có đạng 


(H' + Hạ) (lo) + Ài|@t) + --- + Anlớn) + ---) 
= (Eo + AE) (lo) + Ailới) + -+- + Anlớn) + +): 
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Chỉ xét sô hạng bổ chính đầu tiên, ta có 
H'lớo) + Ho(Ai|@i) + +: tÀn len) +) 


= AEolớo) + Eo(Ailớói) + -:‹ + Anlớn) +). 


Nhân hai về của phương trình với (2s| và lưu ý tính trực giao của các hàm 
riêng ta thu được 


AEù = (6a|HÍ|0o). 


(h) Đối với trạng thái dừng, 


trong đó 


1 


: ñ NĂ ị =8 đÍ 
VĂ= Ì bên trong hình elipxôit g2 + m 


œ_ bên ngoài elipxôit. 


Thay thế các biển +z, ụ, z lần lượt bằng ? €, $ 7h, $ € 1a có thể viết phương trình 
cho elipxôit dưới đạng €2 + ¡* + (2 = R? và 


_—— 9m \ôcp? ðụ?  3z2 
h? s P.10. R2 22 ) 


2m (b2 " + Đề” 2 0C 
h? l) ùẺ 
2m cà òn? z tao) 


h?J (32 lầm 3 
3 (0£ } gu” 3> 
3ơn (2 ôn 0€ 
h2 hˆJ / ở? 42 
c=. V2: cà | , —2-——= 
2 3m (ốc? ở ð(2 
Số hạng thứ hai của H có thể được xem như là một nhiễu loạn do ở < 1. Như 


vậy 


h23 / 3 nó 
AÁFm= Hí ca 
Ea = (Óa|H lớn) = (e| — m lãp ý Òj? - 3) lớn)‹ 
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trong đó áo là hàm sóng ở trạng thái cơ bản đối với giếng thế câu, 


/2 sim? “.... .. 
do =V= _— ph =ế + +C. 


Do ¿o có tính đôi lo: cầu, 


2 
AI am lóo) = (ỏa| _ |lÐa) = Tả lớo). 


nề 
nên Aụ = 0. 
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Sử dụng lý thuyết nhiễu loạn bậc một, hãy tính năng lượng của ba trạng 
thái đầu tiên cho một giêng thế vuông góc sâu vô hạn có độ rộng a, trong đó 
đoạn A47 bí cắt bỏ. (Lưu ý rằng 24 là một đoạn thẳng), 


V{x}a® œ 
II 
h 
0 a 1 % 
Hình 5.1 
(Bufalo) 
Lồi giải: 

Việc thay đổi Hamiltonian, “ = Ÿ0 „ (0 < z < a), có thể được coi như là 


một nhiễu loạn. Các hàm riêng An nhiễu loạn và các trị riêng tương ứng 
của ba trạng thái đầu tiên là 


° 2r2 
ự? Vận r “.. l : 
ú 2nu2 
2...2 2x?h2 
VỆ (Ôn Tu E= ¬ : 
ở ở ua 
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Các bố chính năng lượng bậc nhất là 


V 

01 rr?| „Ô T0 

II lợi) = 2` 
Ví 

(02|H'|u2) = : 
Vụ 

09H" =— 
3II“lu) = 5" 


và năng lượng của ba trạng thái đầu tiên là 


17B? _ V§ 2r2h2 — Vụ 972hˆ - Vậ 
z5" 2 5:' "na TT. 
3ua 2 ua 2 2ua 2 
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Một hạt có khối HỚng chuyển động một chiều trong một thế năng đao 
động tử V(z) = Š mứi?r?, Trong giới hạn phi tương đổi tính, ở đó động năng 


7' và xung NNN p được liên hệ với nhau bởi biểu thức 7 = p2/2m, thì năng 
lượng trạng thái cơ bản được biết có giá trị bằng 1 ñ.¿ 


Tìm các bổ chính tương đổi tính trong hệ thức giữa 7 và p và tính độ dịch 
năng lượng của trạng thái cơ bản AƑ tới bậc ;y (c = vận tốc ánh sáng). 
(Buffalo) 
Lời giải: 


Trong chuyển động tương đỗi tính, động năng 7 là 


T=E— mc? = Vin2cÃ + p2c2 — mục? 


H 
2 2 
. 2 
= mực? 1+ Ẹ 5 — rue 
miC 


2 4 
+ mẹ? (: + cẾ. — ¬¬ — m2 


2m2c2 — 8m3et 


hổ p 


2m. Smi3c2 


tới bẬc ->. Số hạng táo có thể được xem như là một nhiễu loạn. Như vậy, độ 


Lý thuyết nhiễu loạn 297 


dịch năng lượng của trạng thái cø bản là 


4 % ^4 
p TT =: 
Tớ ( _ 8m32 ) - IÑ ổn (S5) t4) 
mu 1/4 Ha 
mí; Ấ) ơn [En | 


—® 
h3 lu T06 § TU ca 
=“—— mïẮ— dự 
„ 8rn3c2 ðx1 2m) KT) sxp, 2b li F 
s— 5 (hú)? 
g ¬m c2 
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Một electron dịch chuyển trong một trường Coulomb cỏ tâm tại gốc tọa độ. 
Bỏ qua các bổ chính spin và tương đôi tính mức kích thích đầu tiên (› = 2) đã 
được biết là có suy biến bậc 4: / = Ö. m = Ú;/ = 1, my; = 1,0, —1. Xem xét 
điều gì sẽ xảy ra với mức năng lượng này khi có mặt của một thê phụ không 
xuyên tâm V = ƒ(r)zụ, trong đó ƒ(r) là một hàm xuyên 
tâm nào đỏ suy giảm đủ nhanh khi z —¬ . Nhiễu loạn này được xét theo gần 
dúng bậc nhất. Tới bậc này mức suy biến ban đầu n = 2 tách thành vài mức có 
năng lượng khác nhau, mỗi mức được đặc trưng bởi một độ dịch năng lượng 
AE và bậc suy biến (có thể là suy biên đơn, tức là không suy biển, có thể là 
suy biến bội). 


nhiều loạn ' Vhiễu loạn 


(a) Có bao nhiều mức năng lượng tách biệt? 

(b) Bậc suy biến của từng mức là bao nhiêu? 

(€e) Với một độ địch năng lượng cho trước, gọi nó là A (A > 0), đối với một 
trong các mức năng lượng đó thì các độ địch của tât cả các mức còn lại là bao 
nhiều? 

(Princeton) 
Lời giải: 


Với V = ƒ(r)z = ƒ(r)r2sin? Øsin eos œ được coi như là một nhiễu loạn, 
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các hàm sóng không nhiễu loạn cho mức năng lượng ! = 2 là 
L=0, m=ÚU. Tm(r)VYoo. 
t= l1, me 1. Rạiyr)Yhn. 
=1, „=0. fi0)fno. 
(=1 n =1. Ra(r)fịị. 


Do tất cả chúng tưởng ứng với cùng một năng lượng, tức là xảy ra suy biễn 
nên trước tiên ta phải tính toán 


Hgum = (ỨnẺ|V |hn) 


“im 


= J Rau(r) Ra(r)r? ƒ(r) Y7 sm” Ø sìn @cos @Ya đV . 


bộ 
81 

Wì = () sin ge* 
Šm 


1 1 
8ì? 3\Z s 
Ylo = (-) cos Ø, YWì-y= lá) sin Đc” 'Ý, 
417 ' Ñn 


, ` ; z H 2 ˆ Ẫ È Z À 
Xét thừa sô chứa ¿ trong các phản tử ma trận Hz›„;„ ta thây rằng các phản 
tử ma trận như vậy có một trong các thừa sô sau 


z ` Ậ Ạ v ` 
Các hàm cầu cân thiết là 


b§ 
lÌ 
Z— 
d> 
#|m 
&%.—x 
vai— 


2z 2m - 
: sin Øc0s @dz = Ú, Ị c?12Ÿ sin @eos ¿dj = 0, 
0 0 


ngoại trừ HỊ _¡ ¡¡ và HỊyy _¡, có các giá trí khác không 


: 3 II: 
Hí tạa =ạy | (Rat)Pr2/0)4 | sin” ØdØ 


0 


2n 
~ƒ sin @cos øe”?“dụ = /A, 
0 


1 : 
Th ¬—== ¬..`= ' Trau)? r^ ƒ(r) dr. 
Khi đó, ta tính phương trình trường kì 
0 0 0 0 AE 0 l Ũ 
0 0 0 ¿A : AE lÙ :A 
— AFI| = =Ũ 
0 Ö Ũ Ù AE 0 
0 —¡AI 0Ö 0 —1AÄ 0Ö AE 
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nghiệm của nó là A#=0, AF=0,AEU=A,AE=-A, 
Ta thấy khi có nhiễu loạn sẽ sinh ra ba mức năng lượng khác nhau với 
n = 2. Các độ dịch năng lượng và các mức suy biên sẽ là 


A, suy biến bậc một, 
AE=4—A, suy biển bậc một, 
0, — suy biến bậc hai. 


Do đó, tổn tại ba mức năng lượng phân biệt với ø, — 2. 
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Một hạt chuyến động trong một hộp một chiều với một vùng thế nhỏ trũng 
xuống (Hình 5.2) 


Hình 5.2 


V =œc VỚI + <00+ >Ì, 
V =-èb với 0 < # < (1/2), 
V =0 với (1/2)! < z <Í. 


Xét chỗ trũng thế năng như một nhiễu loạn đôi với hộp cứng thông thường 

(V = œ Với z < 0 và r > ¡, V = 0 với 0 < + < }). Hãy tìm năng lượng bậc 
nhát của trạng thái cơ bản. 

(Wisconsin 


Lời giải: 
Đối với hộp cứng thông thường, năng lượng và hàm sóng của trạng thái cơ 


20. BT..CHLƯỢNGTỪ 
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bản tương ứng là 


22 
(o 9Q) = VỆ án Z 
& 2m12 ` ý) TENG, } ` 


Nhiễu loạn là W{ = —b, 0 < z < š. Như vậy, bổ chính năng lượng của nhiễu 
loạn bậc một là 


E0 — [4 @)(-0)ø9(s)dz 


lI II 
Ï 
sà — 
=—= mIÌN 
tim M. 
ư— th 
_ 
— 
| -lš 
Q : 
ọ ¬—_ 
= 
| | 
Ì œ 
c 
ÑC 222 > 
. 
lÍ 
| 
2Í 


Và năng lượng của trạng thái cơ bản với bổ chính nhiễu loạn bậc nhất là 


bˆm ˆ b 
= E/) + ø0) ~ =- 
CiemnE nếp 3mj2— 2ˆ 
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Một giêng thê vuông góc một chiều sâu vô hạn có thành tại z = 0 và z = r. 
Hai thế nhiễu loạn nhỏ có độ rộng ø và độ cao V được định vị tại z = E/4 
và z = (3/4)L, trong đó ø là nhỏ (chẳng hạn (ø & Ƒ/100) như chỉ ra trên 
Hình 5.3. Sử dụng các phương pháp nhiễu loạn, đánh giá hiệu các độ dịch 
năng lượng giữa các mức năng lượng n = 2 và + — 4 gây ra bởi các thê nhiễu 
loạn đó. 


(Wisconsin) 


Lời giải: 


ˆ Ù ~ ` lệ ` z } ˆ Ẳ H ^ z ˆ 
Các mức năng lượng và các hàm sóng của một giếng thê vuông góc một 
chiểu sâu vô hạn tương tng là 


ca _ 7TR. trở 
Š 2u12 ` 


2 „ TiT 
0u) = (| in TTz J0 
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Hình 5.3 


Độ dịch của mức năng lượng ø„ E`) = Hị„, tương ứng với nhiễu loạn bậc 
nhất được tính bởi 


L/4+a/2 : 
Hạ = | 2 na? (T:) d+z 
L/á-a/2 L 


3L/4+a/2 D) Tr\ 
+ V.—sin? (| —xÌ dz. 
TH! L ( L ) 


Do ø¿ «< L/100, ta có thể áp dụng định lý trung bình cho các tích phân và thư 
được 


lI 


: 2Vu „3 ( TỊL ổụ ¬.... 
Hàn T sin xnn +sin T P 


Bói vậy, sự thay đổi hiệu năng giữa các mức ø: = 2 và ø = 4 là 


2V 3 
0 — E = — (sm s +sin? = — sìn? x — sin? am) 


4Va 
T- 
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Một hạt có khôi lượng r chuyển động trong một hộp thế một chiều 
eo với |+| > 3|a|, 
0 với ¿ < z < 3œ, 
0 Vi — äa < z < =u, 
W§_ VỚI -a<+<u, 
như chỉ ra trên Hình 5.4. 
Coơi phân Vạ như là một nhiễu loạn trên một hộp phẳng (V = 0 với —3a < 
+ < đø, V = œ Với |z| > 3|a|) có chiều dài 6a. Sử dụng phương pháp nhiều 


loạn bậc nhất để tính năng lượng của trạng thái cơ bản. 
(Wlàconsin) 


Hinh 5.4 
Lời giải: 
Các năng lượng và các hàm sóng của một hạt trong một hộp phẳng có 
chiều rộng 6a là : 


c( m1^h2n2 trở 
Q2 ————p,y n—1,2,...., 
72inu2 : 
j=ủ TT+ - 
¿((z) = 3a C08 Re .n=sSỐ nguyên lẻ , 
ụ Di 


h 1 1 + £ ^ tr 
1) (+) = W; sin T”, m= số nguyên chân .. 
ga 


r?h° 
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Bổ chính năng lượng theo nhiễu loạn bậc nhất được biểu diễn bằng 


E9) = (0Ÿ), V0), 


trong đó Ÿ =W với —u < +z < ø. Như vậy 


^ W PMăt 1 v3 
km = | “có (—) dự =Wh [g t3 |: 
_p da co m] kẽ li bị 2m 


Suy ra năng lượng ở trạng thái cơ bản tính theo nhiễu loạn bậc nhất bằng 


2p2 
E= E9 + kí - TT + Vọ Ệ + #) 


72m2 3 2m 
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Một dao động tử điều hòa một chiều chịu một thế nhiễu loạn nhỏ 6V (+), 
tác động tạo thành một chỗ lõm tại tâm của thê V. Như vậy 
1n SỈ À lời 
He {80x ee =1 20, 
2m: s ph ö N +2 +.2 2m S0 1Ã 
Hãy tính bổ chính cho năng lượng trạng thái cơ bản của dao động tử theo bậc 
nhât của À trong hai trường hợp 


(4)a << VWh/mư, 
(Œb)a > Vh/in. 


Gợi ý: Hàm sóng trạng thái cơ bản được chuẩn hóa của một dao động tử 
điều hòa là " 
đo(+) = () exp( ~mu+?/2B). 
TTR, - 
và 


(Columbia) 
Lời giải: 


Bổ chính năng lượng cho trạng thái cơ bản theo nhiễu loạn bậc nhật là 


: Tru2\ 1/2 9% ¿~z/h 
—ae ă 
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(4) œ < VR/mu, 
AE=^À c1 II SeiR đi 
T2 Ảnh _ a0ˆ+1) 
-À l6 Ni đụ À_ jmJT 
Sản - : 


ru) \ L/2 +œ cT máa2u°(h 
) chụ 


ỏ ?+1 


& 
q 
; 1/2 /†% : 
xà À K= J ¿— mon Mễ Jh Tu —. 
a z 
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Một quả bóng đàn hỏi lý tưởng nảy qua lại giữa hai bức tường song song. 

(a) Sử dụng cơ học cổ điển, hãy tính sự thay đổi năng lượng trên một đơn 
vị thời gian của quả bóng khi hai bức tường bị dịch đều từ từ về gần nhau hơn. 

(b) Hãy chỉ ra rằng sự thay đối năng lượng này giống như kết quả của cơ 
học lượng tử nêu số lượng tử của quả bóng không thay đổi. 

(c) Nếu quả bóng ở trạng thái lượng tử ø — 1 thì đưới các điều kiện nào 
của bức tường chuyển động quả bóng vẫn giữ nguyên trạng thái của nỏ? 

(Chicago) 


Hình 5.5 


Lời giải: 
(a) Trong cơ học cổ điển, năng lượng của quả bóng là 
cử 
9m 
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`... 
đo đó ¬.... 


Tại một thời điểm nào đó, hai bức tường cách nhau một khoảng 7 và quả 
bóng chuyển động về bên phải với tốc độ z¿. Bởi vì va chạm là đàn hỏi tuyệt 
đôi nên tốc độ của quả bóng so với bức tường bên phải trước và sau va chạm 
vẫn giữ nguyên 

Uy EU = 0y + (—ĐỊ), 
trong đó u¿ là tốc độ của quả bóng sau khi va chạm, còn ø¡ là vận tốc của bức 
tường bên phải. Như vậy, 
Ư2 — Uạ = —20U|, 


Ap= Tiếp U2) — —21Hn0J, 
h U Ôi ĐU1U 
0 0e 0n uy Si che D GEN có c0 ng 


0/1032 <=, 
mm ri m ° 2L k 
trong đó A? — m là khoảng thời gian giữa hai lần va chạm. Do bức tường bên 


phải chuyển động rất chậm nên 


— ĐU2 pp dù 
dị —————tUị„ =->-: —- — 
SP) kL - h m dt 
— 32 pđdL — 3EdL 
——L 2m d6 1 d` 


là tốc độ thay đổi năng lượng của quả bóng theo cơ học cổ điển. 

(b) Do chuyển động của bức tường bên phải là rất chậm nên bài toán có 
thể được xét đưới đạng bài toán nhiễu loạn. Nếu chuyển động của bức tường 
có thể được bỏ qua thì ta có 


— x2hˆ2 
”"” dụL2 
Nêu ¡ø không đổi thì, 
nˆmx?h2 1 dữ 2 
NET t2 = dL/dt 
Xe h, 5 €2 đệ nh ST co 


giỏng như kết quả của cơ học cổ điển. 

(c) Nếu sự thay đổi năng lượng trong khi xảy ra một va chạm là rất nhỏ so 
với #¿ — Fạ, thì quả bóng có thể vẫn ở trạng thái » = 1 (tương tự như các quá 
trình đoạn nhiệt trong nhiệt động học). Nói chính xác hơn do 
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nên ta có 
p 3 
Ñj tê Ap= V - Am = —2V2mT? 0|. 
+ Trị 
Điều kiện 
bạ — Fì » |A£I 
như vậy dẫn đến 
¡2P 
2 24/2 
2m ( 9)» MAT Tổ ghi, 
hay 
loi < 37B 
Lô) ———— 
: 4mnbk 


Điều này có nghĩa là tóc độ của bức tường bên phải phải nhỏ hơn nhiều 322, 


5010 


Xét một electron trong hộp một chiểu có chiều dài 1 Ä. 

(a) Hãy tìm 4 hàm sóng đầu tiên (các hàm sóng chuẩn hóa) và vẽ dạng đỗ 
thị của chủng. 

(b) Tính 4 mức năng lượng tương ứng và vẽ sơ đỏ mức năng lượng. 

(c) Tại  = D, hạt ở trạng thái ø = 1. Tại ? = 0, một giếng thê năng dạng 
chữ nhật Wụ = —10' eV, có tâm tại a /2 và độ rộng 10~!2 cm, bắt ngờ được đưa 
thêm vào giếng thế ban đâu và duy trì trong vòng 5 x 10~1Ê s, sau đó bị ngắt 
đi. Sau khi mất đi sự nhiều loạn thì xác suất để tìm thấy hệ tại từng trạng thái 
n=2,n = 3 và n = 4 là bao nhiêu? (Chiều cao và chiều rộng của giếng thế là 
đặc trưng cho một nøtron tương tác với một electron).. 

Chủ ý: Bạn có thể sử dụng đề thị để đánh giá các phần tử của ma trận liên 
quan. 

(Berkeley) 
Lời giải: 


(a) Hộp thể có thể được biểu diễn bởi 


Ò._ D<z<<u, 
Ví{(+) = 


eo, các giả trị còn lại, 
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trong đó ¿ = 1 Ä là chiều dài của hộp. Phương trình Sehr6dinger cho electron 
là 
2m. 
(2) 3 TC 0z)=0, +e€|0, 4|, 
tuân theo điều kiện 
(z)=09, z+€l0, o]. 


Đo  = T + V đương, các nghiệm phải có đạng hình sin với các nút tại + = 0 
và +z = u. Như vậy, các nghiệm chuẩn hóa là 


tỦn = Vận NG... [D.a|. n=1.2..... 
a ứŒ 


Bốn hàm sóng đầu tiên trong [0,z| được mô tà trên Hình 5.6: 


\(+) = t¡—sin— 
ạ ú 
: 2 ._ 27 
)›2(+) = TẾT UUESY 
2 
¿(+) = (/ gìn SG 
ạa đ 
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(b) Thay thế j„ vào phương trinh Schrödinger dẫn đến 
m+r\2 — 2mE 
Ẫ x.¬a 


ạ 


hay 


Bốn mức năng lượng đầu tiên là 
E\ = hˆn?/2rnaa? = 0,609 x 10 1Ô org — 37,4 eV. 
E¿ = 41, = 2,408 x 107!®erg = 149,6 eV 
Ea = 9E\ = 5.418 x 10 !2erg = 336,6 eV 


Fạ = 16E) = 9.632 x 10 1Ð arg — 598.4 eV. 


Các mức này được chỉ ra trên Hình 5.7. 


Hình 5.7 


(c) Xác suật để tìm thấy hệ ỏ trạng thái ø sau nhiễu loạn là 


: 2H; Ề ằ IÍo Ũ 
Đụ = lu II = le” sỉin “ : 
trong đó 
| : 
ty) — h tị E) 


a ủ 

j PT 2V (?!?°. nn+ư .. Ta 

n„= n Vqd+ —= —— sin —— sin — - đ+. 
$6 a $T—b a 4 
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Do b <& a, theo định lý giá trị trung bình của tích phân với z ~ $, dz = 2b và 
ta CÓ 


; 4bWụy . nm 
“% sin——. 


Như vậy Hạ; = 0, Hại = 0, Hại = 2*19 19” = 2 eV. Như vậy, 


l6. „/1 ¬ 
tấn TT SH ( 2as) = L,45 x lŨ : 


với 


huyi = 336,6 — 37,4 = 299,2 eV, 


tọ = 5 x 107} g, 
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Một hạt tích điện bị giam trong một thế đao động tử điều hòa V = ‡ kz2. 
Hệ được đặt trong một điện trường ngoài £ không đổi theo thời gian và không 
gian. Hãy tính độ dịch năng lượng của trạng thái cơ bản tới bậc #2. 

(Columbia) 
Lời giải: 
Chọn hướng của điện trường theo phương +. Hamiltonian của hệ là 
ữ= h? dj? 


1 - : 
—=—- s+zkt?T-qE+= : 
2rm d2 2 D i5 te: S00 004 3 


trong đó Ñ' = —gÈ+ được coi như là một nhiễu loạn. 
Hàm sóng ở trạng thái cơ bản của một đao động tử điều hòa là 


ở 


Hi” ỒN cai — „? 
U(+) = (z|0) = T17: °xp (-šs Ự ) : 


[1700 k 
œ=\J——, œ@=\j—. 
h mì 


trong đó 
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Do ủọ là một hàm chẵn nên bổ chính bậc một (0|7'|0) = 0 và ta phải tính đến 
bậc hai. Đối với dao động tử điều hòa ta có 


1 UIP: /m/ + ] 
ứ |+| n) = = lÚ Ồn, n1 † “.ee| ' 


Hạ„ = —4E(0z|n) = —(4E/VBa) ẩn. 


và như vậy 


Suy ra bổ chính năng lượng cho trạng thái cơ bản tới bậc 72 là 


22 
AE) - Si bi > đàn ôn 
5 (0) _ m9) —ithu) 
T20 
¬ q22 ` dg? là 
2huœ2 — 2mu¿2 ` 


trong đó kí hiệu tông 5ˆ“ loại trừ n = 0. 
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Đối với một đao động tử điều hòa một chiều, nêu đưa vào tọa độ không 
thử nguyên ø = +(¡n«o/h)!⁄2 và biển năng lượng z„ = 2E„/ha ta sẽ nhận 
được một phương trình Schrödinger với toán tử động năng 7' = "¬ và thê 
năng V = gŸ, 

(a) Sử dụng hệ quả rằng chỉ có duy nhất một phần rử ma trận lưỡng cực 
khác không là (› + 1|g|m} = vV>” (và liên hợp Hermite của nó), hãy tính tất 
cả các phần tử ma trận khác không của ¿3 liên hệ với trạng thái cơ bản |0). 

(b) Dao động tử bị nhiễu loạn bởi một thể V' = œ3, Hãy tìm bổ chính cho 
năng lượng trạng thái cơ bản ở bậc khác không thập nhất. (Trường hợp bạn 
không trả lời được hoàn toàn câu (a) hãy đưa ra kết quả dưới dạng các phần 
tử ma trận được định nghĩa rõ rằng, v.v.) 

(Berkeley) 
Lồi giải: 
(a) Do 


lẻ J 
@m|u|n) = sô m1 + 5 Ômmn-~1. 
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nên các phần rử ma trận khác không liên quan với trạng thái |0), 


0nlˆ|0) = Ð” 0nlglk) (k|u|D 01y10) 
kụ 
đó là các phần tử với rn = 3, k = 2, = I1, và với rn = 1, và ` =0, 1= 1, hoặc 
k=2.Ì= !, có nghĩa là 
v3 _ 

. ỗm.3 va 2v Ỗm 1 : 

(b) Do úø là một hàm chẵn do đó, (0|3|0) = 0, hay nói cách khác bổ chính 
năng lượng (0|¿3|0) bằng không, và ta phải tính toán bổ chính năng lượng 
bậc hai 


Ab=Š` NI la? (Sỹ : ¬ | 


mrợ() È ÊnI II 
Do 
2E 
En=— -=2n+1, 
hưo 
+ /|(0|y3J)JP 0|3|3)J? TE}° ¿ 
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Xét một dao động tử điều hòa một chiều có tần sô „ạ. Kí hiệu các trị riêng 
năng lượng bằng a, bắt đầu từ ø = 0 ứng với giá trị năng lượng thập nhất, Một 
thế nhiễu loạn không phụ thuộc thời gian ? = V{(+) được thêm vào thể năng 
dao động tử ban đầu. Thay vì đưa ra dạng của thế nhiễu loạn V(z), ta sẽ chỉ 
ra tường mính các phần tử ma trận của nó được tính toán trong biểu diễn của 
các trạng thải riêng không nhiễu loạn. Các phẩn tử ma trận ? sẽ bằng không 
trừ khi › và n là chấn. Một phần của ma trận đó được chỉ ra dưới đây trong 
đó z là một hằng số nhỏ và không có thứ nguyên. |Chú ý rằng các chỉ số của 
ma trận này chạy từ z = 0 đến 4]. 


| 0 ~v1/2 0 v2/3 
0 0 0 0 Ũ 
hưu |—w1/2 0 1/2 D —v⁄3/16 
0 Ũ 0 0 Ũ 
3/8 0 -v3/16 0 3/8 
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(a) Hãy tìm các năng lượng mới của năm mức năng lượng thấp nhất tính 
đên bậc nhất trong lý thuyết nhiễu loạn. 
(b) Tìm các năng lượng mới cho r› = 0 và 1 tới bậc hai trong lý thuyết 
nhiễu loạn. 
(Berkeley) 
Lồi giải: 


(a) Các mức năng lượng tới gần đúng bậc nhất trong lý thuyết nhiễu loạn 


là 


En = Ea + H-u. 


trong đó na = (¡+ 3) ao, HẠ„ = (n|?(|n). Như vậy, năng lượng của năm mức 
năng lượng đầu tiên là : 


1 lì 
Eb = ạ Ba + chúa = (§+:) hư v 


2 

3 
FA = - háo, 
Ì 2 0 

Ỗ 1 
#=| Vẻ 
2 s tật) hư0n, 
Eạ = RưJg , 


(b) Các năng lượng tưởng ứng với + = 0 và 1 tính tới gần đúng bậc hai là 


` |H:a|? 
F = Eo + Hạn + › ———— 
củ Eo — Èk 
1 1 
= — hưu hưUn ¬ =_= :IN 
D o + £Lug .> nai: kol 


1 šxÉ E „44 
=e [stcct (ga +)|: 
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EU = Ei+ Hạ + - li 
Eì — Eỳ 
k0 
= Hà 04) = = in 
2 HT (L—k)høa  *“! 


R) 3 
= kủ c1 = Ÿ Rùa - 
heo (5 +0! ) 5 ña"o 
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Một chất điểm khối lượng m được treo bằng một sợi dây có chiều dài / và 
không có khối lượng vào một trục P và dao động trong mặt phẳng thẳng đứng 
dưới tác dụng của trọng trường (xem Hình 5.8). 


Hình 5.8 


(a) Trong gân đúng góc nhỏ hãy tính các mức năng lượng của hệ. 
(b) Tìm bổ chính bậc thấp nhất cho năng lượng trạng thái cơ bản gây bởi 
độ không chính xác của gân đúng góc nhỏ. 
(Columbia} 
Lời giải: 
(a) Lấy vị trí cân bằng của chất điểm làm điểm không của thê năng. Trong 
gần đúng góc nhỏ, thê năng của hệ là 


1 
V = mzi(1 — cos 8) 5 mụi8?, 


và Hamiltonían là 


H= ; mị2?02 + : mại8. 
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Bằng cách so sánh nó với dao động tử điều hòa ta thu được các mức năng 


lượng của hệ là 
"1". 
tụ = (: ‡ 3) hưu 


(b) Hamiltonian nhiều loạn là 


trong đó u = v/4j1. 


1 
H = migi{(1 — cos 8) mụi8? 


1 †?ng sa 
Ð 
24 j3 


1 4 
SG rnui8 


với z — i0. Hàm sóng trạng thái cơ bản của một đao động từ điều hòa là 


œ 1. 
to = x2 eXp | 2 2222) 


với a = V/“f. Bổ chính thấp nhất cho năng lượng trạng thái cơ bản gây bởi 
độ mắt chính xác của gần đúng góc nhỏ là 


] rnụ 

EƑ = (0|H'|0) = —— —< (0|+1|0). 

(01/70) = —2- Tế (0l2'10) 
Do : 
(0|+!|0) = „ +'#exp(—o?+?)dr = _ 

MA. 4o1` 

`... 

> 32in2 
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Một quay tử (rotor) cứng lượng tử được giới hạn quay trong một mặt 
phẳng có mômen quản tính 7 quanh một trục quay và có mômen lưỡng cực 
điện ¿ (trong mặt phẳng). 

Quay tử này được đặt trong một điện trường đều và yếu e, nằm trong mặt 
phẳng quay. Coi điện trường như một nhiễu loạn, hãy tìm các bổ chính khác 
không cho các mức năng lượng của quay tử. 

(Wlàconsin) 
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v 
`" H 
8 x Ea 
_ 
Hình 5.9 


Lời giải: 


Chọn mất phẳng quay của quay tử là mặt zự với trục + song song vời 
= như chỉ ra trên Hinh 5.9. Khi khêng có tác dụng của điện trường ngoài, 
Hamiltonian của quay tử là 


và phương trình tìm trị riêng 


có các nghiệm 
1 
3x 


tương ứng với các mức năng lượng 


N...) 


ự\= rr.: = Ú, +. +3... 


h?m? 


¬(ñ) = 
Em 2I 


Khi điện trường ngoài tác dụng lên hệ và có thể được coi như là một nhiễu 
loạn, lúc đỏ Hamiltonian nhiêu loạn có dạng 


H=—h:z= —k¿ cosÐ. 
Bổ chính năng lương bậc nhất là 


= 32m 
0) (à| H|aa) — = cos 8đ = lì 
m 


9 


31- BT...CHLƯỢNGTƯ 
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Bổ chính năng lượng bậc hai là 


2 — sẽ lứm'LH“Im)|? 


(0) 0) ` 
+n' én Tn —— K. 
Do 
27m 
ứm'|H|m) = -_ 1 ciứm~)8 cos 0 đồ 
Š 1/0 
2z 
= __ MẸ Ỉ [gt0ESEm “ti lý SẼ: ¿in m E6] do 
4m 0 
uz 
= my (Ỗmmzm+1 + m1) Ũ 
†a CÓ 


2I 1 1 
E®) = uàc e2 2= =—==-.:.=.=-_. 
4 B2 |m2— (m— 1)2 bộ m2 — (m + 1)2 
_ He H 1 
hˆ — 4m?—1- 


5016 


Sự phân cực của một phân tử hai nguyên tử trong điện trường yêu có thể 
được coi như là một quay tử cứng với mômen quán tính 7 và mômen lưỡng 
cực điện d trong một điện trường yêu BE. 


(a) Bỏ qua chuyển động khối tâm hãy viết Hamiltonian H cho quay tử 
cứng dưới dạng Hụ + H'. 

(b) Giải chính xác bài toán nhiễu loạn. Các mức năng lượng suy biến ra 
sao? 

(c) Hãy tính toán bổ chính bậc thấp nhất cho tất cả các mức năng lượng 
bằng phương pháp nhiễu loạn không suy biến. 

(đ) Giải thích tại sao phương pháp nhiễu loạn không suy biến lại có thể áp 
dụng được trong trường hợp này và các mức sẽ suy biến như thê nào. 
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Lưu ý hệ thức sau đây: 


(+L—m)(+1+n) 
(21+ 1)(21 + 1) 


(+ m)(1 — mm) 


6Yj„; = ÁP ĐC TH) 
Đo uc (31+ 1)(21— 1) 


Y1 tưn + TÍ—lm- 


(Bufalo) 
Lời giải: 


(a) Chọn trục z theo hướng điện trường. Hamiltonian của quay tử là 


3? NC 
H=—.-d:.E=—- LÊN 
2] bị 2 đE cos 
Coi —d# cos Ø8 như một nhiễu loạn, ta có 
j? : 
=.. MH=— 6. 
Họ xã đE cos 


(b) Các hàm riêng của hệ không nhiễu loạn là 
1Ù>m = T?m (8, W} › 


trong đó rw = —j, (—7 + 1),...,(j — 1), 7 và các trị riêng năng lượng là 
} 2 , z vi } z ` ` ^ 

LONG = TƯ, Các mức suy biến bậc (27 + 1) do lONG hoàn toàn không phụ 

thuệc vào r¡. 


(c) Bổ chính bậc nhất bằng 


Cm| — đỀ cos0|jm) = —dE(Jmi| cos 8| j m) 


bá 2m 
= -E Ị cos Øsin Ø8/8d„ = Ù. 
0 do 


Đôi với bổ chính bậc hai ta tính 


2 › , lún 12| 
£t 3 - —————, 
Ti Ũ ¬(0 

' Eụ) KG E ) 


trong đó ø,7 kí hiệu cho các cặp /, ru và đầu phẩy để chỉ sự loại trừ số hạng 
¡ = ¡¡ trong phép lây tổng. Do các phần tử ma trận khác không chỉ có 


€ t1, m| — dEcos8|Jrn) = —dE M0 D1. bu ì 
(2/+1)J/ t3) 


N ¬ - x () 79) ð) T ) 
— 1. m|Ì —đEcos — BC Khác bo kioebsebi so 
€j — 1, mỊ tús Ø|j mộ dc 2/+0@J7—T) 
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nên bổ chính bậc thắp nhất là 


c® - .. 
~{ Œ#+l1Tm)(7+ 1+ m) 
(27 + 1)(27 + 3)J0 +1) T— 0+1) + 2)| 
+ m)( — mì) } 
 j +1)(27 — 1Ô + 1) — 7G ~ 1)] 
—— TIPE?[(j + U — 3m2] 
— R27 + 1)(2/— (27 +3) 


(d) BỞI \ vì { Ũ /IH"J) trong không gian con 7 nên lý thuyết nhiễu loạn không 
suy biến vẫn áp dụng được. Tuy nhiên, thậm chí với nhiễu loạn, sự suy biến 
không hoàn toàn mắt đi. Thực tế các trạng thái có cùng j nhưng có z ngược 
dâu nhau vẫn bị suy biến. 
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Một quay tử cứng có mômen lưỡng cực điện P được giới hạn quay trong 
một mặt phẳng. Quay tử, cô mêmen quán tính 7 quanh một trục quay (cổ 
định). Một điện trường yếu và đều E nằm trong mặt phẳng quay. Các mức 
năng lượng của ba trạng thải lượng tử thắp nhất là bao nhiêu tính tới bậc E2? 

(MIT) 
Lời giải: 


Hamiltonian của quay tử tự do là 


. AT Là 
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Phương trình Schrödinger này có các trị riêng và các hàm riêng là 


h2rm2 1 
ma (ở) = 


BÉ = 


(mm = 0,+1,#+2,...) 


Khi một điện trường đều yếu E tác dụng vào hệ, Hamiltonian nhiễu loạn có 
đạng 
H=—E-P=AÀcosó, 


trong đó À = —#P. Các thành phần ma trận của Hamiltonian nhiễu loạn là 
b À sa ¿(tr -ri}© ; À 
(n|H |rnm) = — e cos ô độ = ~ (ỗngm+l Ý Ônza—l)- 
2m 0 2 
Định nghĩa E) và E bởi 
Ha|m) = EP)|m), (Hạ + HO|) = FE), 
và khai triển |) theo các |x) = j)(¿) 


"› Cm|m). 


Khi đó 
(Họ + HP)” Cm|m) = 3” C„E|m), 


hay 
2„Cm(E — EIĐ)\|m) — — 3 CmH'|m) =0. 


^ : Á Đn -Ww  KÃ 2 ,x * ` ⁄Z , 
Nhân hai về với („| đồng thời kể đến tính trực chuẩn của ta) và các tính chất 
của (n»|H”|m) đã mô tả ở trên, ta có 


n | 
À2Cm(E = Em Dâm — 2 3 Cm(ễma~ † ẩmme) =0, 


hay 
' À ^ 
(E— EE))C¿ — g Cn-L— 2 Cn#i = 0. 
Khai triển # và Œ„ thành chuỗi lũy thừa của A 


eS) %œ 
E= » EŒ)\° nu = 5` Cứ?) A2, 
0=0 


=0 
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và thay thê vào phương trình trên ta thu được các phương trình nhiễu loạn 
cho các bậc khác nhau 
A': (E0) — g9) C6) = 0, 


1 


1 
NỔ 2n VU 2 cvà 2100 200 


A?: (EØ — g0) c + g0)o00 + 200) 
1 
=5 0N j - sCA) = 


1+ \ 


Để tìm được mức nắng lượng £P, trước hết ta thấy rằng phương trình bậc 
không (£, J= EEP)) CẸ” = 0 đòi hỏi CẬP) = 0 nêu k # n. Như vậy ta viết 


cụ) = grỗn,k + d_kỖn,—k- (1) 
Thế vào phương trình bậc nhất dẫn đến 
(EE” — EEĐ)CK) + EÙ) (ngễn y + a—kốn,—k) 


1 
=- (dỗnT~1k + 0G—kẾn~1,—k + đỗn+t k Ð @—kỗn+l,—k) = Ö, 


Khi ;:¡ — +È, ta có 
zU) =0. 


Khi :ò # +È, ta có 


1 1 
E49) = (ayỗnT—1,k + @T~kôn~t,—k Ð 0gỗn+t, + a—kỗn+1,—k) 
2 rí() ¬(0) 
E#) _ cự 
1 là 


=—5 cm Tag (Cánh + CN) 
2 rẹ) " E#) ?ì +I 


Thê Œ‡" vào phương trình bậc hai dẫn đến với r = k 


E 1 1 
(EỆ” — E.Đ)CP) + EðCE — ý CÁ — š Cán =0, 


Lý thuyết nhiễu loạn 321 


tức là, 
{2)¬(0› _ Ì @) 
E0Œ; =s(C Dư D0300) 
{ 1 1 (0) (0) 
=zs$T— €g_;¿ + Cp `) 
D (ø ( 
ảx-.. 
L 1 
—2 g0 _ gíÐ (C? My, 
kế] 
“—xzÍ mm (G0; + CẼ”) 
(0) (0) 
là 25 2) 
1 (0) (0 
 ) my (Ó + Cán) : @) 
Đa T tự 


Đối với trạng thái cơ bản k = 0, (1) dẫn đến C{° # 0, CØ) = ŒÍ) = 0, và như 
vậy (2) trỏ thành 


TẢ 1 1 ) (0) 
_ +——mxt€ 
0 ¬(0 0 0 ũ 
4\g)— g9) g0 _ gà 


z0)c{° 


Do đỏ 


1 1 J 
0 340) 7 2` 
2 g9) _ g0) h 


E4”) = 


Đối với trạng thái kích thích đầu tiên k — +1, phương trình (1) dẫn đến 
l0) # 0, phương trình (2) trổ thành 


(x0) _ — Ì 1 (0) „ rx(9) 
t lên -x 4 Í=m —— BØ (C`; + C ) 
0 1 


1 (0) „ œ0) } 
+—œ — (đt? +cf) 
E4) — g/6) ` 2 : 


1 (| 1 1 ) (0) n) 
-. =—_——=--ẽI|C `. 
0 0 0 b ụ 
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và 


@ơ@ -. LÍ 1 m0) ¬ = 0j} 
bốc rÍ c0) „âu EØ_—gữ gi), li: 


—Ì}Ì? 


ụ | ÿ, LfDp ¿ 1 ì (0) 
Ta cố 0 na ốc số 
4} g0 : EØ) _ g0) g6 sy 


#£ + 
kẻ 


do E4” = 0. CẾ) — 0, hay nói cách khác 


1 1 LÔ) l Dhhgp) với 150 À3 0n 
xin 0 == =>, _ | c® + - ŒU) _.g 
0) 0 ñ] ì T0) 2-1 ` 
¬ m5) su 
và 
1 1 (0) H 1 1 v(2 (0) 
nH ôm". 51g... 
1 = 
4 g0 Pì Ế _ gíÐ— gí9 1 


Đây là các phương trình thuần nhất theo C? và Œ9,. Giải phương trình 
trường kì, ta thu được hai năng lượng cho trạng thái kích thích đầu tiên 


_. 1 1 Bi: 

4 zt 4 z£ cỐ, FOỊNG g® 62 ` 
g2 11 1 (go mm mm) =._ 
m t (0) 0)_ mg) z0} 62 

4 E 4 BE)” ¬ El E 6% 


Đối với trạng thái kích thích thứ hai k = +2, phương trình (1) dẫn đến à0, # 
0 và phương trình (2) trỏ thành 


1 1 1. 0) 
2c) ~ ~^ lam zm n nữ gi] SIÊN 
M0) — œí(0) ®) _ cí0 | “+2 

4V, SE, E. SE, 


SUy ra 
(2) l } 1 l 
hà = —*® SE... ===—=T.s + — = ——., 
(0) (0) (0) (0) p] 
4 BỊ — Bộ E`'—E) 15h 
Do đó, bổ chính năng lượng tới nhiễu loạn bậc hai cho trạng thái cơ bản là 


2 I(Ep)” 
T0? %2: xin T 
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đổi với trạng thái kích thích thứ nhất là 


và đôi với trang thái kích thích thứ hai là 


_ 3h# T \ /(Ep} 
15 


E2 
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Một thanh có chiều đài ở và khối lượng đồng đều được cuay quanh tâm 
và giới hạn trong một mặt phẳng. Thanh có khối lượng Ä và điện tích +@ và 
~@ tại hai đầu. 


(a) Mô tả hệ này theo quan điểm cơ học lượng tử, tìm Hamiltonian của nó 
và xác định các hàm riêng và trị riêng tưởng ứng. 

(b) Nếu một điện trường đều yêu E nằm trong mặt phẳng quay được tác 
dụng lên hệ thì các hàm riêng và trị riêng mới tính đến bậc nhất của # là bao 
nhiều? 

(c) Giả thiết có một điện trường rất mạnh tác dụng, hãy tìm một hàm sóng 
và năng lượng gân đúng cho trạng thái cơ bản. 

(CUS) 


-8 Ñ 
Hình 5.11 
Lời giải: 
(a) Chọn mặt phẳng quay là mặt + như chỉ ra trên Hình 5.11. Hamiitonian 


của hệ là 
: 2.32 
H ĐỂNG) 


21 00?` 
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trong đó 7 = ị; M42, và phương trình tìm hàm riêng, trị riêng là 
h2? Ø 
_ 9] 082 


Các nghiệm của phương trình trên là 


#„(6) = Emmm(0) , 


#m(8) = ce?Em9 Ẫ 
trong đó kệ, = ??#=. Để đảm bảo tính đơn trị, tức là „ (Ø + 2) = „(8), ta 
cần 
k„›y = 0.+1,#+2,.... 
Diễu kiện chuẩn hóa các hàm riêng cần có 


: 1 
c? ‹: 2m = 1, hay c= ——. 


v2z 
Như vậy, các hàm riêng là 
1 
(6) = TTC ©n, kẹ =0, #12, 
T 
và các trị riêng tương ứng là 
Eụu= hề k2 c6 k2 


(b) Chọn hướng của điện trường không đổi E theo phương z. Như vậy 
E = Eoy, và Hamiltonian của hệ là 


: hˆ Ø 

H-S?S Song Và 
trong đó 

V(0) = —P -E= -QdEcosð8. 
Đặt 
Ẫ h2 Ø2 
0S 27 067` 

coi V(#) như là một nhiễu loạn, tức là Ÿ' = —QđE cos Ø. 


Các hàm sóng riêng không nhiễu loạn và các trị riêng đã được đưa ra trong 
câu (a) và có dạng như sau 


tụ (= sp cìm®, Eạ= b?m? ` 6h?m? 


V2z 2] — Mẹ“ ` 


Lý thuyết nhiễu loạn 325 


r" = 0,+1,3#2,.... 


Do E„ được xác định bởi m2, nên „(6) và _„„(6) suy biến. Tuy nhiên do 
27m 1 : 
(—rr|V(8)|m) = ' (—-Qở#) cos Ø- mm e?"8 10 = 0, 
0 
nên ta vẫn có thể sử dụng các kết quả của lý thuyết nhiễu loạn không suy biến 


27 
E£) = ứm| ñt|rm) = ` (—Q4E) cos 6 d6 = 0, 
To 


q0) —_ / (n|Ñn |m) _(0) 


TL 


Do 


h 1 2m - 
(6| Hị|m) = — (—Q4E) cos Ø - ciữm~n)0 
2m 0 


1 1 
“.C (—-qQ4E) 2 : 2m(ỗm—n+1,0 + m—n—t,0) 


1 
ho Ög 2x QưE (Ổm—n+1,0 + Ôm—m—1,0) ' 
TT 
ÿi8= A4@QE 1 Ì_— jem+D2 
“ 12/2 2m+1 2n 
AMaSQE l ÌÏ ;„-nyø 


18 12m Vấn. 


_ MdQE- Ì_— im+) ciữm—1)8 
12h2V2x |2m +1 1— 2m 


Như vậy, theo nhiễu loạn bậc nhất, các năng lượng và các hàm sóng có dạng 
như sau 


6h?m? 
Em = ER) + B`) = " 
L „ng, MdSQE 


đa =1 + j0) = +. ———— 
HP SiẾE,ñ PS avine 12n2/2z 

] i(m+1)ð 1 3(m—1)8 
*lmt ii hô 
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(c) Nêu điện trường tác dụng rât mạnh thì xác suất để có ở trong vùng góc 
nhỏ là rất lớn. Như vậy cos Ø 1 — š 0? và Hamiltonian là 


: h0? 
Ñ=- LÊN Q4) Ít 26) 
= TT Ì O4E82 — QaE. 


Nó có đạng Hamiltonian của một đao động tử điểu hòa (Bài tập 5008) với 
ưo = V S° và một nhiễu loạn /ƒ' = —QdE. Như vậy, ỏ trạng thái cơ bán ta 


cô 
1 š SE 3QE 
Ty — — hú) H d ~= đE, 
0E öo + (0|H |0) = 2h ¬Q Tư. -Q 


g0) LÒ, , Kho ho 0,9) = Bài _¬ 
— bạ T 


trong đó œ = v97”, do (n|H”|0) = =Q4E(n|0) = 0. 


S019 


(a) Liệt kê tất cả các mức năng lượng của một con quay đôi xứng với các 
mômen quán tính chính ï\ = 1¿ = 7 z ñ. 

(b) Một con quay hơi bị bất đối xứng không có hai mômen ¡ bằng nhau 
hoàn toàn, nhưng J¡ — ï¿ = A #0, ]ậạ tạ = 21 (A/27) < 1. Tính các năng 
lượng ứng với J = 0 và j — 1 tới bậc nhật của (A). 

(Berkelay) 


Lữi giải: 


(a) Đặt (z,,z) là các tọa độ quay có định trong con quay. Hamiltonian 


của hệ là 
I2 715-. 0 cai 5 
H- 
TC n: -#] 
J2 J2 1 j2 
2r( TT v) Ti z 


— 1ợxa L/(1 1 2 
=mJ “SÍT T) J° 
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Do đó, một trạng thái với các số lượng tử J,rn sẽ có năng lượng 


đây cũng chính là các mức năng lượng của con quay đổi xứng. 
(b) Đối với con quay hơi mắt đối xứng, Hamiltonian là 


"`... ...ẻ. ẽ 
H=j1°+¿ (T~†) dê + áp 02 ~ 2) 


trong đó H” = ;â› (J2 — J2), được xem như là một nhiễu loạn. 
Định nghĩa J+ = J„ + ¿7y ta có 


1 
J — Jể — s JỆ + JÊ). 


Lưu ý rằng 
J+|jm) = VỤ + m + D ~ m)]|j, m3 1), 
J-lÿm) = VỤ - m + D)() + mm)|j,m — 1), 
J‡|jm) = J+(J+|jm)), 

ta CÔ 


J? |00) = Jˆ|00) = 0, 
J? (10) = J2|10) =0, 
J?J1L1)=0, J?|1,~1U =282]11), 
J?|1,—1) =0, J?|J1I) =2/2I—J). 
Như vậy, đôi với các trạng thái nhiễu loạn 
() / =0, ru = 0, (không suy biển) 
Eạ = EÀ” + (00|H'J00) = EẤ”) = 0. 
(ï) J = 1, ra = 0, (không suy biến) 


2 
E1 = Eƒ? + (10|H'|I0) = E*” = T- 
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(ii) .J = 1, r» = +1, (suy biến bậc hai) 
Do có suy biên nên trước hết ta tính 
(1,—1|H'1,—19 = (1,1|H [11 =0, 


AP2 


q,—1IH'M) = (HỊHI1,—U = T- 


Sau đó ta xây dựng phương trình trường kì 


2 
- 
À~ | Aga “Ủy 
4 b 
tức là, 
A2 
— 4P 
DU ÖG, củi lÌẾ”" 
472 
Phương trình này có hai nghiệm 
Ah? 
À+= +P : 


có nghĩa là năng lượng của các trạng thái J — 1, ru = +1, #1 +¡, tách thành 
hai mức 


hˆ..hh. (LAN 
+ 


tiai = 2T 
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(a) Sử dụng một hàm sóng hydro đơn giản cho từng electron, hãy dùng 
lý thuyết nhiễu loạn tính năng lượng ở trạng thái cơ bản của nguyên tử hêli 
liền quan với tương tác Coulomb electron - electron (bỏ qua các hiệu ứng trao 
đổi). Sử dụng kết quả này để đánh giá năng lượng ion hóa của hê]i. 

(b) Hãy tính năng lượng ion hóa bằng cách sử dụng phương pháp biến 
phân, với điện tích hiệu dụng Z trong hàm sóng hydro là tham biên. So sánh 
các kết quả trong các câu (a) và (b) với giá trị thực nghiệm của năng lượng 
ion hóa là 1,807 Eọ, trong đó Es = œ?mc?/2. 
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Lưu ý: 
VÁ h2 
ìa(r) = (| —€XD(—Z7/đa), ao S= ——, 
V TuŠ Tre 
jn: đ`nydS3rae_ 21172) /Ìrị — ra| = 20z2/oŠ ` 
Lời giải: 


(a) Hamiltonian không nhiễu loạn của hệ là 
Họ = —c— (VỆ + VỆ) - “— - “—. 
Các hàm sóng có dạng 


$= @(rt, Fa) xa(#Iz. %3z) ` 


ỏ trạng thái cơ bản, 
@(r1,r¿) = 1oo(?1)ioo (72); 


z3 
thoo(r) = mo exp{—Zr/ao} 
0 


vỗi ao = J”/me?. Xét tương tác electron - electron 


trong đó 


Ec 
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(Columbia) 


m¡ như là một nhiễu 


loạn, bổ chính năng lượng bậc nhất trong lý thuyết nhiễu loạn sẽ bằng 


d3 
=* T, n[ TẺee(r:) Ê@ieo(2) 


-(F Đ) r dần dần sp 
Tà lãi mã — 
„(Z3 20x2 52c? 
=e mm. : ——g = P : 
710, 2Z ¿0 
no 


Các mức năng lượng của một nguyên tử dạng hydro được tỉnh bởi 


2Z 1 
— (q+ r2) 
dọ 
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và như vậy năng lượng ở trạng thái cơ bản của hệ (khi chưa tính đến tương 
tác Coulomb electron - electron) là 
CƯ Ga“ 


Ea =—2 =— : 
È 20p đp 


Do vậy, năng lượng đã được bổ chỉnh của trạng thái cơ bản của hêlí là 


- e2? 5Ze? 11e€2 
PE=_— + =_— % 
đo S8ứo Á4œo 


với Z = 2 đôi với các hạt nhân hêii. 
Năng lượng ion hóa là năng lượng cần thiết để đưa hai elecrron của nguyên 
tử hêli ra xa vô hạn. Như vậy, ở trạng thái cơ bản 
«Z2 ( c1? Xe) 3e2 
_ — + =_ ——— 
2up 


Ï—=— — 
4oo 


dọ Ñ8aụ 
với Z = 2 đối với các hạt nhân hêli, tức là 

IT= 15h, 
với 


2 2x2 
L2 l (/e 1 
Ebồ==— => [| —] m2 = -u?2mc2, 
là () 2 


trong đó œ là hằng số câu trúc tỉnh tế. 
(b) Hamiltonian của He có tính đến tương tác electron - electron là 


H= "?m (Vị + V2) == Z£?/m = Z€?/ra + e2/mta 
Tụ 
với Z = 2, rịa = |rị — rạ|. Đối với trạng thái cơ bản ta sử dụng hàm sóng thử 


3 
ở(riq.ra,À) =— cNr+2), 
bì 


tức là, 
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Đặt 
VN AC =ø 
mr 7 
Sử dụng các kết quả trên, ta có 
= l2 hˆ Zc? Zc 2 
H= dềr:dŠr„šŠ* SG sc c= g1 
2m: 2m T1 r2 12 


b A2h2 2 
= || #hêne' == s2 co co đĐ ) 5 
7". T1] Ta T12 
A(ri+rz) 


M2 2 D A3 —2Àr1 2A8 : —2 
Rˆ _ 2ø [ST #n+f : J trên 
Ll 712 
cT2?2Àm 


T1 
c—2A71 x œ : 
J đ ri = Ỉ 4ar7drị = T/À“, 
0 lì 


mm 7T 


Đặt $ = 0, ta thu được 


rrue? B 
“`... 


Bởi vậy, năng lượng ở trạng thái cơ bản là 
2:1 24 2 „2 
=2 lốc 6l). 
16 hˆ 16 do 


2 ` = x . jêu l ` 
do Z = 2, ao = „z, và năng lượng ion hóa ở trạng thái cơ bản là 


„12 I? t_c ĐANG e2 
Đà 8 IỆ cân [de S0) ¬e=.f BdfF, 
DNHIGG ự 18) đọ (5) Hn” hi 


22- BT_..CHLƯỢNGTỨ 
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Như vậy, kết quả tính từ phương pháp biên phân phù hợp tốt hơn với thực 
nghiệm. 
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Một hạt có khôi lượng ;n chuyển động một chiều trong thế tuần hoàn 
2m+ 
V(+) = Vạ cos (2) : 
œ 


Ta biết rằng các trạng thái năng lượng riêng có thể phân thành các loại được 
đặc trưng bởi góc ớ với các hàm sóng ð(z) tuân theo điểu kiện ó(+ + ¿) = 
e#@(+) với tất cả các giá trị của +. Đôi với loại ø = x, điều kiện này trở thành 
ó(+ + a) = —ó(+) (phản tuần hoàn trên khoảng cách ø). 

(a) Thậm chí khi Wạ = 0, ta vân có thể phân loại các trạng thái riêng thông 
qua 6. Với những giá trị nào của k thì sóng phẳng ¿(+) = e'*Z thỏa mãn điều 


kiện phản tuần hoàn trên khoảng cách a? Phổ năng lượng của loại Ø = r với 
ù = 0 là như thê nào? 


(b) Khi Wạ nhỏ (tức là Vạ < h?/ma?), hãy tính hai trị riêng năng lượng 
thấp nhất bằng cách sử đụng lý thuyết nhiễu loạn bậc nhất. 
(MIT) 


Lồi giải: 
(a) Đôi với sóng phẳng (+) = c'**, ta có 
d(# +0) — elRŒ†A) — cÍEA Vu, 

Nếu k thỏa mãn điều kiện 

ka = (2n + 1)m, (n = 0, +1, +2, ` 
thì sóng phẳng này thỏa mãn điều kiện phản tuân hoàn 

j(z+ a) = -Ủ(z). 

Phổ năng lượng tương ứng là 


2 
Eu= DU HT đu ý TẾ (n=0,4+1,+2,...) 


2ma2 
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(b) Nếu 1ạ < sa, ta có thể coi 


2 z“H 
H = Vạcos () 
ở 


như là một nhiễu loạn tác động lên chuyển động tự do của một hạt. Đôi với 
trạng thái cơ bản, trị riêng và hàm riêng của hạt tự do tương ứng là ( — 0.T—1; 
tức là, kd = 7m, —) 


Đặt 2“ = ở và xét (m|H“|n). Ta có 


a 2 ¿it 
(—1|H'|— 1) = (0|H'|0) = ni tủ () đz>rlfy 
a ởo 


a . . - 
(—1|HI0) = (0L '|— 1 = xỊ c+185 ( i0 + ¿1# ve 
0 
c 
=..: 
Như vậy, đỗi với trạng thái cơ bản, 
Vị 
0 -° 
H= : 
Ly 
2 


và phương trình thế kỉ cho nhiễu loạn bậc nhất là 


cú Y0 
2 | To 
Vọ : 
_— r0 
2 
dẫn đến 
E0) = +. 
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Như vậy, mức năng lượng cơ bản tách thành thành hai mức 


h?x? W h2mˆ Vị 
= —_ tông tạ — si S8 
3ma2 2 2¡mq 2 


E) 


Đây là hai trị riêng năng lượng thập nhất của hệ. 
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Một electron chuyển động một chiều (z) đưới điểu kiện biên tuần hoàn, 
tức là hàm sóng sẽ trỏ thành chính nó khi khoảng cách biến đổi một đoạn 
(CF lón). 

(a) Viết dạng Hamiltonian cho hạt tự đo, và các trạng thái đừng của hệ. 
Bậc suy biên của các trạng thái này là bao nhiêu? 


(b) By giờ, cộng thêm số hạng nhiễu loạn 
V{z) = £cosq+, 


trong đó g1 = 2N (N là một số nguyên lớn), hãy tính lại các mức năng 
lượng và các trạng thái dừng rới bậc nhất của z đối với xung lượng eleetron 
băng q/2. 


(c) Tính bổ chính năng lượng tới bậc z? cho đáp số của bạn trong phân 
(b). 

(d) Tính lại câu (b) đối với xung lượng electron gần nhưng không bằng 
g/2. (Không tỉnh toán cho các trạng thái dừng.) 

(Berkeley) 

Lồi giải: 

(a) Hamiltonian của một hạt tự do khối lượng mm là 

c1 
2m d+2 


Hàm sóng của các trạng thái dừng của nó là 


trong đó 
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é 2 h Z+ le) z 2k2 ` z ^ .Ã bộ 
Tắt cả các trạng thái năng lượng có 7 = ?““'Ƒ ¡? và có bậc suy biên bằng 2. 


(b) Do X là số nguyên lớn nên ta có thể coi ‡ = “# là trung điểm của 
vùng Brillouin và coi 


(3) = V2 = Ua(x) = J2 sn Š 


là các vectơ trạng thái. Với nhiễu loạn H' = Ecos qz, trong đó ạ = TC trước 
hết ta tính toán ừn|H/|n) 


(H12) = Ø1) 
bì L : : 
T : sin 7 cos S cos grd+ = 0, 
1| 1D = - @|f'I2 
92: Lai 
=. TT; : 


cos? S) cos grd+ — 


hà) 


Như vậy, ma trận nhiễu loạn là 


© t2lI®9O 


Do ma trận này đã được chéo hóa nên các bổ chính năng lượng tới gần đúng 
bậc nhất là +§. Như vậy, các mức năng lượng và các hàm sóng của hệ tương 
ứng là 


Bˆ /q\? e 2 gz 
I0 0. = Tin"  .=. 
ĐH an 0) th, HS 1 0 


h /qy? £ 2 q+z 
ôi En SÌP sẽ. „gtwy2 0] R8: 
}` 2m 5) 2 #(x) T9 


(c) Các bổ chính năng lượng chính xác đến bậc z? được tỉnh bởi lý thuyết 
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(đ) Đặt xung lượng là ‡ + A, trong đó A là số âm hoặc đương nhỏ, và lẫy 
hàm sóng có dạng 


¡(+) = V2» § +A) +“ Vý (cs€ — Àzsin S) : 
VN vien Ệ +A) kIê V2 (in= +Azcos S) : 


Theo quy trình tính trong câu (b) ta tìm được các phần tử của ma trận 
nhiễu loạn bậc nhất cũng giống như trong câu (b) nêu các đại lượng có bậc 
như bậc eA nhỏ có thể bỏ qua. Như vậy, các bổ chính năng lượng bậc nhất 
cũng bằng các giá trị bổ chính tìm được ở câu (b). 
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Xét chuyển động một chiều của một electron bị giam trong giếng thế 
V{(+) = š kz? và chịu một điện trường nhiễu loạn F = #§. 

(a) Xác định độ dịch các mức năng lượng của hệ gây bởi điện trường đó. 

(b) Mômen lưỡng cực của hệ ỏ trạng thái ø được định nghĩa là „ = 
—e(+}„, trong đó (rộn giá trị kì vọng của z ở trạng thái n:. Hãy tìm mômen 
lưỡng cực của hệ khi có mặt điện trường. 

(Wlaàconsin) 

Lời giải: 


(a) Hamiltonian của hệ là 


—_ — h 2,1, 3 N 
H SN +. sp DI ÉP 2 
R2 2 2 r2 
“=_. ..ẽ . .ẽ ..: 
2m 2 k 2k 
b2 J. q2Ƒ2 
M70 50611270021. N. 


` an. 5a. 
trong đó z“ =r — +. 


Như vậy, độ dịch năng lượng gây bởi điện trường nhiễu loạn Ƒ'& là 
22 29 

".:. an 

GÌGG” W7: 
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(b) Giá trị kì vọng của z ở trạng thái œ là 


han tLn. 


Do đó, mômen lướng cực của hệ là 
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Nếu một quả cầu rất nhỏ có mật độ đồng nhất và tích điện ở trong thế tĩnh 
điện V(z) thì có thế năng là U(r) = ) +ạr2Vˆ?V(r) + -- , trong đó r là vị 
trí tâm của điện tích và zo là bán kính rât nhỏ của quả cầu. Độ dịch Lamb có 
thể được hiểu như là một bổ chính nhỏ cho các mức năng lượng của nguyên 
tử hydro bởi vì electron của nó có tính chất này. Nếu số hạng z2 trong được 
xem như là một nhiễu loạn rất nhỏ so với tương tác Coulomb WV(r) = —e/r, 
thì độ dịch Lamb của các mức 1s và 2p của nguyên tử hydro là bao nhiêu? 
Biểu điễn kết quả của bạn qua ro và các hằng số cơ bản. 

Các hàm sóng không nhiễu loạn là 


01⁄(r) = 24g” Ö cố CTÍBB YẾ: Wapm(E) = TEC ag Tre (BA VI, 


v24 
trong đó ap ~ h2/ mạ, 
(CUS} 
Lời giải: 
Trạng thái 1z là không suy biến, do đó bổ chính năng lượng là 


AE= (1z|H'|Ls). 


Do 
2 2 
,_— T0 2 _ T0,_ „2 zÌ 
H = S3 V?V(y) = Tỗ (—e2)VP 2 
2 
= 5 (<£?)(~4m)ðf) = TT rậcố(e), 
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ta CÓ 
AEB= [ 3 rì¿ã)|e,GSf dx 


2m». a2 rậc? 
= "70€ #s(0)| - 3 P3 , 


Nhiễu loạn #7 là một hàm delra â, chỉ có tác dụng khí (0) # 0. Vì 2a„„„(0) = 
0, H' không gây ảnh hưởng gì đến năng lượng, tức là Á F2„;a —= 0. 
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Positroni là một nguyên tử tựa hydro nhưng với hạt nhân là positron thay 

vì proton. Trong giới hạn phi tương dối tính, các mức năng lượng và các hàm 
; + ^ kã ` ~ .Á k ^ k k ⁄ 

sóng của nguyên tử này cũng giông như của nguyên tử hydro chỉ khác nhau 

bởi các hệ số. 

(a) Từ hiểu biết của mình vẻ nguyên tử hydro, hãy việt hàm sóng chuẩn 
hóa cho trạng thái cơ bản 1s của positroni. Sử đụng các tọa độ cầu và bán 
kính Bohr øạ của hydro làm các tham số về thang. 

(b) Đánh giá bán kính căn quân phương của trạng thái 1s theo đơn vị ao. 
Đây là đánh giá cho đường kính hay bán kính của positroni? 

(c) Ở các trạng thái s của positroni có một tương tác tiếp xúc siêu tỉnh tê 


8m : 
Hìm = Tông Hạ ' tipð(r) ì 


trong đó /¿ và /„ là các mômen từ của electron và positron 


(“=9 gu 5) 
Ta... 


Đôi với các electron và positron, |„| = 2. Sử dụng lý thuyết nhiễu loạn bậc 
nhất hãy tính hiệu năng lượng giữa các trạng thái cơ bản bội ba và mức đơn. 
Xác định xem mức nào là mức thắp nhất. Biểu diễn sự tách mức năng lượng 
theo đơn vị GHz (tức là năng lượng chia cho hằng sô Planck). Đưa ra một con 
số! 


(Berkeley) 
Lồi giải: 


(a) Tương tự như nguyên tử hydro hàm sóng chuẩn hóa cho trạng thái cơ 
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bản 1s của positroni là 


1) 0À 9 cơ 
#1oo(r) = ket () © r/2qụ 


T7 \ 2do 
với œo = „©y, r là khôi lượng nghỉ của electron. Chú ý rằng thừa số 2 ở trước 
øo là do khôi lượng rút gọn  = ‡m. 
(b) Bán kính bình phương trung bình của trạng thái 1s là 


2 1 j„. . a. 
—T/aœ 
(r?) = Sở Ị ũ r“đr 
0 vÕ 
2 œ 2 
q da 
= —9, e *# „1> = —09 : 
8z 0 7T 


và bán kính căn quân phương trung bình là 


Giá trị này có thể được xem như là bán kính thực tế của positroni. 

(c) Kể đến cả spin thì ta phải mô tả một trạng thái của hệ qua 
lr.l,zn, 9, 9¿), trong đó Š và 9; lần lượt là số spín toàn phần và hình chiếu 
của nó lên phương z. Như vậy 


(100%) 


H„|10069,) 


l 


J đầr0qo (r (-Ÿ) ễ(*}bhenfr) x2(9)w - tạxa( 8x) 


8 : , 
¬ (=) [#aoo(0) )JÊxÿ(%) )8e- Snxa(5 z) 


TILC 


¡Í 


1 /£2 W e R) 
= — _— . S S 1)—— „) h 
3 (š) m | (S+1) 1 ôgsÖS,8, 
trong đó, ta đã sử dụng 

3 =8; t+Sp 


và do 
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Đối với trạng thái đơn, 9 = 0, 9; = 0, 


1 /e : e 
AFo=-— |— — 
Ề 4 (E) nn 


Đổi với trạng thái bội ba, S = 1, 9; = 0, +1, 


1 e 2.a2 
Ahi =1 (E) NA ay, 


Như vậy, trạng thái cơ bản đơn tuyến có năng lượng thấp nhất và sự tách mức 
năng lượng của trạng thái cơ bản là 


1 1 c^\Ðe 1/29 5 
Ati— An = (5+2) (E) n (E) Trtc 


L1” ô -4 
=— Ề = 1 V 
3 ti 0,51 x 10” = 4,83 x 10 ^“eV, 


tương ứng với 


w= AE/k = 1,17 x 101Hz = 117 GHz. 
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Coi proton như là một quả câu tích điện bán kính R. Sử dụng lý thuyết 
nhiều loạn bậc nhất hãy tính sự thay đổi năng lượng liên kết của hydro gây 
bởi bản chất không phải là điện tích điểm của proton. Dấu trong kết quả của 
bạn có mang ý nghĩa vật lý gì không? Giải thích. 

Lưu ý: Bạn có thể sử dụng phép gần đúng R < ao trong suốt bài toán này, 
trong đó øạ là bán kính Bohr. 

(MIT) 
Lời giải: 

Nếu ta coi proton là một quả cầu bán kỉnh R và điện tích e thì thế năng 

của electron có điện tích —e là 
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H FA .. 3 ^ ` Ậ x 2 và MĂ. ọ A sÃ 
Lây hiệu giữa V{r) ở trên và thê năng —€“ và coi nó như là một nhiêu loạn 
cho bài toán proton điện tích điểm 


e1 c2 

—.—.= <ñ 
H=\r h' % Ẻ 

0 R<r<œ 


h 
= bã “ e _ Si r? —2r/ao ù 
đồ Jọ T h 
4 R (e2 ¿2 2 2c? R2 
ti—— ———]rửr= R 
dã 9 ( T ) ú ưa (Scn g0) 


Do Á? > 0, nên mức năng lượng trạng thái cơ bản của nguyên tử hydro sẽ 
phải tăng lên vì bản chât của proton không phải là điện tích điểm, tức là năng 
lượng liên kết của hydro phải giảm đi. VỀ mắt vật lý, so sánh giữa hai mô hình 
điện tích điểm và câu trúc vỏ ta thấy trong mô hình cầu trúc vỏ có tổn tại thêm 
cả lực đẩy. Nguyên tử hydro bên vững được là do lực hút nên bản chất khác 
điện tích điểm của proton thì sẽ làm yêu tương tác hút của hệ và do đó làm 
giảm năng lượng liên kết. 


5027 
Giả thiết rằng proton có bán kính zy„ ~ 1013 em và điện tích của nó được 
phân bỏ đều trong thể tích. Tìm độ địch năng lượng của các trạng thái 1s và 
2p của hydro gây bởi sự khác nhau giữa phân bố điện tích điểm và phân bỗ 
điện tích có kích thước. 
(Columbia) 
Lồi giải: 


Lực Coulomb mà một electron ở bên trong quả cầu proton phải chịu là 


lý thuyết nhiễu loạn 


Thê năng điện của electron là 


2 
€ z- 
= 2! + C VỚI r <Tạ, 
2r5 
: E7 `” chế 
VWạ=—— VỚI rờÐ7p, 
x 
ỳ vữa 3 359732 Ẩ Ã k3 
Tính liên tục của r; đồi hỏi W\ (ry) = W(rp), dẫn đến Ở = —Š a 
t2 


Vự)= e2 _ 2 
m„ Ác) -3|, 02 


Hamiltonian của hệ bằng 
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Ñ=Hm+H, 
trong đó 
0, 7> Tp, 
Ñ'= 2 `. + 
nề, (Ƒ) 2S gỈ re 
2rp Tp r 
^2 2 
SIR==- in siỈ 
Họ s Trì ự 
Như vậy 
Lo) = trtrn|[H|mirn) = (HP In) 
œ 
=j R},RmiH'(r)r?ảr 
0 
Tp : 
=Í Ti) m(r) 
2 N2? 9 
vn (2) rất cải r2dr, 
3rp Tp + 
trong đó 
:  Đêo : P —r/2u 
HUẾ dải cối an .. 
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VỚI ø = + D 

Do ?p < a nên ta có thể lây e""/2 + 1. Lây tích phân của biểu thức dịch 
mức năng lượng ta thu được các độ dịch năng lượng của các trạng thái 1s và 
2p là 


E2 = (10|H'10) 201007 

1Q — ° 5uạ3 ` 

c2;4 

n. h _7 P 
Eạ, = (21|H'|B1) = xi - 
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Một nguyên tử có một hạt nhân điện tích Z và một electron. Hạt nhân có 
bán kính ñR, trong đó điện tích hay nói cách khác các proton được phân bô 
đều. Ta muốn nghiên cứu hiệu ứng của kích thước hữu hạn của hạt nhân lên 
các mức năng lượng của electron 


(a) Hãy tính thể năng có tính đến kích thước hữu hạn của hạt nhân. 
(Œ) Hãy sử dụng lý thuyết nhiễu loạn tính độ địch mức do kích thước của 
hạt nhân đối với trạng thái 1z của Pb208 s, 
: (Giả thiết rằng nhỏ hơn nhiều bán kính Bohr và sử dụng dạng hàm sóng 
gân đúng) 
(c) Cho đáp số câu (b) theo cm~'! giả thiết ?. = raA1⁄3, trong đó rạ = 1,2 
ferml. 
(Columbia) 
Lời giải: 
(a) Điện trường E của một quả cầu đồng nhất bán kính ñ và điện tích () 
được tính bởi định lý Gauss 


4rQ, r> 1 
Anr?E = r3 
J——— 3 = = 
trỆ 2z) 4m Ñ) Q, r<h 
tức là 
Q 
E= = Tr> 4 
} = z 
na ®› r<ñh 
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Như vậy, thế năng điện của một electron trong trường Coulomb của hạt nhân 
có kích thước hữu hạn điện tích Z« là 


'œ© 
= ¡ eEtr 
° 


Z2 


-ấn l~(RỲ] - 8 = Sấ. lì (RJ]. r8 


(b) Viết lại thể năng đưới đạng 


V 


V=VWatV,, 
trong đó 
0, r>h, 
V'=4 7e 7e? N2 
T3 5-(8)]: ty HẠ 


và coi V' như một nhiễu loạn. Bổ chính năng lượng cho trạng thái 1s tới bậc 
nhật là 


œ 
AE¿ = (1z|V'J1s) =Í | ứi;|?V14=r°dr 
a 


z1 th 2 2 R 2 
~4n—s V*r2dr  Ê = () h 
LÊ Hì h 


x ¬ R2 
trong đó o = m,Ze7› do 


3 1 
Z\3 -ø. /JÁY, /UZÊ Xã 
9t; —= Rio(r)Yoo(9, ) = 2 () dê (z) (5) 
a Âm 7 


với r < R « a. 
(c) Pb??Š có Z = 82, A = 208, như vậy 


2 /\f 8ì? 
12T. - sa „23 ( TC 4 
SE () (ru) (Z) Z 


2 
357 TP nó 1,2 x 10~18 x 2083 
DU cái line ——— —_— s2 
5 (m) X(0,51 X10) * (8x10 15x3x1016j * 
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Số sóng tương ứng là 
=....v 8,83 


À cổ he — 4/135 x 10-15 x3 x 1019 
=7, L2 x 10?emr"!. 
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Xét một nguyên tử tựa hydro hình thành khi một nguyên tứ nhôm (Z = 13, 
4A = 27) bị bóc hệt các electron và chỉ còn lại một. Hãy tính hiệu ứng của kích 
thước hữu hạn của hạt nhân (giả thiết là có phân bô điện tích đều) lên trạng 
thái cơ bản, tức là tính sự chênh lệch giữa mức năng lượng cơ bản khi hạt 
nhân có kích thước thực tê và mức năng lượng cơ bản của hạt nhân điện tích 
điểm. Biểu diễn kết quả: (a) băng đơn vị electron vôn, (b) theo tỉ phần năng 
lượng lon hóa của nguyên tử đó. 

(Berkelay) 
Lời giải: 
Nếu ta coi hạt nhân là một quả cầu tích điện đồng nhất thì thê năng điện 
của electron là 
Vị =—Z£?jJr với r >p, 
ø là bản kỉnh hạt nhân. Bên trong hạt nhân electron chịu tác dụng một lực 
3 
Coulomb Ƒ' = — Zc2 (‡)  = —Z£2r/ø, thể năng tương ứng là V = Zm r?+ 
Œ, trong đó Œ là một hằng sô. Tính liên tục tại bể mặt hạt nhân, V¡(¿) = W2(ø), 
đòi hỏi C = —Ÿ #°”. Như vậy 


Ze2 kế 

P 
Vớ)= z2 [/ A2 | „ 
TÚ) "3|: 752 


Hamiltonian của eleetron có thể được viết thành 
„? 
H=.—+Wf()+H, 


2m 


trong đó 


Lý thuyết nhiễu loạn 


và 
Ô, 


H=‹47e r\/ 2ø 
s8 —] +—-3|. rz<p 
Ø Ø , 


được xét như là một nhiễu loạn. 


Bố chính năng lượng bậc nhất khí đó sẽ là 


(100|/”100) NÀ Pta()Tia()170)r2dr 


42 Co) 
= LẠ ch : d7 22118 (;-ÿ = TẾ s) Ar?dr , 
là ú tạ Bê 7S) 


trong đó ø = R?/m¿c? = 5.3 x 107 cm (bán kính Bohr). 
Do 


: Z + 41/3 
ø = ra4!⁄, rạ — 1.2 x 10!!em, S202 510112a6E.2 


=———— =0,88x 10 «1 


ở P 
nên ta có thể coi c¿ 2Zr/“ xx 1 và 


AE =(100|77|100) 


(a) Do e2/2u — 13,6eV, 
4 


2 : n 
AE=c:18.6:Z! (£) — 13,6 x 132 x (0,88 x 1073)? =1,4x 103 
5 ũ 5 


, 


__ 2Z?e /Zs\?2 3 /Za\? 
AE= h ( 2) =s( £) EU =.104 107 TÊN: 
53 .ứ ơ 5 


qa 


^ x : ⁄ M ^ k 22:2 
(b) Thông qua năng lượng ion hóa của nguyên tử E = _ 


23%- BT...CHLƯỢNGTỪ 
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Người ta đã đưa ra dự án trình bày việc nghiên cứu các tính chất của 
một nguyên tử cầu thành từ một z(m„+ = 237,2m„) và một  (m„,- = 
206, 77rz„) với mục đích để đo bán kính điện của pion. Giả thiết rằng toàn bộ 
điện tích của pion được phân bó đều trên một vỏ cầu tại Rọ = 10~3 em và 
¡ là một điện tích điểm. Hãy biểu diễn thê năng như tổng thể Coulomb của 
điện tích điểm và một nhiễu loạn và sử dụng lý thuyết nhiều loạn để tính giá 
trị phần trăm dịch chuyển trong hiệu năng lượng A giữa các mức 1s và 2p. Bỏ 
qua các hiệu ứng spin quỹ đạo và địch chuyển Lamb. Cho trước 


3 3 
h2 1À? " 1 L. ĂeTT/a0 
dọ = —: RioŒ) = (;) 2e—r/49 Ray(r) = () TT. 


(Wisconsim) 


Lời giải: 


Thể Coulomb của muon là 


2 
—— vớir>R, 
Vệ 
si vỗi: < R 
—— 7 Ẫ 
R < 
Nó có thể được viết đưới dạng 
c2 
V=ĐW+V=-—+V, 
= 
trong đó 
0 vÓir > ÑR, 
V=4/1 1 
VÀ LẤT 
——= vỚir < ñ, 
(: ä) : c 


được coi như là một nhiễu loạn. 
Các mức năng lượng và các hàm sóng của hệ không nhiễu loạn là 


2 
: e 
lN _ Đaạn? „ l ni = Rai0)Vim(0, 0) - 


Do các hiệu ứng spin - quỹ đạo và dịch chuyển Lamb được bỏ qua nên ta chỉ 
cần xét đến #„¡ trong các tính toán nhiễu loạn. Như vậy 
KG 4c? /#. _z 1 
AEi¿= SN: R}¿V'r?ảr = Ki Œ ^®0 C — R) r?dr, 
Ệ : 


3 
40 0 
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y 2 ` Âu “ 7 ˆ 

trong đó ao = „=;, m là khôi lượng rút gọn của hệ 
TH KH. 0H 
tạ Ty 6ø +1 


với : 
L 
Đ=——=I,l5. 
THừ, 


Như vậy 


h2 1 
ñg= —ế | —=Ì =—&®Ušš418-Š<4:8 x10” 1Í cm; 
rn \ rmye2 110.5 


Ta thây ¿ạ >> R và hệ số exp(—2r/¿¿) trong tích phân trên có thể bỏ qua. Khi 


đó, ta có 
42 /R/1 1 2 /¿?\ /Rÿ/? 
A#',*~ ... (; — R) rủ = + (E) (6) ý 
dị) lo rẻ h 3 \ứa đŒ0 


(2 /#/1 1 L1 (2S /RS 
N=...... hs 
K4 sen Í, Ệ R) „wư Œ) () 


Do đó 


= —7,7x 103%. 


l 

‡ 
. 
—¡ 
x 
— 
¬ 

Sà 
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Những nguyên tử muon được tạo bởi các meson (khôi lượng +„, = 206in¿) 
liên kết với các hạt nhân nguyên tử trên các quỹ đạo hydro. Năng lượng của 
các mức meson +; bị dịch đi so với các giá trị đó trong trường hợp hạt nhân 
điểm bởi vì điện tích được phân bố trong một vùng bán kính #. Thế Coulomb 
hiệu dụng có thể tính gần đúng bằng 


—Zc 
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(a) Hãy nhận xét một cách định tính các mức năng lượng muon 
1ø,2%, 2p, 3s, 3p, 3d sẽ bị dịch đi một cách tuyệt đôi và tương đôi với nhau 
như thế nào và giải thích về mặt vật lý những sự khác nhau trong các dịch 
chuyển đó. Vẽ sơ đổ các mức năng lượng nhiễu loạn và không nhiễu loạn của 
các trạng thái này. 

(b) Đưa ra biểu thức đối với sự thay đổi năng lượng trong gần đúng bậc 
nhất của trạng thái 1z do hạt nhân không còn là điện tích điểm. 

(c) Đánh giá độ dịch năng lượng 2s-2p dưới giả thiết rằng R/a„ & 1, trong 
đồ z„ là bán kính Bohr đổi với muon và chỉ ra rằng từ sự địch này ta sẽ tính 
được bán kính ï. 

(đ) Khi nào phương pháp áp dụng trong cầu (b) không còn áp đụng được 
nữa? Phương pháp này cho kết quả thắp hơn hay cao hơn sự dịch năng lượng 
thực? Giải thích về mặt vật lý câu rrả lời của bạn. Sử dụng các dữ kiện sau 


tha = 2Noe—"/%* Yeo(0, 6), 


1 r = 
Úa= TC No ( : ~) e2 Yp (0, ở) , 
4 
1 L 
là =——Ng-—e T28, V 
đạp v24 0 mĩ € 1m(0, ó) ` 
trong đó 
ã 
MwMa=|— ` 
tụ 
(Wisconsin) 
Lời giải: 


(a) Nêu hạt nhân là một hạt điểm với điện tích Z« thì thế năng Coulomb 
k mà gUÊ 2 . ` . h ` ˆ xÃ 
của muon sẽ bằng Vạ = —“~, Đặt W/' = V — Vụ và coi nó như là một nhiễu 
loạn. Vậy Hamiltonian nhiễu loạn của hệ là 


H= 1 1/8 1z? 
Ăn =7“ < 
s | R Ế 1m)| đền: 


Khi r < ñ, ï' > 0 và các mức năng lượng dịch lên đo nhiễu loạn. Các độ địch 
năng lượng của các trạng thái « là lớn hơn so với các trạng thái p và ở bởi vì 
một hạt muon ở trạng thái s có xác suất ở vùng r ~ 0 lớn hơn là ở các trạng 
thái p và d. Bên cạnh đó, nêu số lượng tử / càng lớn thì mômen góc quỹ đạo 
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trương ứng cũng càng lón vả độ trải rộng của đảm mây ¿¡ ra xa khỏi tâm cũng 
càng lớn hơn dẫn đên bổ chính năng lượng cũng nhỏ hơn. Trong Hình 5.12, 
các đường liền nét mô tả các mức năng lương không nhiều loạn, trong khi các 
đường đứt nét biểu diễn các mức năng lượng bị nhiễu loạn. Ta thấy rằng mức 
năng lượng không bị nhiễu loạn của trạng thái / hẳu như trùng với mức bị 
nhiều loạn. 

(b) Đô dịch năng lượng của trạng thái 1» theo nhiều loạn bậc nhất được 
tính bởi 

AEt, = (13|H'|1s). 


Hình 5.12 


Do ! < a„, nên ta có thể coi e"r/% = 1, Khi đó 


JNXZSG /F“ÍL 1ƒ3 tít 
ÁJƑq, #@————— TT n 4 -2 
` dn l Ễ h § 9 )| hệ 


&t| t2 


A Fạp  U, 


và do đó 


1 #¿ /8y° 
AE, — AE, ~ ẤF›, =——— 


L.Ó #RY° ( k 
— 90 ag (aa Tre l 
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trong đó øo là bán kính Bohr. Như vậy, bằng cách đo độ dịch năng lượng ta có 
thể suy ra được giá trị của ??. Hay là nếu ta giả thiết # = 10 !3cm, Z =5, thì 
ta thu được A1», — A F¿y 2 x 107?eV. 

(đ) Trong tính toán ở câu (b) ta đã sử dụng gần đúng ñ < z„. Nếu ñ 
không nhỏ hơn a„ quá nhiều thì tỉnh toán đó không còn đúng nữa. Trong 
trường hợp đó những sự dịch mức thực của các trạng thái p và d lớn hơn các 
giá trị thu được ở (b) trong khi đó những độ dịch mức của trạng thái » lại nhỏ 
hơn các giá trị thu được trong (b). Thực tế tính toán trong câu (b) đã đánh giá 
quá lön xác suât muon nằm bên trong hạt nhân (mật độ xác suât œ lý¬„(0)12). 
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(a) Sử dụng một giản đỗ năng lượng để cho tập đây đủ các số lượng tử 
(mômen lượng toàn phân, spin, tính chẵn lẻ) của trạng thái cơ bản và hai 
trạng thái kích thích đầu tiên của nguyên tử hêÌi. 

(b) Giải thích định tính vai trò của nguyên lý loại trừ Pauli trong việc xác 
định nên trật tự của các mức này. 

(c) Giả thiết răng chỉ tồn tại lực tương tác Coulomb và ta đã biết các hàm 
sóng kiểu hydro Z — 2 được kí hiệu là |1s}, |2s), |2ø}, v.v. và các trị riêng năng 
lượng tương ứng của nguyên tử hydro Z = 2 đó là Ƒ\;. E¿,, F;„,.... Hãy đưa 
ra các công thức nhiễu loạn để tính năng lượng của các trạng thái hê¡ này. 
Không cần tỉnh tích phân nhưng cần giải thích cặn kẽ kí hiệu mô tả kết quả 
của bạn. 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Hình 5.13 cho thây trạng thái cơ bản và hai trạng thái kích thích đầu 
tiên của nguyên tử hêli ở các trang thái para (rải) và ortho (phải) với các sô 
lượng tử (7, S. P). 

(b) Nguyên lý loại trừ Pauli đòi hỏi rằng một hệ gồm các electron phải 
được mô tả bằng một hàm sóng toàn phần có tính phản đối xứng. Đôi với hai 
electron của một nguyên tử hêÌi, do các trạng thái bội ba có các hàm sóng spin 
đối xứng nên các hàm sóng không gian phải là phản đối xứng. Cũng như thế, 
các trạng thái đơn phải có các hàm không gian đối xứng. Trong trường hợp 
sau, sự xen phủ của các đám mây electron là lớn và khi đó năng lượng đẩy 
giữa các electron lớn hơn (bởi vì |rị - ra| là nhỏ hơn). Do đó, các mức năng 
lượng tương ứng sẽ cao hơn. 
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E 
1s 2s !S(0,0,+) 
125 ỞS(1,1,+) 
s_ “ấn °S(0,0,+) 


Hình 5.13 


(c) Hamiltonian của một nguyên tử hẽli là 


- Ñ ha HỆ. CV . 
H — ——x “`! bị 


2m 


Xét số hạng cuôi như là một nhiều loạn thì bổ chính năng lượng cho trang thái 
|Is1s) là 

TỦ 

AI, —= (1s1ls 


—: 1s1s} - 
|Fi — ra| 


Bổ chính năng lượng nhiễu loạn của các trạng thái spin bội ba là 


ý Ì .3 
Am == lịn (1u — H1») — 
ì z Tj >=T? 


([1smu) ) 


=; (sư | | "huìi : Cầm "— ta) 
/ 2 \ \ |ri — Tủ 
| cẺ 1.10 vị! se h 
—~ ( 1sni 1x ) + - Ệ nÌla | n») 
2` lêI - rạ| ) SÁ. |, Tai 
„8 \ 
= --—(Isu| 1s = ( Isnl ————— n1 ). 
TRE] rạ| j Jfi — Tái 


Bổ chính năng lượng nhiễu loạn của các trạng thải spin mức đơn là 
(1) / 
SAU (uy 5 — 


1 › 
xí \ Ị - sứ 


sẽ 
‡ đa = —— kì 
Trị —ra|\ ¿ 
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Sô hạng thứ nhất của kết quả trên được gọi là tích phân trực tiếp và số hạng 
thứ hai gọi là tích phân trao đổi. 
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Một hạt có khối lượng mè tự do nhưng bị giam trên một đường tròn bán 
kính a. Một thê nhiều loạn W = Asin cos Ø tác dụng vào hạt, trong đó ø là 
vị trí góc trên đường tròn. Hãy tìm các hàm sóng chính xác bậc không của hai 
trạng thái thấp nhất của hệ này và tính các năng lượng nhiều loạn của chúng 
tới bậc hai. 

(Berkeley} 
Lời giải: 
Các hàm sóng không nhiễu loạn và các năng lượng của hệ tương ứng là 
1 


„(9 ` ....`1¿ 
Và TU 
n^h? 
đn = n5 ' "= +1,+2..... 


Hai trạng thái thâp nhất được kí hiệu bởi n = +1, tương ứng với cùng một 
năng lượng. Tói nhiều loạn bậc nhật ta tính toán cho các trạng thái suy biển 
r„— +TÌ 


A 2m 
G1|+Ð= 2 [ sin Ø cos 8đØ = 0, 
2m là) 


A 2m 
đI|H 1= €_*?!? sìn Ø cos 040 
Tửg 


4 2z 
= (cos 2Ø — ¡ sin 2Ø) sin 20đ0 


4m Jo 
—¿:A 
me: 
tA 
(1J7|+1) = 


Ma trận nhiễu loạn như vậy là 


0 
1A 
4 
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Chéo hóa ta thu được A£Ø) = +4. Như vậy, hai hàm sóng không bị triệt tiêu 
và các giá trị năng lượng tương ứng là 


h : A 

ð =( <1 ti0/V5, AB =Š, 
2 =(|D 1i<1)/V2, AE)” =~, 
Tính đến nhiễu loạn bậc hai, bổ chính năng lượng được tính bởi 


N. xnẽ 


nzk kè — En 
Vì 
A 
1m) = 5 sin 2Ø|n) 
= 4 ] Le, = ca É) cìn8 
4d! v⁄2z l 
=“ẵ = lgitx+3)0 — ,iía~3)01 
4 
=—|n+ 2) — —|n — 2) 
ta có 


ÀZ J2Y HUẾ GIC Vi: hi (3) 


h? 4 
„ah, 2mau2 D00 hư 
: 2 
TT n. 
— h2 A `4 
: b 
2ma2 | (hỆ nh 4 
} 2 
Bì A 
+ b 2 x (4) 
= b — 
2imu2 ( VU! 4 
_ a2 A2 
` 64R2 


và tương tự A£*° ~ ~224* Do đó 


NUNG 64h?" 
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Bỏi vậy 
#Ìzs¿ ,? A_ ma? 
“1 mạ2 4 64h 
P h2 A_ ma2A? 
CC Dụng" 3 642 
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Một electron ở khoảng cách z so với bể mặt hêli lỏng cảm nhận một thê 
năng 


V(+)=——, z+>0_ K=hằngsô, 


>x 


V(r)ỳ)=x>x. „x<09. 


(a) Hãy tìm mức năng lượng trạng thải cơ bản. Bỏ qua tham số spin. 

(b) Sử dụng lý thuyết nhiễu loạn bậc một tính độ dịch Stark ở trạng thái 
có bản. 

(Berkeley}) 

Lời giải: 

(a) Tại z < 0, hàm sóng là ÿ(+) = 0. Tại r > 0, phương trình Sechrödinger 
là 

h? J4? K : 
(-m_ MP = ¬) (+) = EŒ) ' 
Trong trường hợp nguyên rử hydro hàm sóng xuyên tâm #{z) thỏa mãn 
phương trình 
R2 1 d ¬-: DỤ 1082 ~ 
TC (2) ý Vũ)| R=ER. 


2m r2 dr ởr 


Đặt ?(r) = v(r)/z, Đối với ! = 0, phương trình trở thành 


h2 d2 e2 : 
(an nà” =) xứ) = £xữ). 


Phương trình này về mặt toán học là tương đương với phương trình 
Schrödinger ở trên và cả hai thỏa mãn cùng điều kiện biên cùng, do đó nghiệm 
của chúng phải là như nhau (với z © . e”  K}). 


Lý thuyết nhiễu loạn 357 


Do hàm sóng và năng lượng ở trạng thải cơ bản của nguyên tử hydro tưởng 
ứng là 


Iùe 
Fìo = — quy: 
202 
P2 = 
X¡io(r) = —nyg € "40 Với ca = R2/me?, 
ú 
0 


nên hàm sóng và năng lượng của bài toán đang xét phải là 
mN? 


Fì=-—. 
: 2h* 


2 
VÂN HS +e ?/,u= B}JmK, 


(b) Giả thiết một điện trường e, được tác dụng theo phương +. Như vậy, 
thê nhiễu loạn là V = cz„„+ và bổ chỉnh năng lượng bậc nhật cho trạng thái 
cơ bản trong lý thuyệt nhiều loạn là 


A£t = (ei|V án) 


li - 2 
= Í MeTpT07 HẠM, tế» * — địE T1} 
ứọ - @ u3/ 


32cz, 
¿£k : 
Dài 2m 
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Hãy thảo luận và tính toán biệu ứng Stark cho trạng thái cơ bản của 
nguyên tử hydro. 
(Berkeley) 
Lời giải: 
Giả thiết điện trường ngoài nằm theo phương z và xét thế năng của nó 
như là một nhiều loạn. Hamiltonian nhiễu loạn của hệ là 


H = c£-Y = c£z. 


Do trạng thải cd bản của nguyên tử hydro là không suy biến nên ta có thể áp 
dụng lý thuyết nhiễu loạn đừng. Đến gần đúng nhiễu loạn bậc nhất, bổ chính 
năng lượng là 


E?Ð =(n = 1.1<= 0n =0|e£z|n = 1. = 0.0n = O), 


358 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


Đối với nguyên tử hydro tính chẵn lẻ là (—1)!, do đó trạng thái cơ bản (ï = 0) 
có tính chẵn. Do z là một toán tử có tính lẻ, nên £U) = 0. 
Tính đến gần đúng nhiễu loạn bậc hai, bổ chính năng lượng được tính bởi 


P 


EƠ) =2? S” —...~. 
1— tzn 


rr+c] 


li 
Vì F„ = E\/n2, trong đó E\ = —E.,a = giếy, ta có Eị — Eạy < 0, (ï # 1). Như 
vậy, bổ chính năng lượng #2) là âm và có độ lớn tỉ lệ với e2. Như vậy, khi tăng 
cường độ điện trường lên thì sẽ làm giảm mức năng lượng của trạng thái cơ 
bản. Ta có thể đễ đàng tính tổng trên cho trạng thái cơ bản, lưu ý rằng chỉ có 
các phần tử ma trận với ! = +1, ru = 0 là khác không. 


5036 


Hãy mô tả và tính toán hiệu ứng Zceman cho trạng thải 2p của nguyên tử 
hydro. 

(Berkelsy) 
Lời giải: 

Sự thay đổi các mức năng lượng của một nguyên tử gây bởi một từ trường 
đều tác dụng từ bên ngoài được gọi là hiệu ứng Zeeman. Ta sẽ xét sự thay đổi 
đó ở một nguyên tử hydro tới bậc nhất của cường độ từ trường H. Trước hết ta 
sẽ bỏ qua mọi tương tác của mômen từ spin của electron với từ trường. Hiệu 
ứng của spin electron sẽ được thảo luận sau. Một điện tích e trong từ trường 
ngoài j có Hamiltonian như sau 


) e v2 
He n= (P-=A) 3Ð - 
dẫn đến phương trình Schrödinger 


¡h 


C34 Ta Nai 2 
m—( L2. TU AZW 3# mạc V Á + yag ÁP + có) ỷ. 


2m tức 2)nc 2w 


Vì H là đều, nó có thể được biểu diễn đưới dạng thế vectø 


Äje 2 F2 
2 
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đo H = VxA. Như vậy, V- A = ‡(r:VxH—H.V xr) = 0 và đo đó các số 
hạng duy nhất chửa A trong biểu thức Hamiltonian của electron có điện tích 
e và khối lượng rút gọn ¿ là 


ích c e c2 
——A-:V+ ?=——(H -P+——.(Hxr):(Hxr 
uc 2nuĂc2 2uc NEP S0) uc? l ^ ) 
2 
Sà S Đị2 + Kí ~ Hˆr?sin2 0. 
2uc 8uc2 


trong đó L = r x ÐP và 9 là góc giữa r và H. 
Tói bậc nhất của H, ta có thể viết Hamiltonian nhiễu loạn là 
ˆ e 
H —-——H.-L. 
2c 

Lây phương của từ trường là phương z ta có thể chọn cho các hàm riêng năng 
lượng của nguyên tử hydro không nhiêu loạn là các trạng thái riêng của L; với 
các trị riêng nh, trong đó m là số lượng tử từ. Như vậy, bổ chính năng lượng 
theo nhiều loạn bậc nhất là 


' : € 
Mỹ = (m|H|m) = Đi Hình. 


Như vậy, suy biến của 2! + 1 trạng thái ứng với ;¡ và Ì cho trước sẽ bị tách ra 
theo bổ chính bậc nhất. Đặc biệt, đối với trạng thái 2ø, có ! = 1, suy biển bậc 
ba sẽ không còn nữa. Bây giờ chúng ta xét tới ảnh hưởng của spin electron. 
Electron có một mômen từ riêng theo hướng spin của nó, dẫn đến một toán 
tử mômen từ —(e/znc)8. 

Đối với trường yêu, chúng ta sẽ chỉ xét các hiệu ứng bậc nhất của H. 
Hamilronian sẽ là 


ñ=_*“`g+Vvụw)+ (@)L-S+ec(zy+2s;) với _ 
_— 3m, | T vơ So 2mc ` 


trong đó từ trường hưởng theo trục z. 


Ta chọn các hàm riêng của J7 và J; sau đây là các hàm sóng 


= 
mộ 
Ù 


= (+)Y1_, 


c1 Hi 
3—?|22(+)W1o + (—)Yn]. 


tới 
CO lun na 


3-3|21(—)Yta + (+) 1, 


(—)Yh-1, 
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] 
ïứn"=—= < 3~?|~ (1)Ÿ1o + 23( (—)YtiilL 
?P) ẵ 
sc l 
z E_ 3 ?|(—)Y to #20 hÉ] <1]: 
Hà = : (+) 
- 5 0.0: 
tua ] 
¬“- .. 
2 (—)Ÿo 


trong đó Yoo.W4o,Yi¡ và Vì, .¡ là các hàm cầu điểu hòa, (+) và (—) là các 
hàm sóng spin. Có thể chứng tỏ rằng năng lượng từ z(1¿ + 2s;) = £(J; + s¿}) 
có các phần tử ma trận khác không giữa các trạng thái có j khác nhau nhưng 
không có phần tử ma trận nào khác không giữa các trạng thái có cùng giá trị 
j đồng thời có m khác nhau. Chúng ta có thể bỏ qua các trạng thái có 7 khác 
nhau bởi vị sự chênh lệch năng lượng giữa chúng là lớn. Như vậy, năng lượng 
từ được chéo hóa theo m đối với từng giá trị của j và nó làm dịch năng lượng 
của mỗi một trạng thải trên thông qua giá trị kì vọng của trạng thái đó. Trong 
từng trường hợp .⁄„ được chéo hóa và giá trị kì vọng của nó là mñ. Ví dụ giá 
trị kÌ vọng của s; đổi với trạng thái /¿ với „¡ = 1/2 là 


lh 12314117 £ t2 )'Yệ] g hơ,8 ?|23(+)Y1,o + (—)Y¡Jsin Ø49d@ 


Ì 

=s J JÐ1GÐfWi + ClYnilBỀ(lVia = (JWia]sin 4Đde 
h h 

=>=(2- l)=-. 
sa D9 Ng 


Như vậy, năng lượng từ của trạng thái này là + +) = §£h. 
Kết quả này và các kết quả tương tự cho các trạng thái khác được biểu điễn 
dưới đạng thừa số Lanđé ø là z;hg, với 


ID dỗi với 2 D2, j= 


@&[t»2 


đôi với ?/Ø,;* g=2 đôivới ?%¡/;. 
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Hãy giải thích tại sao các trạng thái kích thích của nguyên tử hydro có thể 
thể hiện hiệu ứng Stark tuyên tính trong một điện trường, nhưng các trạng 
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thái kích thích của nguyên tử natri lại chỉ thể hiện hiệu ứng bậc hai. 
(MIT) 
Lời giải: 
Thê năng của electron của nguyên tử trong điện trường ngoài E là 
H'=ecE-r. 


Nếu ta làm phép thể r ¬ —r trong tích phân (|H'|?), do giá trị tích phân 
không thay đổi nên ta có 


(I0) = IH'10(—r) 
=1 *1/W'I0ự) 


Điều này có nghĩa là nếu các trạng thái ” và ¡ có cùng tính chẵn lẻ (nghĩa là ” 
và ¡ có thể cùng lẻ hoặc cùng chẵn) thì ta phải có 0p = Ô. 

Nếu điện trường không quá yếu, chúng ta không cần tính đèn câu trúc tính 
tế của phổ nguyên tử gây ra bởi spín của electron. Trong những trường hợp 
như vậy, một trạng thái kích thích của nguyên tử hydro se là sự chồng chât 
của các trạng thái với tính chẵn lẻ khác nhau, nghĩa là có sự suy biến theo ¡ 
và ta phải dùng đến lý thuyết nhiễu loạn cho các trạng thái suy biến. Do có 
những yếu tố khác không trong ma trận Hamiltonian nhiễu loạn, những trạng 
thái kích thích của nguyên tử hydro có thể cho thấy một hiệu ứng Stark tuyễn 
tính. 

Đôi với các trạng thái kích thích của nguyên tử natri, mỗi mức năng lượng 
đều tương ứng với một chăn lẻ xác định, nghĩa là không có suy biến theo ¡. 
Khi xem xét nó bằng lý thuyết nhiễu loạn không suy biên, bổ chính bậc nhất 
cho năng lượng (|H'|/) sẽ bằng không. Khí đó, ta phải tính bổ chính năng 
lượng bậc hai. Như vậy, các trạng thái kích thích của nguyễn tử natri chỉ cho 
thầy hiệu ứng Stark bậc hai. 
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Hiệu ứng Stark, Những mức năng hrọng của các trạng thái tương ứng với 
+ = 2 của nguyên tử hydro được minh họa trong Hình 5.14. 
Các mức Š5¡/; và Ƒ¿; là suy biển ổ năng lượng zạ còn mức Ps;¿ là suy biến 
ở năng lượng là eo + A. 
Một diện trường tĩnh đồng nhất E khi tác động lên nguyên tử sẽ làm dịch 
chuyển các trạng thái đến các năng lượng zạ. z; và ez. Giả sử rằng, tắt cả các 
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Eg‹A — PB 


Hình 5.14 


trạng thải khác, trừ ba trạng thải nói trên, là đủ xa và có thể bỏ qua, hãy xác 
định các năng lượng £), z; và ea đen bậc hai đôi với điện trường Z. 
(Princeton) 
Lời giải: 
Giả sử các yêu tô ma trận của Hamilronian nhiễu loạn #ï = —eE - r là 
Tạ Pa Si/2 

Hạ 0 0 b 

Đa 0 0 ũ 

Sh/2 b* a* 0 
vì (|H'D = 0 đỗi với các trạng thái /,¡ có cùng tính chẵn lẻ (Bài tập 5037). 
Khi đó, đối với mức năng lượng P¿¿, ta có 


gi) cụ I(/a|H'IS1;2)lÊ 


đpa/a = 
K5 ng := En 
tựJ2 
=£o+Á+ _ : 


Đôi với các mức năng lượng Địự; và S¡;¿, ta sẽ chéo hóa Hamiltonian trong 
không gian con tương ứng, nghĩa là, giải 


—~À @ 


Các nghiệm là À = +|¿|, và chúng sẽ cho các hàm sóng mới 
1 a ứ| P2) + |allS1za) 
1 =.Ằ—==: — P + s% = ———————— , 
| ) V2 “ñ | 1/2) | „3)) v2a| 


1 ạ : —al| f2) + |al|lS:/›) 
2) = ẽ. )= : 
P) ——E (—ĂT|Pua) + I8ua "mỊ 
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với năng lượng 


E\ =ET” + la| 
(0) — mí0) 
Z1 — Epba/s 
=£o + |ư| + bi 
Ti 3[>A]) 
b2 
=o + la| — VỀ, 
có ÁÖ) |(@11P/z) 
King TN b c0 — c0) - 
Z3 P3/2 
=- -| Ki 
n9 040 0 ¿ UY" 
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Hiệu ứng Stark trong các nguyên tử (sự tách các mức năng lượng bởi điện 
trường đều) thường quan sát thây là bậc hai đôi với cường độ trường. Hãy giải 
thích tại sao. Nhưng đôi với một sô trạng thái của nguyên tử hydro, hiệu ứng 
Stark lại quan sát thây có dạng tuyên tính đổi với cường độ trường. Hãy giải 
thích tại sao. Bằng cách thực hiện tính toán nhiễu loạn cho hiệu ứng Stark 
đôi với trạng thái cđ bản và trạng thái kích thích đầu tiên đến bậc khác không 
thập nhất cho nguyên tử hydro để minh họa điều đó. 

Bỏ qua thừa số không có ý nghĩa vật lý, lẫy các hàm sóng là 

top =4V2aoe 7/49, 
daoo = (2ao — r) €—T/20, 
ạt = +reTT/29 gin 0e‡!2/V2, 
Qaiọ =re 7/249 cog 0. 
(Wisconsin) 
Lời giải: 
Mômen lưỡng cực điện của một hệ nguyên tử với một số eleetron là 


d= ¬>x. 
j 


2# BY..CHLƯỢNGTỪ 
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Nói chung, các mức năng lượng không có suy biến nào khác trừ suy biến đổi 
với !;. Năng lượng phụ thuộc vào các số lượng tử ø và ¡. Vì Hamiltonian nhiễu 
loạn # = -d - E là một toán tử lẻ, nên chỉ những yếu tô giữa các trạng thái 
có tính chẵn lẻ trái nhau mới khác không. Vì vậy, giá trị trung bình ở bất cử 
trạng thái cho trước nào cũng bằng không, nghĩa là, 


(mữn| — đ - E|nim) = 0. 


Điều này kéo theo bổ chính năng lượng bậc nhát luôn luôn bằng không và cần 
phải xét đến bổ chính năng lượng tới bậc hai nhiễu loạn. Do đó, bố chính năng 
lượng tỈ lệ với £?. 

Riêng đỗi với nguyên tử hydro, sự suy biến xảy ra với các mức có cùng n 
nhưng có ¡ khác nhau. Vì thế không phải tất cả các yêu tô ma trận (s//|H'|»i) 
giữa các trạng thái như vậy đều bằng không. Cho nên sự chuyển dịch các 
mức năng lượng đưới tác động của nhiễu loạn (suy biến) bậc nhất có thể 
khác không, và hiệu ứng Stark là hàm tuyến tính của điện trường Z. Ta sẽ 
viêt Hamiltonian nhiễu loạn trong tọa độ cầu, lầy trục z là phương của E. Do 
H' = cEz = cEr cos 0, và trạng thái cơ bản không suy biến có hàm sóng 


top = 4V 2ape 7/29 
và do đó (Bài tập 5037) 
VÙỮ) = (100/100) = 0. 


Bổ chính năng lượng bậc hai là 


N- 
(2) _— : [Hial 
LÁ ; 6) (0) 
nz1 L Tín 


_øp? ` [(»!0|z|100)|2 


2 
rnụ=2 ( = m) _= 
n 2u 


Chú ý rằng để H/¿ # 0 cần phải có A/ = +I. 
Trạng thái kích thích đầu tiên n = 2 là suy biến bội bốn, các hàm sóng là 


200: 210: 21,21 - 
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Bởi vì 


(E— rn + 1)( + mm +1) — 3ean 


E 1,ml|z|m, Ủ, tà = — ebE 
6E(n 1+ 1, mlz|m, tm) = — eE (GI+ 1(31+3) 2 


m2 — †2 


_. d3e2og 


là những yếu tô duy nhất khác không của H' đối với + = 2, ta có phương trình 
trường kì 


—E() —AcFaa 0 0 
—8eEap— —EO) 0 ) 
H'-EU)ï|= =0. 
| | 0 Ũ _-k) 0 
0 0 0 —E0 


nó sẽ cho các bổ chính năng lượng 
E0) = +38cE„,0,0. 

Như vậy, mức năng lượng tương ứng với nø = 2 sẽ được tách thành 

KG.) 

2ng 22 


e2 


——— — deÈFna, 
8dạ ng 


+ 8eFap , 


, ` ¿ ; 2 SA H z ? . z 
trong đó øạ là bán kinh Bohr To Việc tách mức của trạng thái kích thích 
w = 2 được thể hiện trong Hình 5.15. Chú ý rằng, hai trạng thái khác vẫn còn 
suy biên. 


E c 3eEdq 
`— 


Hình 5.15 
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Xét một nguyên tử bị ion hóa (Z, A) chỉ còn lại một electron duy nhất. Hãy 
tính sự tách mức Zeeman của trạng thái na = 2 trong một từ trường yêu 


(a) đối với một electron. 
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(b) đôi với một hạt giả định spin = 0 với khối lượng như electron. 

(c) Tỉnh hiệu ứng Stark bậc nhất (các mức năng lượng và hàm sóng) đối 
với một electron ở trạng thái n = 2. 

(Sau khi đã thiết lập các tích phân theo bán kính, bạn có thể biểu diễn số 
hạng đó như một tham số mà không cần phải tính. Cũng làm như vậy đôi với 
những tích phân khác không theo biến góc). 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Chọn phương của từ trường ngoài làm trục z. Đối với trường hợp một 
electron và từ trường ngoài yêu, so với hiệu ứng của nó, hiệu ứng của tương 
tác spin quỹ đạo là không thể bỏ qua, và tương tác này gây nên hiệu ứng 
Zceman đi thường. Hamiltonian của hệ 


° Ze? eB „ 


211 là 2m 


có thể viết đưới dạng 


' cB - cB 
H = H ] § 
lo 2mc *% 2/mac si 
với 
` Z€? T— đ h + 
p=a—= S+Êứ)â'Ì| }=lb+ä, 
én" „ 


Trước khi có từ trường, ta có 


. 1 
Noalm, = T ng Ùnlm, k ụ = + s) 


Nếu có thể bỏ qua số hạng 


1# a.. thì (Ú2?, 32, J,) vẫn còn là các đại lượng bảo 


27m +~ 


toàn. Khí đó (7mj|);|jm;) = z+,h và năng lượng của hệ là 
#nH + thuy, : 


trong đó 
c3 


Œ} — ; 
2rrme€ 
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Khi có từ trường yếu, đóng góp của số hạng z°E- ¿, là (Bài tập 5057) 


2mx„c 


rd _ ReiL " ¬ " 
GuŠy =—E” Gm;|ãz|jm;) 


NOT” Ti bày, 
Do đó 
LỆ nghe, j=115, 


Enljm, = ng SP 


Với ;: — 2, ta có 


đu 1m, = Tạo} + 2m Rưir, m¡ = +š, 

4 
Tên: = DU TẠP 8u =3 
Đại šm, = bại ‡ + a1HjRút, my = +$, +ä, 
E E T } 
213m; — ai Ta mài, TRL/ SE HE 


~ () Khi spin bằng 0, sẽ không có các hiệu ứng liên quan đến spin, cho nên 


- Đ2 ˆ 
JTãẽ.. an Ủ_) 


mạc Ÿ 
Hàm riêng se là 
am 0, %) = Rm (Ð)Y1m(8, #) M 


và giá rrị riêng năng lượng là 


Enim = ni + = nh. 
2rmsc 
Với ¡ = 2, 
Eaoo = Fan, 
Eaio = Eận, 
Eatd+i = ai + = h. 


2mc 
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(c) Xem lời giải của Bài tập 5042. 
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Stark chỉ ra bằng thực nghiệm rằng, khi đặt vào điện trường ngoài yêu 
và đồng nhất, sự suy biển bội bốn của mức năng lượng ø = 2 của nguyên tử 
hydro có thể sẽ bị khử. Hãy nghiên cứu hiệu ứng đó bằng phương pháp nhiễu 
loạn, bỏ qua các hiệu ứng spin và tương đối tính. 

Đặc biệt: 

(a) Tìm biểu thức cho bổ chính bậc nhất đối với năng lượng (không cần 
thực hiện tích phân theo bán kính) 

(b) Gó suy biến nào còn sót lại không? 

(e) Vẽ một sơ để mức năng lượng cho ø = 2, qua đó chỉ ra các mức trước 
và sau khi có điện trường. Mô tả những vạch quang phổ vốn thuộc mức năng 
lượng đó mà bây giờ có thể quan sát được. 

(Chicago) 
Lời giải: 


Việt Hamiltonian của hệ dưới dạng H = Hạ + H“, trong đó 


lây trục z là phương của điện trường E. Đôi với một điện trường yêu, H' < Họ 
và ta coi H' như là một nhiễu loạn. 

Gọi (0,0), (1,0), (1,1) và (1,-1) là bốn hàm riêng suy biến (/, 7) của trạng 
thái ø = 2 của nguyên tử hydro. 

Ma trận diễn tả #” trong không gian con đó là 


0ˆ (0.010) 0 0 
BE (1,0|#0,0 0 0 0 

0 Ũ 0 0` 

0 0 0 0 
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trong đó 


(1,0|H'0,0) = (0,0|/ 11,0) 
=gŒE ni uậng(r)r cos 9uaoa(r)dŠz 


hˆ 
=— 3elug, dọ — —i 
re 


là bán kính Bohr. Lưu ý rằng (|H'|I) = 0 trừ trường hợp các trạng thái ”,! có 
tính chẵn lẻ ngược nhau. 


Giải phương trình trường kì 


—u (0,0|H'1,00 0 0 
41.070, 0) —uy 0 DÍ| o2 
0 0 —un  Ũ ' 
0 0 lÙ —ữ 


ta thu được bốn nghiệm 
aø{D =lehan, 
vị =uf) = g, 
w(1) =—3ckaq. 
(a) Như vậy, bổ chính bậc nhất cho năng lượng là 


äđeF an, 


—3cfaa.” 


(b) Vì u{” = œ‡3) = 0, nên vẫn còn một suy biễn bội hai. 

(c) Hình 5.16 mô tả các mức năng lượng ứng œ = 2. Quy tắc lọc lựa cho 
sự chuyển đời gây bởi lưỡng cực điện là A! = +1, Am = 0, +t1, và ta có hai 
vạch quang phổ 

hứa = 3eagoE( UỊ = ầcag/h; 
hưa = 2 x 3eqgE tạ = 6eaaE/h. 
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1 
ƒŸ [Ưaa+ Ư2+g Ì 


Ư?11; 21, ~1 


Bš 


V?# (20a - Ung] 


có điện trường E 


Hình 5.16 
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Xét các mức n„ = 2 của nguyên tử tựa hydro. Giả sử spin của hạt quay 
quanh hạt nhân bằng không. Bỏ qua hiệu ứng tương dối tính. 

(a) Hãy tính đến bậc thập nhất sự tách mức năng lượng khi có mặt một từ 
trường đêu. 

(b) Cũng hỏi như trên đối với trường hợp có một điện trường đều. 

(c) Cũng hỏi như trên khi cả hai trường cùng có mặt và có phương vuông 
góc với nhau. 

(Mợi tích phân theo bán kính đều không cần tính; nó được cơi là một tham 
só đôi với những tính toán còn lại. Với tích phân theo biến góc cũng được làm 
như vậy khi biết nó chắc chắn là khác không). 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Chọn chiều của từ trường làm trục z. Khi đó, Hamiltonian của hệ có 

dạng 


1 .. eB , 
H= “+ V Ì 
2m p.+†Vữứ)+ 2mee^° 
trong đó V(r) = —$”. Coi H” = ;é? j, là nhiễu loạn, hàm riêng đối với các 


trạng thái không nhiễu loạn là 
tnim(, 8,0) = Rai(r)Vim (8, 2) 
VỚI n = 1,2,3,..., i=0/1,2,...,n—1. 
nữ :cl<f3 f2 


Do (H.!2,!,) vẫn là các đại lượng bảo toàn, (nimlÍ,|nim) = nh và sự tách 
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mức năng lượng tới bậc nhật đôi với n = 2 là 


F22im =F¿¡ + Đệ Tri, 
€ 

n, ¿=0 

cB 
Lt, 2mi„e mm = 1, 

Eạ +0, l=l$4m=0, 
_c€B B H" = —Ì 
2HeU 


(b) Mức năng lượng ø = 2 khi không xét đến spin là suy biến bội bón. 
Năng lượng và hàm sóng trạng thái tương ứng là 
Z?£2 1 


hạ =— 2332 › 200 y f vị vị —Ì" 
b 2a 22 Ó200› 2210. 211; 21—1 


Giả sử có một điện trường đều đặt đọc theo trục z. Coi !' = eez = EgV! 
` -3 ÿ: dê 2 
là nhiều loạn, trong đồ Fụ = c£ao, VÌ = z/ao = 7 cos Ø/dạ, ag —= Tn . Vì 


(+ 1)2 — m° 
DIERTTGTER-T 0A2 


cos ỦŸ?„„ = 


12 — mị 
TUØ7+TG1-1) 1m 


nên Hư; „„„ Z£ 0 chỉ khi Aj = +1, Ai = 0. Do đó, các yêu tô khác không 
của ma trận nhiễu loạn là 


(H20ozo = in bastx = [oanHUUandx, 


(H”)2t0,20o = | HãuHtandx = [ GnnH 0andBx, 


Đặt (H)2os.2te = (H”)210.300 = Eẻ, nghĩa là, Hạ = Ha = F và giải 
phương trình trường kì 


det |H„„ - EfJã„v| = 0. 
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Các nghiệm là #) = +/#7,0.0. Do đó, trạng thái năng lượng +: = 2 được 
tách thành ba mức 


Eạ+E,E¿ — (suy biến bội hai đôi với Ea). 
(c) Giả sử từ trường là dọc theo trục z và điện trường là đọc theo trục z, 
Hamiltonian nhiêu loạn của hệ sẽ là 
cB 


H'= 
2im¿c 


Ï, + ce+ = đỉ„/R + V2xx/3a., 
trone đó 
jJ =clBh/2m„(«. + = 3eea/V2. a=dg/7. 
Các yêu tô khác không của ma trận z là 


.JfT-lớn — lm—] 
(na = (x), Lư 


3 l(n2—I2)(1— m+ 1)(— m) 
(21+ 1)(21— 1) , 


LR .\J{— lưn—1 
(+) ` == Tin v; 


3 (n2 — Ì2) (+ m— 1)(L+ m) 


j. (21+ 1)(21— 1) 
Cho nên, với n = 2, 
ả 
dọa “= = &= " 
3 
00 1—1 
TH =- —-'ˆ 
1—Ì 5 00 


và ma trận nhiếu loạn là 


na 3 0 0 —+x 
m>= ] 


[=1 
} 0 0 0 0 


rm =0 
¡= 

: ) 00 -ở + 
+ = —Ì 
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Phương trình trường kì 


=0 0 _^ 
—* * —EU) 


có các nghiệm 
E† =0, BẦU = +V22+ 232. 


Do đó, mức năng lượng ¡¡ = 2 được tách thành ba mức với năng lượng 


bà, Ea + V lo + 2+2. 
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Một nguyên tử hydro phi tương đồi tỉnh, với một electron không có spin, 
được đặt vào một điện trường £ có phương đọc theo trục z và một từ trường 
?4 có phương đọc theo trục z. Hiệu ứng của hai trường đối với các mức năng 
lượng là cö ngang nhau. 

(a) Nêu nguyên tử nằm trong trạng thái với số lượng tử chính s, hãy chỉ 
ra những yêu tô ma trận nào trong tính toán nhiễu loạn bậc nhất của địch 
chuyển năng lượng là bằng không. 

(b) Hãy tìm một phương trình cho dịch chuyển năng lượng: một khi đã 
có phương trình dưới dạng định thức, bạn không cần sử dụng phương pháp 
đại số để tính định thức đó. Không cần đưa biểu thức chính xác của hàm sóng 
xuyên tâm, hãy biểu diễn kết quả của bạn qua các yêu tô ma trận của z” (trong 
đó ø là lũy thừa thích hợp) giữa các hàm sóng xuyên tâm. Cho: 

(z + #)|£ n9) = V{ + m) (Ê + m + 1)}|£ cm +), 
(Berkeley) 
Lời giải: 


(a) Hamiltonian nhiễu loạn là 


Gọi những vecrơ trạng thái khi ø = 2 là |200), |210), |211). |21,— 1). Bồi vì 
(t;¿ + y)J,rn) = V{Œ m) (+ + L)} [Ôn + 1), 
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ta có 


: ° bề 2 
i„|0.0) =0, Í|1.1) =|L—Ð = v2 BỊ1, 0), 


kã 
v2 


i„|L,0) = ¬ h{JL,1) + |[1,—Đ}. 


Bởi vì z = r cos 0, ta có 
1 
(210{z cosØ|200) = (200|r cos Ø|210) = V0 


với (7) = lì rŠ Rao Raidz, những yêu tố ma trận khác của z bằng không. Do 
đó, ma trận nhiễu loạn là 


0 V§«3 0 0 


Vgze) : V2cBh V2cBh 
w=|13 ˆ~ 


4imc được 
0 MIEGUIÁ0 0 0 
Ánuc 
2cbh 
Ũ v3 0 0 
4m 


(b) Phương trình trường kỉ | — AI| = 0, hay 


—À œ lÚ) Ñ) 
œ =À 8 9 
0 ở -À Ö 
0 3 0 -À 


= 


trong đó œ = V3«£0, 3= Kng có nghiệm là À = 0,0,+ 292 + œ2, và 
đó chính là các dịch chuyển năng lượng. Chú ý rằng một suy biến bội hai vẫn 
còn sót lại. 
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Hai hạt không đồng nhất, mỗi hạt đều có khôi lượng z», được nhốt vào 
trong hộp một chiều có thành không xuyên qua được và có độ dài bằng 7. 
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Hãy tìm các hàm sóng và năng lượng của ba trạng thái thấp nhất của hệ 
(nghĩa là, trong đó nhiều nhất chỉ có một hạt bị kích thích ra khỏi trạng thái 
cơ bản). Nêu một thê tương tác có đạng V)¿ = Àð(z¡ — +;) được đặt thêm vào, 
hãy tính đến bậc nhất theo À, các năng lượng của ba trạng thái thầp nhật đó 
và hàm sóng của chúng đến bậc không theo ^. 
(Wisconsin) 

Lời giải: 

Cả hai hạt đều có thể ở trạng thái cơ bản, bởi vì chúng không phải là những 
hạt đồng nhât. Năng lượng và hàm sóng tương ứng sẽ là 
hˆmx2 2 T1] T2 
FEììi=—-.U Sin —— sin ——. 
ĐÀ TƯ VU - L + 

Nếu một hạt ở trạng thái cơ bản, hạt kía ở trạng thái kích thích đầu tiên, 
năng lượng và hàm sóng tương ứng sẽ là 


h 5h?rˆ 2, TnJi ., 27⁄2 
hạ = 2m2" J1 = T sỉin T sìn To 
Jạn = SH, đại — z Sin gIE, Ti Che. 

2m2 ` ˆ` L L L 


Khi cả hai hạt đều ở trạng thái cơ bản đơn hạt, nghĩa là hệ ở trạng thái cơ 
bản, ta có bổ chính năng lượng 


EŨ) = (tì Va#n) “gAÍ sm ) te = m 


và hàm sóng ở gân đúng bậc không đồi với A sẽ là 
địi =ỚNi- 
Khi một hạt ở trạng thái cơ bản còn hạt kia ở trạng thái kích thích đầu tiên, 
mức năng lượng sẽ suy biển bội hai và ta phải đùng lý thuyết nhiễu loạn cho 


các trạng thải suy biên. Trước hết, ta phải tính yêu tô ma trận của Hamiltonian 
nhiễu loạn 


Ỷ J UJV0ibiadEid0a = J J Jš. V1 địi dụa 


4 " ư 2mx À 
=— TA | sin? T sin? 7 dai = T” 


: 
| [dbVavndsde = ... = 
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Sau đó, giải phương trình trường kì 


DI z0) s 
đet L À A L =, 
su => #0) 
l8 L 
và thu được các nghiệm 
BỊ = ^, E20, 


và đó cũng chính là các bổ chính năng lượng. Hàm sóng bậc không tương ứng 
là 


1 
ha = —— (hà + da): 
Ớì2 v3 tứa 2n) 
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Xét một hệ ba mức được mô tả bằng Hamiltonian 
H = Ho+Àl, 


trong đó A là một sô thực. Các trạng thái riềng của /# là |1), |2) và |3), và 


Eril1) 0; 
Ha.) = AI2), 
Hal3) = Al3). 


(a) Hãy viết ma trận 3 x 3 tổng quát nhất diễn tả H¡ trong hệ cơ sở 
(ID. |2). l3}. 

(b) Khi tính phổ cho 7ï bằng lý thuyết nhiễu loạn, ta thấy rằng, các trạng 
thái riêng của H với bậc thấp nhất của A là |1), |+) = ‹s (|2) + j3) và các giá 
trị riêng tương ứng là 


À” : 
tạ =—-—~ +(\(À'), 
1 HN (A), 


A? 
E+ EA+A+ ~+OÐÏ), 


E_ =A—À+O(233). 
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Hãy xác định càng nhiễu càng tốt các yêu tô của ma trận ;J¡ trong mục 
(). 
(Ruffalo) 
Lời giải: 


(a) Vì À là thực, ma trận Hamiltonian nhiễu loạn có dạng 


“  d e 
H=|Œ1 b ƒ 
c®© ƑÝY c 


trong đó a¿, b. c là các số thực. 
(b) Ở gần đúng bậc nhất, giá trị riêng năng lượng sẽ là giá trị trung bình 
của Hamiltonian ở các trạng thái được lựa chọn. Như vậy 
E, =(t|Hụ + AHn|+) 
= |Hal+) + ÀA(+|Hi|t) 


A2 
=A +A+ —+O(2)). 


A 
So sánh hệ số của A, ta được 
GỆ|Hị|g)='Ế: 
tương tự 
(| fhl—) =1. 


Vì các mức năng lượng tương ứng với |2) và |3) là suy biến, ta sẽ thực hiện 
phép biến đổi sang các trạng thái khác để biểu diễn không còn là suy biễn 
nữa, 

1 


s (I2) + lB)). 


|+) v5 


Khi đó Hị sẽ biến đổi thành một biểu diễn mới trong hệ vectơ cơ sở 
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Hội |£}. |*%: 
1 0Ö 0 1 0 0 
ồ 1 1 “dd 6e h đÚN: 1 
v vš| |* » /| |” vã vã 
mã uốn  . n5 
v2 v2 v2 v2 
d dđ~ 
đl 
—— đ'+eY 
V2 
d*® — c° 
Ũ 1 
V2 
Trong biểu điễn này ta đã đùng 
1 
(+|Hilt) = sÀ0b/ ĐỀ” 1 c) =1, 
1 
=Eh"l|=)=š=ƒứ =J ° +) Ị 


và chọn nghiệm 
b=c=0. ƒ=/'=I1. 


Lý thuyêt nhiễu loạn không suy biến sẽ cho 


Eìmu = BÁU) LH? + À? S3}. HP +Ø09*}. 


nzưrm 


Như vậy 


A?|ld + «| X|d — sƑ 
2(/0-~ À) 2(0—- A) 


q12 — 19 
“ải =~ gen )90%. 


Eì =01Àa+ + ØO(23) 


2A 2A 
A?|d + «| 

Fạ =A )(A1 

2 +ÀI 2A + O( ) 
A*lu — el2 


2A 
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Đểng nhật E. Eạ, E¿ với những năng lượng đã cho Z¡, E¿, E_ và so sánh 
hệ số của À và ÀŸ ta được ¿ = Ö và 
\ld+ e|# + ld— «|? =2, 
|đ+e|?=2, 
\¿—el?=0, 


hoặc d + e = V2@'Ê, d— e = 0, trong đó ä là một hằng số tùy ý. 
Do đó a = U, d— c= => và 


1, 1 
0 _—c* —c* 
v2 v2 
1 ` 
Hì =ï .” lệ) 1 
1 —7à 
—c” 1 0 
v2 


là biểu diễn hệ cơ sở là vecrơ trạng thái |1). |2), |3). 
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Hai fermion đồng nhất spin s được giam trong một thê đao động tử điều 
hòa đẳng hướng ba chiều với tân số cổ điển ¿. Thêm vào đó còn có một tương 
tác tắm ngắn độc lập với spin giữa các fermion. 

(a) Hãy lập một hệ thông kí hiệu quang phổ cho các trạng thái năng lượng 
riêng cho đến năng lượng 5u (đo từ đáy của hỗ thế), 

(b) Hãy viết hàm sóng gần đúng thích hợp (nghĩa là, đến bậc thắp nhất 
của tương tác) của hệ, biểu điễn qua hàm sóng một hạt của đao động tử điều 
hòa, cho tất cả các trạng thái đến năng lượng 4u. 

(c) Cho một tương tác đặc trưng giữa các hạt Wị¿ = —Àð3(rị — rạ), hãy tìm 
năng lượng của các trạng thái nói ở câu (b), đúng đến bậc nhất theo A. Bạn 
có thể để kết quả dưới dạng tích phân. 

(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Cho một đao động tử điều hòa ba chiều, 
ả 
3= ( + 3) hưu, mn = 2ny +Ì, 


28 ĐT. .CNLƯỢNGTỪ 
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trong đó r„ và ¡ là các số nguyên không âm. Cho một hệ gồm hai hạt fermion 
đồng nhất trong hỗ thê đao động tử điều hòa, từ Hamiltonian, ta có, 


3 3 
Ew = [m +) he L (ng +5) hé = (N +3)Re N=mị +nạ. 


Kết quả là, với 
Eọ = 3hø, (h, lạ) = (0,0), 


ta chỉ có một trạng thái L⁄%g; với 


1 1 
bì = 4h, (h,b) Xe (0,0) hoặc (0, 1), (s1, %2) —= (:: 3) 3 


và sẽ có hai trang thái !Pị và 3 Pạng; với 


Eạ = Bhuu, và 
€1) (6ì, nạ) = (2,0) hoặc (0,2), 
(h,fa) = (0.0), có hai trạng thái !%ạ, 3/91, 
B = (2,0) hoặc (0,2), có hai trạng thái !72;, 37x: 


(2) (m,mạ¿) = (11), (H12) = (1,1), có ba trạng thái ! Sọ, 1 Dạ 3 Đo. 

(b) Gọi ứo là trạng thái cơ bản và ;„„ là trạng thái kích thích đầu tiên của 
hệ đơn hạt, trong đó ;» = 0, L1, và xo và x:„ là các trạng thái spin đơn tuyến 
và tam tuyến, Với cách đánh số trạng thái |N 7.L„96,), hàm sóng được yêu cầu 
là 


|00000) = xoýo(1)2o(2), trạng thái '%g; 


1 ề yề 
|L1zn00) = xo 2s(1L+ Ö¿)a(1)#im(2),- trạng thái SN) 
1 ^ Š vo 
|1lm11M) = XIM v5 lạ" _ Đa) o(1L)¿ưn(2), trạng thái 3 Đo ï 
trong đó +, M > 0,21 (Ly =†n, S; = MỊ). 
(c) Cho trạng thái cơ bản 1%, bổ chính năng lượng đến bậc nhất theo À là 


(È90|Viz|!Sg) ~ — À J đridraễ(rì — ta) [@o(Fv) do(ra)ÌP 


= ~A | &§(e) sa (œ) 
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VỚI r — v/imu/b. Do đó, năng lượng trạng thái cơ bản là 


: tu \3/2 
E('Sa)) = 3a ~ À () : 


Trạng thái kích thích đầu tiên được lập từ 12 trạng thái suy biển (nhưng vì 
không có spin trong Vị; cho nên (!1P|Wa|3PẠ) = 0). 


Vì hàm sóng không gian là phản đổi xứng khi 9 = I1, giá trị trung 
bình của —A42(r¡ — r;) sẽ bằng không, nghĩa là, (11zu/1A7'JW:z|l1m1Af) = 
ôm 'c (m/[Via|1rn) = 0. Bỏi vì 


E(° P;¡o)) =4hú 


(117m/00|Ma|11m00) = — Aj : dyJậ(r)Øj„„(r}am (r) 


=— 2À [ arualr)0am(r)PÕmen 


ta có 
[2 0105) 


3/2 
E(! Pin)) = hú — À s) ' 


trong đó ;nw là giá trị riêng của L;. 
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Hamiltonian của một dao động tử điểu hòa hai chiêu là 
H =ư(mị + mạ + 1), 
trong đó m = da d¿, với [ai, a7] = ỗ¡; và |ai. a;] = Ô. 


(a) Hãy tìm các hệ thức giao hoán của tập hợp các toán tử {H, Jị.2J›, J3} 
trong đó 


1 
dì = <(a3 0i + dị d2), dJạ = 5 (a7 dị — g0] 0), 


¬ k3 


Ja = 5 (0}øy — d3 d2) : 
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(b) Chứng tỏ rằng J2 = Jƒ + Jÿ + J? và J› tạo thành một hệ đây đủ các 
toán tử giao hoán nhau và hãy tìm các vecrơ riêng chuẩn hóa và các giá trị 
riêng của chúng. 

(c) Hãy thảo luận về tính suy biến của phổ và sự rách mức đưới tác dụng 
của nhiều loạn V - j trong đó V là một vectơ hãng ba chiều. 

(Buffalo) 
Lời giải: 

(a) Hệ được coi như một hệ các boson, có hai trạng thái đơn hạt. Toán 
tử ø† và a, tương ứng là roán tử sinh hủy. Trong số các giao hoán tử chỉ có 
[œ;. ¿+ ) là khác không, ta có thể sử dụng hệ thức 


[ab, cả] = a[b, c|d + ac[b, d| + |, c|bd + c{a, địb 


để thu được 


la ei.,aa] = [d3 dạ, a3 dạ] = [dỶ at, g3 ga] = Ú, 
|a}ai,ø3 ứ] =— lu dạ, a3 a] =T—d101, 
[u} ai, a7 ða] =—= [03 aa, a† dạ] = NT) R 


(a2 ai, a} ag] = dã 8a — gTú. 
Do đỏ 
|H..Jh] =[H,.2J›] = [H,.Ja| =0, 


|ji. J3] = 1a, L2. da] = 1h, [2a. .h] = tJ2 - 


(Œb) Các hệ thức giao hoán trên đây chứng tỏ rằng J¡, J¿, J có cùng tính 
chất như các thành phần của mômen xung lượng L. Do đó, J2 và J¿ giao hoán 
nhau và tạo thành hệ đây đủ các biến động lực của hệ hai chiều. 

Các hệ thức giao hoán của a,a†, 

|a:. a7 ] =ỗj, l|adaj]l =0, 
có thể thỏa mãn nễu định nghĩa 
đi|m1, nạ) = Vnj [mg — nạ), — aa|mi, nạ) = Vnạ|ni, nạ — L) 


d} |, nạ) = Vm + l|m + L,ma), - d7 |m, nạ) = Vnạ + lỈm, mạ + 1) 
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và như vậy 


ln\, mạ) = (mnạ!)~? (aŸ)®+(a3 )"2|0,0). 


Các vectd đó có thể lấy làm vectơ riêng chung trực chuẩn của hệ đẩy đủ các 
biên động lực j2 và 7. Vì 


J? =~{(a‡ ai + a†aa)2 — (a‡ai — a‡ a2) Ê (6Ÿ ai — aỹ aa)?} 


(267 a1af aa + 2aŸ a2gŸ dị + a] † đ191 đi 


1 
4 
1 
4 
+2 3 dạa3 ơa — ÔN TC — 03 as0j at} 

1 
¬ 2442 0141 82 + dị q26 ứ -E dz đ3|đ\. 1 

+ + +„ + `... 

+ a1 01Ìds, a3 | + đ{ 014{ ai + a2 dạa2 dy} 

1 
= 1 (41 020142 + đ3 d103 đỊ + đ3 dạ + dị đỊ + đi dịđ7 6y + d3 dạd2 a3} n 


trong đó ta đã sử dụng 


-.—.. + _„* + 
đv 010 đ2 = 0đ 010201 = 0v đ2010y , ĐEC., 


và 
dỹ đa|f\, nạ) = V(mị + 1}nạ|m\, nạ}, 
ai đị|m, nạ) = Vu} [ng — L,nạ) = mì], nạ), €EC, 
ta thu được 
"ỶỶ". Tự 2.22 , 
J“|m, nạ) = ì [(nị + 1)m¿ + (nạ + 1)mị + n + nộ + Thị + nạ||m\, mạ) 
‡ 1 
= (mị + mạ) 5 (m + n¿) + LỊ |mi, mạ) 
và 


đz|mì. nạ) => (u} œ — a3 đ2)|Tit, Tha) 


(mị — y)|mỊ, mạ) . 


Ki. _ 
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Như vậy, các giá trị riêng của J°, J; tương ứng sẽ là 


J? ==(nị +2) |; (mị + nạ) + h 


(my — nạ). 


Hơn nữa với 


Tị = ) 1n, Thrạ =JjỤ —1n, 
các giả trị riêng nói trên trỏ thành 
J?|, m =j0 + DỤ m), 
Jy[J, tr) = mÌj, rn}. 
(c) Các mức năng lượng có cùng giá trị J là suy biên. Tình trạng hoàn toàn 
tương tự như trường hợp mômen xung lượng nói chung. Việc thêm vào nhiêu 


loạn V - J sẽ khử suy biên, bởi vì các mức năng lượng khác nhau sẽ có giá trị 
của J/V khác nhau theo hướng của vectd V, 
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Chơ một dao động tử hai chiều 


1 1 
H= 5 (2 + Đỹ) +2 0Ÿ + ý). 


(a) Tìm hàm sóng và năng lượng cho ba trạng thái thắp nhất? 
@®) Tiếp theo, xét một nhiễu loạn thêm vào Hamiltonian 


1 
V= gẽ+u(xŸ 4”)»: đe %1): 


Hãy tính đến bậc nhất trong lý thuyết nhiễu loạn hiệu ứng của V lên năng 
lượng cúa các trang thải đã tìm được ở câu (a). 
(Wisconsin) 


Lời giải: 


Hamiltonian được cho trong hệ đơn vị h = zm = ú = 1. 
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(a) Hàm sóng và năng lượng của đao động tử điều hòa hai chiều tương 
ứng là 


nang = Naina c- ø°399/2 Hà (#) Hay (0), 
đạn, Em TÐmnạ L1 =N +1, 


trong đó H; là đa thức Hermite. Hàm sóng của ba trạng thái thấp nhất là 


1 1 
20oo(Z, U) = BgG- exp |-; (+? + 3) vs Đaa=], 


2 1 

... {~§2+w9}, ho =2, 
2 T2 cào 

oi (2, 9) = ~ ©XP —sứ + )‡.  Pui=2, 


vì Họ = I, Hì(€) = 2£. 
(b) Bổ chính bậc nhất cho năng lượng của trạng thái cơ bản là 
Vọo = (0oo|V|oo) =0, 
vì đó là tích phân theo z hoặc theo „ đều là các hàm lẻ 
Khi  = 1, cỏ suy biến bội 2, và 


Vìịì = Vạạ =0. 


œ 
3 : „ 
Wi¿ạ = V2ạ ;JJ “Bì jý au(+2 + 0?) drdụ 


— 


œ 
= TI| cT( 2+?) (+? SE ?)+2?dxdụ " LP 
Ls 4 
= Bo : 


phương trình trường kì đối với ma trận Hamiltonian nhiễu loạn là 


Vị - E0 Wa 


=Ù, 
Vận Vạạ — E0) 


suy ra năng lượng được bổ chính là 


3 
Eịo = Elo # Ma = 2+ 7E. 
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5049 
Một hạt khôi lượng r‹: chuyển động (phi tương đôi tính) trong thế ba chiều 


1 : 
V= 2k” + vŸ + z?+ Arp). 


(a) Goi À như một tham số nhỏ, hãy tính năng lượng của trạng thái cơ bản 
đến bậc hai của lý thuyết nhiễu loạn. 


(b) Coi A như một tham số nhỏ, hãy tính các mức năng lượng của trạng 
thái kích thích đầu tiền đến bậc nhất trong lý thuyết nhiễu loạn. 
Các công thức tử lời giải của dao động tử điều hòa một chiều là 


U= (k/im)3, Eạ„ = G 3) hưu, n = 0,1,2,...., 


1 
v— [ng (6+), an = VRVm, 
lœa“]l= 1, aTðz = Vm+ LỎn+:. 

(Berkeley) 

Lời giải: 

(a) Trạng thái cơ bản có hàm sóng 
2o0o(+, 0. z) = 0o()Óo(0)9o(2) 
và năng lượng là š hư, Coi } Ar như là một nhiễu loạn, bổ chính bậc nhất 
cho năng lượng sẽ là 
g) = (0002 zy|000) = 0, 


vì tích phân là một hàm lẻ đối với + hoặc ¿. Năng lượng bổ chính bậc hai là 


kàÀ 
E#® = Ä” |(000| SE zy|mnana)|#/(—m: — na)Rư 


11792 


À? 


vì 
kÀ À 
(0,0,0 2 +|imana) = TT hưônn Ô1ng Ônng ` 
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Như vậy, năng lượng của trạng thái cơ bản được bổ chính đến bậc hai sẽ là 


1 SN. 


(b) Mức năng lượng kích thích đầu tiên là E¡ = Š hư¿ và là suy biên bội ba 
với ba hàm sóng là 
|1,0. 0), |0,1,0), |0,0, 1). 


Ma trận của nhiễu loạn 3# zự là 


Xiuê 0 1 0 
—— |1 0 0, 
4 
0 0 0 
và phương trình trường kì 
+) AB 
E khhêpmi 
: | 


có nghiệm là 
Ahu — A2 


1 
BỊ" =0, 44 


Như vậy, mức năng lượng kích thích đầu tiên tách thành ba mức 


5050 

Xét mô hình sau đây đổi với lực Van đer Waals giữa hai nguyên tử. Mỗi 
nguyên tử gồm một electron liên kết với một hạt nhân rắt nặng bởi thê V(z;) = 
3 mú2r?, Giả sử răng, hai hạt nhân cách nhau một khoảng ¿ >> +/„- và nằm 
đọc theo trục +, như trên Hỉnh 5.17, và giữa hai nguyên tử có một tương tác 

2 H LA z ` z ^ Fì _ 

Vì; = 3 “4”. Bỏ qua việc chúng là các hạt không phân biệt được. 

(a) Xét trạng thái cơ bản của toàn hệ khi 3 = 0. Hãy tính năng lượng và 
hàm sóng của nó theo rị và rạ. 
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⁄' ' 
==. .2.. —>x 


Hình 5.17 
(b) Hãy tính bổ chính khác không thấp nhất cho năng lượng và cho hàm 
sóng gây bởi Vìa. 


(c) Hãy tỉnh giá trị căn quân phương trung bình của khoảng cách giữa hai 
electron trong gần đúng bậc thấp nhất theo ở. Cho: 


li CAN 
9els)= (l0 = (TS) c5: 


1 271) 19 — #2 mu 
(+) = (+| = NT “A3 .x 


bibibd:cliväi10tad, 
(m— 1|z|n) = (nR/2mu)12, 
Ân + 1Jz|m) = (+ 1) /2m)1/2, 
(Wisconsin) 
Lời giải: 


(a) Phương trình Schrödingercủa hệ là 


2 
{- tW†+ Vũ tạ nà2 (r?+ r2) + MÃ = ˆ} Ò = bộ. 


Khi 2 = 0 hệ giống như hai dao động tử điểu hòa độc lập ba chiều và năng 
lượng cùng hàm sóng của trạng thái cơ bản là 


(0 _ 3 Sa 
Fạ = 2 Rau + hưu = 3ú, 
ỆP (rì,ra) = do(2a )⁄0o(01)96(zì '@o(#a)}⁄0o(02)Óo(zs) 


1 3 
—= | — c— 5K (rí+72) 
vĩ 


trong đó rŸ = zŸ + ‡ + zỆ, V.V. 
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(b) Coi 
--.- 
HH. "MB. 41112 
như là một nhiễu loạn, ta có bổ chính bậc nhất cho năng lượng 


AE" =. —x- (00|z¡+z|00) 


( - 
S" tuu(alilsiluEalt Ag(0/0lixl\lealleze 


= 


đối với (n|z|k) = 0 đối với k # n + 1. 
Đối với bổ chính bậc hai cho năng lượng, ta có 


c2 
(00|Hf|nta) = ma (0zn|m) (0|+a |ma} 


Ï 


c2? b 
— TấE đụag ÔN) 
và đo đó 
(2 ; |(00|H/|min¿)|Ÿ 
AklÐ~ SỰ HĐEIIUE 
nị n0 0 Znina 
_|J(00JWjDÈ 1 /#ø®_h \ 
ă th = EU 2h a8. 2m) 7 
Vì Pnạng = (m +Ỷ 3) + (nạ PHẾ 3)h„›. Như vậy, năng lượng đã được bổ chính 


đến bậc thâp nhất: là 
: ly cu 2 
ST LAN 8 (5) m TH2uU3 ° ø. 


và hàm sóng đã bổ chính là 
H 


Ứo = W(” 
6N bac r= En ` 
23 
(0) _ #°“ Ì g0) 
¬ ự 
ọ A4đ3 m2 1 7 


trong đó w” = 0I(#1)o(01)06 (21)4)1(22)2o0(02)6o (2a). 


390 Bài tập và lời giải Œd học Lượng tử 


(6) Gọi 6; = +¿ — zị. Khi đó Sa) = (rạ) — (zì) = 0 vì Ứa không đổi khi 
hoán vị 1 và 2, và đơ đó (z\) = (z¿). Xét 


(Sĩ,) = (2 + z) — 2mza) = 211) — 2i), 


ta có 
(T71Z2) = w) = Awf°lazalt" s A0) 
= — A{(0,?|zz¿|#'®) + biểu thức liên hợp} 
h 
= —2A((0|z|1))? ==ÀA—— 
((0lzl1))? = ~A TS, 
trong đó 
R Øe?2 1 
— 4d3 mà? ` 
và 


¿Ÿ) = (wí” ~ AwfsjIwf” — Avf”) 
= (0lz?|0) + A?(Iz?|) 
= (0|z?I0) + O(A?). 


Đồng thời, theo định lý virial 


hay 


Do đó 


= ÓC 090001 6: S(V#ĐãT: 
L TU 


Như vậy, căn quân phương của khoảng cách giữa hai electron theo trục z sẽ là 


((d + Sì2)2) = \/đ2 + 2d(8a) + (92) 


h h ge2 
lộn HA = = Thiết “1E “lị 
ụ l tru) 1000220211057 Tnu2d2 ụ l xuan) 
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Trạng thái kích thích đầu tiên của dao động tử điều hòa ba chiều đẳng 
hướng (với tần số góc tự nhiên ¡ọ và khối lượng zn) là suy biển bội ba này. 
Hãy dùng phương pháp nhiễu loạn để tính sự tách mức (đến gần đúng bậc 
nhất) của trạng thái suy biến bội ba này gây bởi nhiễu loạn nhỏ đưới đạng 
H' = bzụ, trong đó b là một hằng số. Hãy biểu diễn hàm sóng đến gần đúng 
bậc nhất cho ba mức được tách theo hàm sóng của dao động tử điều hòa ba 
chiều chưa nhiễu loạn, biết rằng, đôi với một dao động tử điều hòa một chiều, 


(n|x|m.+ 1) = \j DU : 
2rro 


Viết trạng thái năng lượng chưa nhiễu loạn như sau 


(Wisconsín) 


Lời giải: 


|hzrrunz) = lng)|ry)|fz), 


trong đó |») là trạng thái riêng thứ +› của một đao động tử điều hòa một chiều. 
Trạng thái kích thích đầu tiên của dao động rử điều hòa ba chiều đẳng hướng 
là suy biễn rrong các trạng thải 


lứi) = |100), la) = |010). |¿z) = |091). 
Tính các yêu tô ma trận 
Hà; = b(0ilzv]U;) 
ta tìm được 
Hy = b90|xy|100) = b(1|z|1) (0|y|0) = 0 = Hạ; = Hãy, 


1í; — b(100|zy|016) = ð(1zl0) (0|u|Ð) = 6(0lz|Ð*(0lø]1) = —— = Hài, 


Hị; = b(100|zy|001) = b(1|zi0) (0|y|0) = 0 = Ha, 
Hạ; = b(010|zy|001) = b(0|z|0) (1Iy]0) = 0= Hạa. 
Như vậy 

Hr< hb 


— 2rrMq 


œ — 
© CC 
© CC C 
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Phương trình trường kì 
det là —E0|=0 
có nghiệm £Œ) = 0, Z0) = +; 2. Dao động tử không nhiễu loạn có năng 
lượng £#” = (n+ 3)hœ. Trạng thái kích thích đầu tiên, œ = 1, bây giờ được 
tách thành ba mức với hàm sóng tương ứng kèm theo 
BỆ) = 2 Rớ +0= 2 Rớ, - lộ) = lửa) = |000). 
5, „ ñb 


¬(1) 
Hạ = ~hư š 
+ 2 = 2?n)0 


= 


| 
5 (|100) + |010)). 
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Một hệ cơ học lượng tử được mô tả bởi Hamiltonian # = !ọ + H', trong 
đó H/ = ¡À|A, Hạ] \à một nhiễu loạn đối với Hamiltonian không nhiễu loạn 
Hạ, A là toán tử Hecmite và À là một số thực. Gọi Ø là toán tử Hecmite thứ 
hai và đặt C = ¡[B, AI]. 


(a) Cho giá trị kì vọng của các toán tử A, B và Ở trong trạng thái cơ bản 
không nhiễu loạn (và không suy biên); gọi chúng là (4)o, ()o và (Œ)a. Khi có 
nhiễu loạn, Hãy tính giá trị kì vọng của Ö trong trạng thái cơ bản nhiễu loạn 
đến bậc nhật theo A. 

(b) Hãy kiểm tra kết quả cho bài toán ba chiều sau đây 


3 Đà 
U‡ 1 
Hạ = » + 27) ,_ HƯ =À¿a, 


bằng cách tính giả trị kì vọng trong trạng thái cơ bản của (z;), (¡ = 1,2. 3) đến 
bậc thập nhất theo A. So sánh kết quả đó với kết quả tính toán chính xác đối 
với (z¡). 
(Princeton) 

Lời giải: 

(a) Giả sử rằng, trạng thái riêng và các năng lượng tương ứng của một hệ 
không nhiều loạn là 

[t2 
khi đó 
fg|k)® = EÈ”|k)t9) 
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Các yêu tô ma trận của Hamilronian nhiễu loạn là 
Hịa = ®)(n|/|p)89) =9) (nlíAA Họ — ¡AHạ Al0)49) 
=i(g§” ~ B39) (m|A|0)49). 


Khi đó, hàm sóng của trạng thái cơ bản với bổ chính bậc nhất là 


y9) (0) 
=|0) + à hưng NP y In) 
7nì 


=|0® + ` 2A1) (n|A|0)9) |m)(9) 
nz0 


=(1~iA(4)a)I019 + X "2A (|A|0)09)4n) 9), 
n=0 


Do đó 


(0|8|0) = |9 (0|(1 +¡A(4)a)+ (~0) 


Š S¬( (a|I0)J^94al Ẹ lu —A(4),)J0)® 


r+=0 


+iA > (9) ¿n]4|0)49 Im)t9) 


Tn=Ù 
~(B)ạ — A19 (0lAB ~ ¡BAI0)t9 
= (8)s + A9) (0|CJ0)) = (B)o + A(Ø)a, 


(đến bậc nhất theo À). 
Chú ý, tính đây đủ của hệ các hàm sóng |&)() 


32 lk)®(I® = 
k 


đã được sử dụng trong các tính toán ỏ trên, 
(b) Hamiltonian đã cho 
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thỏa mãn ïƒ' = ¡A[A, Hạ] = Az¿ nêu đặt A = m7z: Sử dụng kết quả ở câu (a) 
ta được những kết quả sau đây: Với 8 = z¡, vì 


€\ì =1{B, A] = 


ru) n Eisøa] = 0; 


tả CÓ 


() = (Ð) % (B)a + À(C1)o = (in + À(C)a =0. 


Chủ ý rằng (r¡) = 0 vì tích nhân là một hàm lẻ của z;. Cho B = +ạ, các 
tính toán tương tự sẽ cho (za) = 0. Với B = xa, vì 


1 
<1 ftÄI<=¿lz — 
ga d lệnh lo yau2h, IúJ2 
và như vậy 
1 
(Go mà? ` 
ta CÓ 


TnoJ2 - 


Để tìm nghiệm chính xác cho Ñ = y + H', ta viết 


Ẫ Š ?? 1 ì 
H= ( SE 5 „2./) +A1a 
r 


: : : À ” 
= Hi(#ì) + Họa(+2) + Họa (a+ ;) - gia 
ru) 27m_› 


trong đó (+) = -# Km + 3 mu?2z2 là Hamiltonian của một dao động 


tử điểu hòa một chiều. Vì số Biết hằng số —A2/2z.:? không ảnh hưởng đến 
động lực của hệ, hàm sóng chính xác của trạng thái cơ bản chính là hàm sóng 
của dao động tử điều hòa đẳng hướng 


mú¿\ 3/4 TH 2 TH ca 
0=(⁄) =®( 2n”) sP( y2) 


vố Tư) * à 8 
——— [z¿a+— : 
P 2h Hn 
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Từ đó suy ra 
A 


qrở2< 


(+) =0, (z2) =Ũ, (xa) =— 


Các kết quả này đúng hệt như kết quả đã tìm được trong câu (a). 
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Một hạt khôi lượng z chuyển động trong thế của đao động tử điều hòa ba 
chiểu V(z,,z) = $ m¿?{(z°? + 2 + z2). Một nhiễu loạn nhỏ có đạng AV = 
krụz + #; +?u?z? được đặt vào hệ, trong đó k là một hằng số nhỏ. Chú ý là & 
xuất hiện trong cả hai số hạng. 
(a) Hãy tỉnh sự chuyển địch của năng lượng trạng thái cơ bản đến bậc hai 
theo k. 
(b) Sử dụng một lập luận không phụ thuộc vào lý thuyết nhiễu loạn, hãy 
tìm giá trị trung bình của x trong trạng thái cơ bản của hệ đó. 
Chú ý: Có thể bạn muốn biết vài hàm sóng đầu tiên của đao động tử điều 
hòa một chiều: 
trạng thái cơ bản 
Tu \ 1/4 mu¿ 
0(z) = ( T (-S?): 
mrh 


trạng thái kích thích đầu tiên 


đi0)S EM 2m giờ ni (-z) 


trạng thái kích thích thứ hai 


Ủ¿2(+) = cu ¬ Kbx d SE 1) exp . Z) : 


(Princeton} 


Lời giải: 
Trạng thái của hạt trong hồ thê của dao động tử điều hòa ba chiều là 


®o(+, 0, z) = 2o (+)2o()Óo(z) 


ru) 3/4 Tnu¿? 
= ) exp Ề (z7 +?+ z?) 


2h 


Z6- BT..CHLƯỢNGTỪ 
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Bổ chính bậc nhất cho năng lượng là 


2 
(Am: = [#2 (¿+ Tin) ®o(+.v,z) dđŸx 
mu2v3/2 k? HN mừ) ¿ 5 
=() TIN .. an 
SN san 
= (=) hơi 


Trong khi nhiễu loạn AV! = &zøz không cho đóng góp vào bổ chính bậc 
nhât, nên ta phải tính đên nhiễu loạn bậc hai để tìm sự chuyển dịch chính xác 
đến k2. Các yêu tô ma trận của Hamiltonian nhiễu loạn là 


(m|AV”|0) = J ®„(1,,Z) kzuz ®ạ(+,w, z)đÖ+ 


4œ +œ 
ˆ# lÍ ñajt0fnbitdi Dị da, ()weo(v)dg 


+œo 
& J nạ (z)zÓo(2z)dz 
h 3/2 
S2 (mm) ð(mị — 1)ỗ(mạ — 1)ð(nạ — 1), 


trong đó 0 = mé + mạ + nạ, và như vậy, bổ chính bậc hai cho năng lượng là 


`» \( HH) Ẻ 
D= 


k2 h 
2TrU " h NÌ k 
= EIT 


2mm! 


Như vậy, chuyển dịch năng lượng của trạng thái cơ bản chính xác đến k? là 


TIẾT nƒc SN 


(b) V + AV sẽ không thay đổi đối với phép phản chiễu z —› —z. ý — —ÿ, 
nghĩa là, 


H(+,u,z) = H(—x+x.—w,z). 
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Hơn thê nữa hàm sóng của trạng thái cơ bản là không suy biến, cho nên 
Ó(—+,T—,z) —= 0(z, ụ, z) và hệ quả là, 
(+) =(02., +0) 


+ +œo° T9ng, 
=j_ dz" Ty |9 (+,vV z5 2 SvSz)dr dự 
+ +œ +oœc 
=— J đz l T- 1 "(%,U,z) + - (%9, z)dtdụ = — (+), 


trong đó, ta đã thực hiện phép biển đổi z' = —z, = —ụ,z' = z. Do đó, 
(z) = 0. Bằng cách tương tự, ta được (u) = 0, (z) = 0. Như vậy (x) = 0. 
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Một hạt là 1 khôi lượng zø chuyển động trong thế dao động tử điều hòa 
cầu V = sin¿?r? và tưởng tác Àø -r (lực tương tác spin quỹ đạo được bỏ qua). 
Như vậy, Hàm Ìionian thực sự là 


H=Hạọ+H. 


trong đó 


Hãy tính sự chuyển địch của năng lượng trạng thái cơ bản đến bậc hai theo 
nhiều loạn HỦ“, 
(Princeton) 

Lời giải: 

Trạng thái cơ bản không nhiễu loạn là suy biến bậc hai với spin lên và 
xuông theo trục z. : 

Sử dụng phương pháp nhiễu loạn cho các trạng thái suy biên, nếu suy biến 
không mắt đi sau khi chéo hóa Hamiltonian nhiễu loạn, ta sẽ chéo hóa ma 
trận sau đây để tìm vị trí của năng lượng 


mỊVlon) an|Vị|m 
(zIVlm)+ ` Ôn cóc há die = (n|W|m). 
= Eh Em 


Gọi |nzzn; †) và |msnymz J) là bai trạng thái lượng tử không nhiều loạn, 
trong đồ n;, nụ và n; là số lượng tử đao động theo các hướng z, g và z, †{ (|) 
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diễn tả trạng thái spin lên (xuống). Vì 
DU GÌ Ỉ mạ pc 
ngnyng TC | Yự Í Tiy + Thy ƑE 5 
ma trận sẽ có các yêu tô 


: . 
(000 † |W|goo †y — 2 (000 † |ø -r/001 1) (001 † |ø -xJ000 †ì 


3 5 
2 Re Ta Reu 
š A?(000 † |øơ - r|100 J) (100 | |z - r|000 †) 
TY = nấ 
2 2 
Ề ÀA”(000 † |ø - r|010 |} (010 Ị |ø - r|000 †) 
ST. 
2 2 
— x2 | 090 † lz;z|001 1)|Ê „ 14000 † løzz|t00 DỊ? 
—RU — 
ứ |(000 † ]zyw|010 J)|? 
—hw 
St UP 
_— 3m2 ` 
HÀ” 
(000 | |W|000 |) =— sẽ 


(000 † |W7|000 |) =0. 
Trong những tính toán trên đây ta đã dùng 


(mị + IB 


(mị|+[mị + H = 
2m 


" 


Tị~=1.U,Z 
ât cả những yêu tô khác đều bằng không. Có thể thấy rằng, suy biến bội hai 
zẫn còn tôn tại đôi với giá trị riêng =33;. Điều đó nghĩa là suy biền không mắt 
3¡ ít nhất là đến gẦn đhHệ bậc hai. Trạng thái cơ bản, hãy còn suy biến, nó có 


\ăng lượng là š hưu — gàng. 


5055 


Xét một hạt không có spin, khôi lượng rn và điện tích « được giam trong 
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một hóc hình cầu bán kính 8: thế năng bằng không khi |x| < # và bằng vô 
hạn khi |x| > H. 

(a) Tim năng lượng trạng thái cơ bản của hệ. 

(b) Giả sử rằng, có đặt thêm một từ trường đều, yếu với cường độ [B|. Hãy 
tính độ chuyển dịch đối với năng lượng trạng thái cơ bản của hệ. 

(c) Giả sử rằng, thay cho từ trường ta đặt một điện trường đều yêu có 
cường độ |E|. Năng lượng của trạng thái cơ bản sẽ tầng hay giảm? Hãy viết, 
không cần thực hiện tính toán, một công thức cho sự chuyển dịch năng lượng 
trạng thái cơ bản gây ra bởi điện trường. 

(d) Nêu thay vào đó, ta có một từ trường rất mạnh cường độ |BỊ, hãy tính 
gần đúng năng lượng của trạng thái cơ bản sẽ thế nào? 

(Princeton) 
Lỡi giải: 


Phần xuyên tâm của phương trình Schrödingercho hạt trong hồ thế là 
ỉ 1 
R“+ TR + J¿-*”| R=0, (r<ñ), 


trong đó k = ,/2m.E/B2, điều kiện biên là R(z)|y— nạ = 0. Đổi sang biên không 
thứ nguyên ø = kr, phương trình trên có dạng sau 


UV 


vi _c R=0. 
dø? — p dp P? | 


Phương trình này có nghiệm /;(ø) hữu hạn khi ø — 0, 7(ø} liên quan đến 
hàm Bessel bởi hệ thức 


: AC 7 Í 
JI(p) = (;) tr} (9) - 
Như vậy, hàm sóng xuyên tâm là 
Riuứ) = Cm(kr), 


trong đó Œạ¿ là hằng số chuẩn hỏa. 
Điều kiện biến đòi hỏi 
J(ERa) = 0 
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và nó có nghiêm 
kho = ơi, n=l,23---, 
Do đó, trạng thái liên kết của hạt có các mức năng lượng là 


2 


Bài = — Q2 
"— 2mRỆ „Hh 


mm=1l,2.3.... 


Đối với trạng thái cơ bản, ! = 0 và jo(ø) = _x VÌ VẬY œạp = 7 và năng 
lượng của trạng thải cơ bản là 


Eno = B?n?/2m Rệ. 
(b) Lây phương của từ trường làm trục z. Khi đó, thế vectơ A có thành 


phần 


và Hamilronian của hệ là 


^ 1 cB N? c«B Vˆ 3 
H=n l(-+ #2) +(»-S*) +p¿| + Vfr} 


=-1 |lut_ÊP/„ rẺ HỆ ca v2 ` 
=mm |pt — S ty — tp) + CC (+ u)| + Vụ) 
_— 1 2 cB c2Pˆ? 2 2 

s.. lp —=—=lz+ 1a (zˆ+)| + Vữ). 


Vì từ trường là yêu ta có thể coi —*#1, + S5“ (z? + ?) như một nhiễu 

loạn. Khí hệ ở trạng thái cơ bản ¡! = 0, !¿ = 0 chúng ta chỉ cần xét hiệu ứng 
+ PS 202 ` r kì Z+ 3 ` 
của sô hạng #5; (z? + 2). Hàm sóng của trạng thái cơ bản là 


2 


2k2. 
Rao 2Ja(kr) Ytop; (6, 2) 


tí. 9,2) = 
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và bổ chính bậc đầu tiên là 


n-ậm 


- 60 Bˆ 
“gmư2` Đã, 


Ôn XjÌ sÌH3Ñ) 
— \3_ 2m2/ 12m2 ` 


Chú ý rằng trong các tính toán ở trên, ta đã đùng 


n4 s2) 


r? sin?(kr)dr ị 2z sin 0dø 
0 


+? + 2 =r?sin? 6, sin(k Ra) = 0 hay klio = z. 


(c) Giả sử có một điện trường đều E được đặt đọc theo trục z thay cho từ 
trường. Thể năng tương ứng của hạt là V* = —eEz, và nó được coi như một 
nhiễu loạn. Sự địch chuyển của năng lượng trạng thái cơ bản khi đó là 

E¿ = (úứŒ,8,0)| — eEr coa 0|[È(r, 8,2). 


Vì F¿ là âm, năng lượng của trạng thái cơ bản như vậy là giảm đi. 
(đ) Nếu thay cho từ yếu ta có một từ trường mạnh, khi đó 
ĐT” -# cHnE (+2 +2) 
Và số hạng B? không thể coi như nữ: nhiều loạn được. Hạt bây giò phải được 
xét như một đao động tử điều hòa hai chiểu với 
1 + 6?2P? cB 


=" =2 — ha = ——. 
D ng Ñmc2` Là 2rmmc 


Như vậy, năng lượng của trạng thái cơ bản sẽ gần đúng bằng 


cB 


2rmc 


ọ = hư = 
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Một hạt khối lượng z có điện tích Q chuyển động trong một thế đao động 
tử điều hòa đẳng hướng ba chiêu V = ‡ kz2, 


(a) Tìm các mức năng lượng và bội suy biến của chúng? 
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(b) Nếu đặt thêm một điện trường đều, các mức nãng lượng mới sẽ là bao ' 
nhiều và bội suy biến sẽ như thê nào? 
(e) Nếu thay cho điện trường ta đặt một từ trường đều, tìm các mức năng 
lượng của bỗn trạng thái thấp nhất? 
(Columbia) 
Lời giải: 


(a) Hamiltonian của hệ là 


= RẺ 2 + TL y2 — +H,+H 
— 9m 2 = ụ l 
trong đó 
h? 82 1 


H,—= krệ (i=+z~w.2). 


“šm Đan T5 
Các mức năng lượng được cho bởi 
EN =(N +3/2)ho, 
trong đó œạ = (k/m, N = nạ + my + Tạ. 
Bội suy biến của trạng thái N là 


N 


ƒ= 3 )(N—ng+l)= 


LC THÍ) 


(N+1)(N+29). 


(b) Lẫy phương của điện trường đều làm trục z. Khi đó, Hamiltonian là 


ñ =Ð2/2m + skr? — QEz 


22 

Đy 1 bì .2 1 b) 

=|2#+_-kz?Ì+ 2m -+ — 
(; 2 SẼ ) |: TH kỹ 


+ |z)/2m + sk — 9E/kJÌ - Qˆ?E?/2k. 
So sánh với Hamiltonian ở câu (a) ta có 
Ew =(N +3/2)R¿o — Q?E2/2k, 


ƒ=s(N +1)(N +2). 
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(ce) Xét trường hợp khi một từ trường thay cho một điện trường được đặt 
lên hệ. Trong tọa độ trụ, thê vectd có các thành phần 


1 
A,=sBp A,=A,=0. 


Như vậy, Hamiltonian là 


) b 3A) +v 


2n 


Am. An In 
c A2? + Skø? + ~kz?, 
Địm P Tc 2m2 + 2 LOIE4 Phê 


trong đó ta đã sử dụng z? = ¿ø? + z?, và V:A = 0 mà điều đó có nghĩa là 
b-A=A -Ð. Viết 


. h2 1 THẮNG: Q 
H= Su: 2 2 zZ —k 3| 
Km — V; + TH “ Ø là ¬n + *z lội ằ@Ï„ 
=Ñ,+ ñ,xuÌ,, 


trong đó 
VỆ=V}+ Mộ. ằœ = |Q|B/2mc, œ2 = 2? + uậ. Ủy = Ð;p, 


và kí hiệu + tương ứng với giá trị dương hoặc âm của @Q. Như một phần của 
Hamiltonian, fï; tương ứng với một dao động tử điều hòa hai chiều vuỗng sóc 
với trục z, ŸŸ, tương ứng với một đao động tử điểu hòa một chiều đọc theo 
trục z. Như vậy, các mức năng lượng của hệ được cho bởi 


1 
Enun.m = (2ng + 1 + |m|)Ru + (s. + 3) hườn 2£ trú 


1 ; 
= ( + 5 keo) + 2n; + |rn|b.' + mhưu + hp , 
trong đó 


mạ =0,1,2,.. 
ny =0,1,2,..., 
mm =0, +1,2+2,.... 
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Do đó, bốn mức năng lượng thấp nhất là 
1 
Eboo = hư + D_ng 


1 
Bạn = hơi + 2 Bếp + R(GU Sơ) = MU — Rọ 5 Ben, 


1 h) 
Emo = hai + 2 heo + Rao = Re + 7 đáo, 


1 
Enns = he! + Š Bơp + 3R(2/ —) = 3a) — 2e + 2 Tp. 
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(a) Hãy mô tả sự tách mức năng lượng nguyên tử gây bởi từ trường yếu. 
Trong thảo luận của mình, bạn bàn đến cả thửa số Lanđé (giả sử có liên kết 
LS). 


(b) Hãy mô tả sự tách mức trong một từ trường mạnh (hiệu ứng Pashen - 
Back). 
(Columbia) 
Lời giải: 
Trong liên kết L§, mômen từ của hệ nguyên tử là tổng đóng góp của mô- 
men quỹ đạo và mnômen spin 


hù= wo(„i + 9:8) 
= taløl + (ợs — ø)S], 


trong đó /o là magneton Bohr. Lẫy phương của từ trường làm trục z, sự thay 
đối gây bỏi từ trường là 


mì =—#-B=--giu„Bj; — (g; — #)no 4z. 
(a) Hamilronian của hệ là : 
H = Họ+h = p?/2m + V(r) + £(r)§ -L+ Ẩn. 


Xét —(g; — ø¡)uo Bs„ như nhiễu loạn và tác dụng (Họ — ø;uo B/,) lên trạng 
thái riêng chung của l2, j? và 7; ta có 


(ñs — guHo B)z)'Dnym, = (Eni — iHoBm;,)tmlim, - 
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Nếu 8B rất yêu, thì 


RE l đối với /=!+3, 
"..... 3 
ti = 5 Qm¿|#zLJm;) = —n; 


—D_ dỗi với ;¡—=il—3, 
2011) 3 2 


trong đó, ta đã sử dụng các hệ thức 


+. 1m + Š 
x ly 3Ð 


L& mu + Š 
Um) = 2111. TT 2+1 


1 1 
mm; -+ b` ¬ÿ) 


4. 1 ` 
đồi với j = ! + 2, và 


Ớ; 


1 1 
my T ” t5) =5 


1 1 
mị bề tạ) . 


Do đó, mức năng lượng của hệ trở thành 


Enl}m, 2 m4) — t9iHo im, 


ht 
AI cổ cớ 
~(s — g)woB Bễ TY 
=.. 1... 
2j+2)' Ỷ : 
Vì gi = —1, g; — —2 ta có thể viết 


Tam, 2 Enlj — guoĐmm;, 
trong đó 
J+1)+s(s +1) 1+1) 
2j( +1) 

là thừa số Landẻ. Như vậy, một mức năng lượng của nguyên tử được tách 
thành (2; + 1) mức. 

(b) Nếu từ trường rất mạnh, ta có thể bỏ qua số hạng £(z)s - I và Hamilto- 
nian của hệ là 


¬._ 


ñ = Ð?/2m + Vứ) + Ñì = lạ+ ñn Ề 


Tác dụng ƒ# lên trạng thái riêng chung của (Ñn, Ï2,Í;, 42, s„), ta được 


Hừntmims = Tản lmyvs tÔnmumas h 
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trong đó 


Tum s = lạt — 0úoBm — gsú0 Bms 
= Em + Họ Bứm + 2ms), 


vì g = —1, øg; = —3. Đối với một điện tử, ms = +šj. Như vậy, do quy tắc 
lọc lựa Amms = 0, chuyển dời chỉ có thể xảy ra giữa các mức năng lượng có 
ng = +š và giữa các mức năng lượng có ms = —š. Sự tách mức đối với một 
giá trị cho trước của ¡ được diễn tả trong Hình 5.18. Đôi với hai hệ mức nắng 
lượng với mụ + 2m. = ~Ì +1 đến ¡ — 1 (một tập hợp với ms = $, tập hợp khác 
với rns = ~¿, nghĩa là, 2! — 1 mức cho mỗi tập hợp), còn có một suy biến bội 
hai. Do đó, số lượng tổng cộng các mức năng lượng là 2(2/+1)—(2!—1) = 2i+3 
như trong hình đã vẽ. 


m,»2ms 
1+1 m‹«2me 
= ( 
ri -x-——''' 
— r3: nh ——(‹2 
be t H 
-¬ t ' 
= ' ì 
§ : | 
~†le2———~-—~-———`-S—_ -Ì}+2 
S01 s===c..==.jI 
kú „Ị 
-/«-} 
=«} 
(ma +1⁄2) (mas=~1⁄2) 
Hình 5.18 
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Xét một nguyên tử với một electron hóa trị. Hamiltonian cấu trúc tỉnh tế 
của nó được cho bằng £L . S. 


(a) Hãy xác định hiệu giữa các mức năng lượng đặc trưng bỏi  = L + 1/2 
và .J = E — 1/2 (khoảng câu trúc tính tế) theo £, 

(b) Nguyên tử này được đặt vào một từ trường ngoài yêu với độ lớn là , 
Hãy sử dụng lý thuyết nhiễu loạn để xác định sự tách mức năng lượng giữa 
các mức từ (Zeeman) gần kể của nguyên tử. 
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(e) Hãy mô tả định tính xem sự thể sẽ thay đổi thế nào nều từ trường là 
rảt mạnh. 


(Columbia) 
Lồi giải: 


(a) Trong biểu điễn của (J2, L2, /;), 


lÌ 


=0 +1) ~tũ +1) — w(s + 1)] 
9 


+ J0+1)~1+Ð)~Ÿ |. 


Vi(0+3)0+ Ÿ) - (F— 3)( + ÿ) = 2! + 1, hiệu năng lượng là 


(b) Nếu nguyên tử được đặt vào một từ trường đều có cường độ H mà 
phương của nó được lây làm trục z, Hamiltonian của hệ là 


: sh 2 TIẾP" _ HO vợ 
Ñ =— + Vữ) + 2m (Ủ; + 98,) + €(r)Š - 


2? 
^2 
¬ p Ữ cH - cH 
— 9m # VẬm) oi nó 2m ng TP cứ)§: L- Vi Š 
e 
=H, ) 
ĐỀU 3m Srì 


trong đó ý; = Ê„ + %. 


Gọi 2y, là trạng thải riêng chung của hệ (32, É2, 7;) đôi với Hamiltonian 
không nhiễu loạn #„. Khi đó 


Ñloúnbm, SỜ ứ “mi;*C TH S— 2y me) tÔnljm¿ , 


Để xét được hiệu ứng của số hạng nhiễu loạn sec â„ ta sẽ dùng tọa độ câu 
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và viết lỦnjma, = fa(r)@bm, (0, 2), trong đó, phần hàm sóng góc là 


D1 
2j j-$‡.m;+3 Orj= Ta 


JJj+mj+ 1, Đa 1 
+ 2j+2 Ỷ) 11 my+) fQt J = bo Bà 


ö đây œ. 2 là trạng thái riêng của Š; tương ứng với giá trị riêng tương ứng Š 
và —? Như vậy, với j = Í + 3, 


A ... J+mị h 
5zl2m, = Sz|Jm¿) = = 2) : 2 độ) dg u21 
JjT—1Hạ h 


và 
: `. Jg+tmạ h jcmị h — Rma 
JHD|E)U00 for rang f 
còn đối với j =i~ 3 
Ạ h my 
1m59 lJMpasye 3 
lo z|jj) S41 
Do đó 
: : 1 
ch „, cHh | 2/2 J=i ta) 
2rmc (32) = Âmc : : 1 
—m;/(J¡ + 1, ĐH gi 
Và vì vậy 
1+ : THỊ là la” 
n — „ ch 2j) LÊ QUẾ 7) 
“.. ân, 1 1 ' ¡=l h 
— ———— | 1%, } —=l—~ 
5j7+0/ 5: * 2 
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Suy ra, 


1 
L+— l= 
¡ah ( tÌu J=i+ 


1 

2 

1 1 

WÍ7a "._—-. 
Lớci ( T) ỹ 2 


là magneton Bohr. 


AE= 


eb 


trong đó ủn = z 


(e) Nếu từ trường là rât mạnh, £(z)S -L ‹< /pÖ và Hamiltonian của hệ là 


2 
mm": 
H=_— r 
Bi KIEN 


H . x 
= (350: 
2mc 


Bởi vì (fa, 2, Ê,, Š?, ở;}) tạo thành một hệ đây đủ các biến động lực, nên 


H 
Emmmm„ = ni + =iên B(m - 2rnz) 
2c 
= Em + hgHm + 1), 


vì mạ = +š. Như vậy 
AE= tIiịnH., 
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Positroni là một hệ giống như nguyên tử hydro được tạo thành từ một 
positron và một electron. Xét positroni trong trạng thái cơ bản (/ = 0). Hamil- 
tonian # có thể viết H = Hạ + Hs + Hạ, trong đó Hạ là phản lực Coulomb 
quen thuộc không phụ thuộc vào spin, 7s = As, - s, là phần sinh ra do tương 
tác giữa spin của positron và của electron, còn ïg = ~(Hạ„ + ”,) - B là phần 
sinh ra từ tưởng tác với từ trường ngoài đặt thêm B. 


(a) Khi chưa đặt thêm từ trường ngoài, cách chọn nào cho hàm riêng của 
mômen spin và mômen góc là thích hợp? Hãy tính sự dịch chuyên năng lượng 
cho mỗi trạng thái của ï1s. 

(b) Đặt thêm vào một từ trường rất yêu (HH < H;). Tìm những mức năng 
lượng khả dĩ trong trường hợp này? 

(c) Bây giờ giả sử từ trường tăng dần đến khi s > Hs. Hàm sóng riêng 
thích hợp nhất là loại nào? Tìm sự dịch chuyển năng lượng cho mỗi trạng thái 
gây ra bởi Hpg? 


410 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


(d) Hãy chỉ ra cách thức giải bài toán tìm năng lượng và hàm riêng cho 
trường hợp tổng quát; tuy nhiên bạn không nên cô thực hiện các tính toán đại 
số trừ trường hợp bạn không biết làm gì tốt hơn. Xin đừng có gắng quá. 

(Berkeley) 


Lời giải: 
(a) Khi không có từ trường ngoài B coi M; là một nhiễu loạn. Spin toàn 
phần của hệ là S = s„ + s¿ và như vậy 


1 
(S2? _— s2_— s2) — 


P |S(8 + 1L) — sp(s» + 1) — sz(se + 1)]. 


2i — 


Sp - 8e 


Thích hợp nhất là chọn hàm riêng dưới dạng Iz„59,). Trạng thái cø bản 
Ï¡ = 0 tạo nên từ bến trạng thải $ = I, 9; = 0+1; $ = 0,9; = 0. Với 
I=0,9=1,vì 


A 
sp - g;|Èm1S;) = 5 lu +1)— 1 R2|lin15;}, 
ta có 
h : AR2 
Đ; = (bờnS,|H,|rn1S„) = ` (S;¿=0,+1), 


và đó chính là độ chuyển dịch cho trạng thái tam tuyến. Với ¡ = 0, 9 = 0, vì 
A 3 
Hs|Iia00) = ý (o = s) R?|Irn00} , 


độ chuyển dịch của năng lượng là —$ Añ2. 

(b) Khi trường ngoài B được đặt vào, nhưng với g « He ta có thể coi 
hiện ứng của trường ngoài là nhiễu loạn (H = (lo + H;) + Hp). Lẫy |zn%,) 
làm vectơ trạng thái và phương của B là trục z, nghĩa là, ta có B — Be,, 


ch. - 
Hạ = (Hy + nạ) :B= —— (Šsz T— ñpz)¿ 


và (xem Bài tập 5066 (b)) 


:Bh 
Hg|0000) =— |0010), #g|001L) =0, 
ch 


TrìC 


1ip|0010) = 


|0000),  77g|001,—1) =0. 
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Do đó (nsSS;|Hg|lzSS„) = 0 và các mức năng lượng sẽ không có sự thay 
đổi gì thêm, so với sự tách mức thành các trạng thái đơn tuyến và tam tuyến 
như đã trình bày trong (a) khi xét đến bậc nhất của nhiễu loạn. 

Ta có \ 

(0) ! luu bế DÔI 
= lạ + s. 0) _, (0) P 
tin Enà — 

Vì chỉ các yêu tô ma trận sau đây là khác không 
cÐh 


(0010|Hg[0000) = 


B 
(0000|/7,|0010) = ŠPŠ, 
TI\C 


các mức năng lượng đến nhiễu loạn bậc hai đối với |0000) là 


Đ vu cBhÝ? 3 1 
#ì =— ~Ah2 —= Ah? - - AR? 
l Tuáu +) : 4 4 ú 


lI 
I 
| & 
> 
K=S 
»ð 
| 
zZ 
*xịq 
tụ 
` —_~ 
ĐÈ 


và đôi với |0010) là 
1 1:1,À%œ 1 
E3 =_ Ah? + Ề ) Í (: Ah2 + 14) 
4 mc 4 4 


1 „„ Ì /eB 
“nh S Fì (@) 


(c) Bây giờ nêu Hy > Hs, ta có thể bỏ qua số hạng H; và chỉ coi nhiễu 
loạn như được tạo thành từ pg = #Š (ã¿; — ¿;;). Khi đó, việc chọn |lrns;zsp;} 
làm hệ hàm riêng tỏ ra tiện lợi hơn. Như vậy, đôi với trạng thái |irn, C‡, +3), 


ta CÓ 
1 1 
+_—,1- ) # S.z 


_ 


(5¿z =a Špz) 


27- BT...CRLƯỢNGTỪ 
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và chuyển dịch năng lượng tương ứng là bằng không. Đôi với trạng thái 


lim, +5, +3), ta có 
W: cBh|,1 1 
c2 le la: 
2 t2) mù | 2 +j) 


` ⁄ 1 ~ + “ ` Bh 
và do đó, chuyền dịch nẵng lượng là +“. 


Hn 


(đ) Trong trường hợp rồng quát, lây |n5.9;} làm vecto trạng thái và /' = 
Hs + Hạ làm Hamiltonian nhiễu loạn. Khi đó bài toán sẽ được giải quyết bằng 
phương pháp nhiễu loạn cho các trạng thái suy biến, nghĩa là, giải phương 
trình trường kì đet |H/.„ — Eô„a| = 0 để tìm bổ chính nãng lượng và các hàm 
sóng tưởng ứng. 
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Một nguyên tử ở trong một trạng thái có spin electron toàn phần #, mômen 
quỹ đạo toàn phần L và mômen xung lượng toàn phản J. (Spin hạt nhân có 
thể bỏ qua trong bài toán này). Thành phân z của mômen xung lượng toàn 
phản nguyên tử là J;. Năng lượng của trạng thái nguyên tử sẽ thay đổi bao 
nhiêu nêu đặt thêm một từ trường ngoài yêu với cường độ Ö và có phương 
dọc theo trục z? Giả sử tương tác với từ trường là nhỏ so với tương tác của câu 
trúc tỉnh tế, 

Câu trả lời sẽ được cho bằng những biểu thức tường minh theo các số 
lượng tử 7,7, 9, J„ và các hằng số quen thuộc. 

(Princeton) 
Lời giải: 
Hamiltonian và các hàm riêng trước khí đưa vào từ trường là 
H = Hạ, 
ÓnLUM, = RaiLJ(fL,--- vn) ÔSLJM) š 


trong đó, các chỉ số dưới của r, 1,2,...,», mô tả các electron khác nhau trong 
nguyên tử, còn đsr r„z, là trạng thái riêng chung của hệ (L2, S2, J7, J;), nghĩa 
là, 
®sLuM, = À ) (LAILS, Mỹ — MulJM2)YLM,ÔS.M,—M, ý 
Mẹ, 
(LM+LS, Mỹ — ML|JA1y) là bệ số Clebsch - Gordan. Năng lượng không nhiễu 
loạn tương ứng là #„zr ;. 
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Sau khi có từ trường yêu, Hamiltonian trỏ thành 


n Gà B.. Bạ 
D1 9C 


F4 
2rmạc 2m 


Vì là rất nhỏ, ta có thể coi (L2, S2, J2, J,) là các đại lượng bảo toàn và 
lây hàm sóng của hệ gần đúng là ¿a;,;xz,. Sự thay đổi năng lượng sinh ra đo 
sô hạng #ẼZ. J, là AE) = Af,h #5: vì J, có giá trị riêng là A/,h. Ma trận của 
c 5; có dạng đường chéo trong không gian con sinh bởi 2.7 + 1 vectd trạng 
thái đôi với năng lượng #-; ;, và do đỏ, sự thay đổi của năng lượng do nó gây 
ra là 


¬.: ộ cB 


2) 
2r1uc 


(JMu|Š,|JM), 


trong đó 


(JA¿|5;|J Mu) = Š” B(M¿ — MuU)[(LMLS, Mự — MulJM,), 
Mr 


Sự thay đổi toàn phần của năng lượng là 


AE= Men — Bến + (Mụ — MU) - (EM,S, Mụ — Mi|JMU), 
Àt, 


trong đó 
ecÐB 


2inc ` 


1ÙI 
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Đơteron là một trạng thái liền kết của một proton và một nötron. Hamil- 
tonian trong hẻ khôi tâm có dạng 


p? 1 


HNH= sp + Vi(r) + ơp- ơnV2(r) + (ø : =) (z› : =) — qiØp : zn)| Vậ(?). 


ỏ đây, x = xạ — Xxp.r = |x|, ơy và ø„ là các ma trận Pauli cho spin của 
proton và của ndtron, là khối lượng rút gọn, và p là liên hợp của x. 


(a) Mômen xung lượng toàn phân J? = J(J + 1) và tính chẵn lẻ là những 
số lượng tử tốt. Hãy chứng tỏ rằng nêu V = 0, mỏmen quỹ đạo toàn phần 
LẺ = L(L + 1), spin toàn phân S? = %(% + 1) và § = šøyp + 3 ưa là các sô 
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lượng tử tốt. Chứng tỏ rằng nếu ¿ # 0, % vẫn là một số lượng tử tốt (Điều 
này giúp cho việc xét sự hoán vị spin của proton và ndtron). 

(b) Đơteron có j — 1 và tính chẵn lẻ dương. Những giá trị nào là khả dĩ 
đôi với 1? Những giá trị nào khả dĩ dỗi với #? 

(c) Giả sử rằng V có thể coi như một nhiễu loạn nhỏ. Chứng tỏ rằng, trong 
gân đúng bậc không (nghĩa là V2 = 0) hàm sóng của trạng thái với J; = +1 
có dạng /o(r)|œ. ø) trong đó [œ,œ) là trạng thái spin với s„; = s;¿ = +1/2. 
Đâu là phương trình cho œo(7)? 

(d) Tìm chuyển dịch bậc nhất cho năng lượng theo V¿? Giả sử rằng, hàm 
sóng bậc nhất là 


0o()|a. d) + 0i(x)la, œ) + J2(X) (lơ, 2) + |2, 2) + 0a()|4: ở). 


trong đó |.?) là trạng thái với %, = —1/2 và ¿o được định nghĩa như trong 
phần (c). Bằng cách chọn lọc phần của phương trình Schrödinger chứa bậc 
nhất theo v¿ và phân tỉ lệ với |œ. œ), hãy tìm phương trình vi phân mà ¿¡(X) 
phải thỏa mãn. Tách riêng phần phụ thuộc góc của ¿+ (x) và viết phương trình 
vi phân cho phần phụ xuyên tâm. 

(MIT) 
Lời giải: 


(a) Sử dụng hệ đơn vị trong đó h = 1. Trước hết ta xét trường hợp khi 
Vạ = 0. Bồi vì 


1 Ø2 1 
0t vớt 5 : 2 Ciệng 2 
Mộ = Tự pho 8i 0/000) Sơ H0 
ta CÓ 
|Lˆ, p”] =0, 
[L2, Vị + (øp- ơa)Va| = |LP, VỊ| + (øp - đn)|L2, W] 
=0+(Øp-ơn)-0=Ũ, 
SUY ra 


[L?. Ho] = 0. 


Như vậy, L2 là một số lượng tử tốt. Bây giờ ta xét trường hợp spin toàn phần 
S”.Vì 
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ta có 


Hơn thê nữa, 
[S”p”=0, |8”.¡0)|=0. 


Do đó |S?, Hv,_o| = 0 và 82 cũng là một số lượng tử tốt. 
Nêu Ý¡¿ z 0, ta cũng cần xét 


Tà “sẽ. nan Ỉ 


VÌ ơ, +ớn = 2(S, 1 sụ) ~ 28 và 


G0047) (0) 1 man) 
ØZ„:— = goe€ ' = _—: = = |Ơ,-— „ 
ú Là Xế. tới lê: r l8 rự ' Là 


sử dụng công thức 


(z:A)(z-B)=A-B+iz-(AxB). 


công thức trên trở thành 


ta CÓ 
và do đó 
S”H]=0,. |s.H,=0. 


Như vậy, # vẫn còn là một số lượng tử tốt khi W2 # 0. 
{b) Tính chẵn lẻ của đơteron là 


P=f()-P(ø)- Pu, = (®U-(À<U-(SDh =(-UĐ/. 
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Vì tỉnh chăn lẻ là dương,  =chẫn. Khi đó, vì 9 có thể bằng 0 hoặc 1 và 
J = 1, ta có 9 bằng 1 và L bằng 0 hoặc 2. 

(c) Trong nhiễu loạn bậc không W¿ = 0, L, # là các số lượng tử tốt. 

Đôi với trạng thái thắp nhất, L = 0 và do đó 7; = 0. Khi đó đối với trạng 
thái J; —= L; + 5Š; = 1, 5; = 1 và như vậy Š = l1, s;; = _ #uzy = † $- Bỏi vì 
L, = 0, hàm sóng không gian có đôi xứng câu, nghĩa là, o = #o(r). Như vậy, 
hàm sóng của trạng thái J; — 1 là jo(r), và 


Húo(r)|ld, œ) = Ee@o(r)|a, d)- 


Bỏi vì 
Øp - Øn = 48p - S„ = 292 2sp 22 = 282 _— 3, 


và do đó 
ơp-ơn|à.a) = (2§” — 3)|a.d) = (2x 2— 3)|a, a) = la, d), 


ta có 


h? 1 9 ô 
Hus(r)la.a) = K 2 Ør (z z) + mì 


x o(r)|œ, œ + Vạ(r)2o(r)la, œ), 


Do đó, phương trình vi phân mà ủạ phải thỏa mãn là 


5 h (“ T) + Ẳ [E~ M(r)— t2} go =0. 


Với L # 0, hàm sóng của trạng thái có J, = 1 sẽ không còn có dạng như 
trên. 
(đ) Trong gần đúng bậc đầu tiên, ta viết Hamiltonian của hệ như sau 


H=Họ+H, 


trong đó 


và hàm sóng là 
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Bổ chính cho năng lượng được cho bằng 


AE= (@0|H|u). 
Vì 
X in Ó n kjØ tiep È ỗ cosØ  sinớởe 
Ø -— =0Øyr€E]'ỨCOS Ø,„ 5In ữ sìn Zx„COS = Y 
là M ỹ kí sinøc'  —cosØỡ 
c{os0  sin0e 1 
(a|z - “ la) =1 0)}. ⁄ = cos0, 
+ sin 0œ cos Ø 0 
tả CÓ h : 
x x 
(œ, 0| (z; : ¬) 2a ¬) —aØp' ơn|ơ, œ} = cos° Ø — ." 
và do đó 


AE~ (0|H'†ø 


= JaP (eoe"ø~ 3) d% 
lai 7 237m 1 

_ II Wa(r)|to|2r2dr J Ỉ (ce£ø~ 3) sin 0đđdụ 
D 0 0 b) 

=U; 


Chú ý rằng, vì 8 là bảo toàn và L thì không, hàm sóng là sự chồng chập 
của các trạng thái tam tuyến spin (# = 1) 


2Œ) = 9o(r)|a, œ) + 0¡(X)|oœ, ð) + 92(®) (la, 3) 
+10, œ)) + 0a(x)|ở, 0) .- 


và 


Họ = (Hà + H)ð = (E+ EU) +. c)p, 
Như vậy, ở gẵn đúng bậc nhất, sử dụng 
E0 <AE=0 


và 
HoòuolÌa, ở) = Eool|a, ơ), 
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ta thu được 
Ha[#i |a, œ) + 02(a, 2) + lJ,0)) + 23|3, 9] + Hoo|e, œ) 
œ2} + [Ø,œ}) + ö4|Ø, 2)|. 


= Ff[øilaa) + 0a( 
Để tính số hạng nhiễu loạn H/0o|œ, ơ): 


x x 1 
Nhaa|a. œ) = W(r)ao lũ : ^ (zu : ¬) : 
r 7 hộ 
cos Ø cos 8 1 
= VA(r}U : cu SỐ. 
sứ) Ũ c Hỗ : £ nh) 3 |ưo) 
n 


Vì 


cös 8 l Ñ) 
- _| = cosỡ + sin 0e 
sìn Øec'*# 0 1 


=a6xcosØ + Jjsìin 0e, 
1 ễ 2- 
Hớa|œ. dư) = V3(r}tÐa leo 0— 3) lơ, a) + Vã(r)#o sin” 0c'2ý |3, .3).. 


Bằng cách xét những số hạng trong phương trình trên, tỉ lệ với |œ. œ}, ta 
có thể thu được phương trình cho hàm sóng ø¡ (x) 


2 Ï r2 
: Ệ cần x) : } se + W(njði 


9w \r?ôr \_ 0rj— hàr? 
Tử Âu Số LẬY 2 1 g 
+ W2(r}đða + Va(r)2o(r) | cos”  — ch BI Đội, 


Bằng cách viết ;j¡ (x) = Fi(r)®;(Ø, 2), ta thu được từ hệ thức trên 
|| ÌL /16m 


®\(9,) = cos” Ø — TT —E— Yio(8, ) 


và như vậy 2®; = 2(2 + 1)h?®,. Phương trình cho #†¡ là 
L ẻởd ạ đRì 2Ú: l9 0s g2: 6 
„2 n: ( T) + m E -W(r)T— Vạ(r) — 3 tì 
2 


= Ta M()@o(r). 
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Ö đây, cần nhận xét rằng, mặc dù hệ số chuẩn hóa của ®¡ có ảnh hưởng 
đến hệ số chuẩn hóa của /?,, nhưng tích của chúng vẫn như cũ. Cũng cần nói 
thêm rằng ÿ;(x) tương ứng với L — 2, ⁄; = 0. Bằng cách xét số hạng trong 
Hfdalœa) tỉ lệ với |:3. 3), ta sẽ thây răng ¿(x) tương ứng với L = 2, L„ = 2. 
Khi đó, từ J; = 1, ta sẽ thấy rằng ¿;(x) tương ứng với £ = 2, F; = 1 (chú ý 
rằng /J, vẫn bảo toàn nêu 1⁄4 # 0). Nói một cách khác, việc tồn tại của ⁄4 đòi 
hỏi trạng thái cơ bản của đơteron phải là tổ hợp của các trạng thái  = 0 và 
L =2, sao cho J = 1, % = 1, J; = I và tính chẵn lẻ = dương. 


5062 


Xét những trạng thái liên kết của một hệ được tạo nên từ hai hạt không 
động nhật, phi tương đôi tính, spin 1/2 và tương tác thông qua trường thê có 
đôi HN 2 Xung tâm không phụ thuộc vào spin. Ta đặc biệt chú y ý các mức 37 
và ìq (ÖĐ: :là tam tuyên spin, L = 1. / = 2;!P;: là đơn tuyên spin, ÿ = I, 

= 1). Một số hạng lực dạng tenxơ 7ƒ“ = A!3z(1) -fø(2) -† - ơ(1)- ø(2)| 
HỆ. thêm vào Hamiitonian như một nhiễu loạn, trong đó A là một hằng số, 
côn f là vectơ đơn vị dọc theo đường nỗi hai hạt, (1) và Z(2) là các toán tử 
spin Pauli cho hạt 1 và 2, 

(a) Sử dụng tính chất /7' giao hoán với tât cả các thành phần của mômen 
xung lượng toàn phần, hãy chứng tỏ rằng, năng lượng nhiều loạn độc lập với 
¡¡ là giá trị riêng của .7;, 

(b) Năng lượng thường được tính một cách để đàng cho trạng thái tam 
tuyên khi giá trị riêng của J, có giá trị cực đại ø› = j = 2. Hãy tìm năng lượng 
nhiễu loạn A (37). 

(c) Hãy tìm AE! DỊ). 

(Primceton) 
Lời giải: 
(a) Ta sẽ dùng hệ đơn vị trong đó h = 1. Vì S = ÿ |ø(1) + (2)], Hamilto- 
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nian nhiễu loạn “ cỏ thể viết thành 
H'= ` [(28 - £)? ~ (ø(1) - £)? — (ø(2) - £)”] 


l 
= [4S” - z(1)? — z(2)7] } 
= Al6(8 - £#)? — 28)|. 
trong đó ta đã sử dụng hệ thức 


(ơ-#)? = (øz + Øuy + Ø;)(Øxy + Øy + Ø;) 
=ơ+øy+ø 2= 03, 


thu được nhờ 
0.0; + ơ;ới = 2ỗi, . 


Để chứng minh rằng H' giao hoán với tt cả các thành phần của mômen 
xung lượng toàn phản .], ta sẽ chứng tỏ rằng, chẳng hạn [J,, HH} = 0. Vì 
¡5;.S?] = 0. [L,,.S?] = 0, ta có [J;. S”] = 0. Đông thời, vì [%„. Su] = ¿hŠ;, V.V., 
L, =—ih đ› ta có 

(2z.S-#] ={S;,5 -f] + |Lz,S - r| 

= | 5z. sìn Ø cos 25x + sẵn Ø sín 5y + cos Ø5;] 
+ lu sỉn Ø cos 5z + sỉn Ú sin 5y + cos Ø59;] 

= 2h si Ø cos 25y ~ 2bsin Øsỉn @S„ 

¬"..—- . : 
—1B P® (sin Ø eos 5> + sin ổ sin 5y + cos 9z) 
đụ 
~0, 
và do đỏ 


|J;.(S - “| = (8 -?){J;. S:f| +[J„.S-£](S-£) =0. 


Kết hợp các kết quả trên, ta có |dz. H1] = 9. 
Tương tự, ta có thể chứng tỏ rằng 


[Jxy1f†=[t,H1< 8: 
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Điều đó kéo theo J, = J; + ¡J„ cũng giao hoán với !ƒ”. J, có tính chất 
Jy|J HỆ =alm +1). 
trong đó ø là một hằng số. Giả sử có hai trạng thái không nhiễu loạn 
mm) và | ma} trong đó mạ = mg +T, 


mà chúng là suy biến và năng lượng của chúng trong gần đúng bậc nhất của 
nhiêu loạn tưởng ứng là Ƒ) và k+. Khi đó 


(J.ma||J+, Hạ + HT im) 
= Úma|d¿ (Họ + HD) — Qmạ|(Họ + H32 lJ, mà) 
= (Eì = [2 SIN ma |J+ |2, mà) 
= a(E\ — E;) = 0 
vì 
(Họ + H9). nu) = EìilJma), 
(Hụ † H)J,|7.nn) = (TH + Ha | mạ) 
= lu|J ma) = EaJy | mIỆ, 
Bởi vì yêu tô ma trận œ # 0, nên Ƒ¡ = F¿, nghĩa là, năng lượng nhiễu loạn 
là độc lập với ;n. 
(b) Năng lượng nhiễu loạn là 


AEQỀĐ) = (=2, m = 3|H'|J = 2,1m = 2). 


Bỏi vì 


S=l,ms =1). 


j=24= 2) = |Ù= 1.0m = 1) 


AFEcCm) = J daYyit0.24s = 1,0m, = 1|W']S = 1.1m = 1)Yn (9, 2) 
ả .. 2 2 h 
=—À | sinˆ0(3cosˆ Ø — 1)2z sìn 89 
ổn 
3 - 2 
=-=À sin”(3 cos“ Ø — 1) dø 
4 ao 


2 
=— CÀ, 
ở 
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(c) Đối với trạng thái !J1\, vì 3 = U. iu, = 0 và như vậy H/ = 0, ta có 
A£,@#m) =1. 
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Một nguyên tử hydro lúc đầu Ỏ trạng thái cd bản, đó là trạng thái # 
của câu trúc siêu tỉnh tế. (#' là tổng của spin proton 7, spin electron ¬ Và 
mômen quỹ đạo U). Trạng thái #' = 0 được tách từ trạng thái Ƒ' = 1 với hiệu 
năng lượng ^:, 

Một từ trường yêu phụ thuộc thời gian được đưa vào. Nó được hướng đọc 
theo trục z và có dạng Ö; -: 0.0 <0. Ø8; = Baexp(—+!). 0 >0. Ở đây Tụ và ^ 
là các hằng số. 


(a) Hãy tính xác suất để trong một tương lai xa khi trường bị tắt, nguyên 
tử sẽ năm ở trạng thải ` - 1 của cầu trúc siêu tính tế, 

(b) Giải thích tại sao, trong lời giải của bài toán, bạn có thể bỏ qua tương 
tác của proton với từ trường. 

(Primceton) 

Lời giải: 

(a) Khi xét câu trúc siêu tỉnh tê của nguyên tử hydro, ta viêt Hamiltonian 
của hệ là 

H =H) \ f(r)Øp j. 


trong đó /7¿ là Hamiltonian được sử dụng để xét câu trúc tỉnh tế của nguyễn 
tử hydro, /(r)ø, - z„ là bổ chính năng lượng sinh ra đo câu trúc siêu tỉnh tế, 
ơ, và ơ„ là ma trận spin Pauli tương ứng cho proton và electron. 


Khi nguyên tử ở trạng thái cø bản tuyệt đối với ¡ = 0. j = x= , những 
trang thái câu trúc siêu tỉnh tế lần lượt với #` - 0 và #` = 1 sẽ lần lượt tương 
ứng với trạng thái có spìn của proton và electron song song và đối song. 

Hàm sóng ban đầu của hệ là 


{r.E) = ToYoo(U. 2JÐúao. 


Gọi a..‡ biểu điễn các spinor (¡). (1), ta có hàm sóng spin 


Đạp = (-ap.+ M a,23,) _ 


SI|” 
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mà chính nó làm cho ø trỏ nên phản đổi xứng. Khi ¿ > 0, một từ trường yêu 
B, = Bọc: ”' tác động lên hệ và Hamiltonian trỏ thành 


hcB, „ 


HÑH=Hụ+ ƒ)Øp' đe + C——ổa¿, 
20c 


nêu ta bỏ qua tương tác giữa từ trường và proton. 

Giả sử hàm sóng của hệ ở thời điểm ¿ > 0 là 

0Œ.£.Đ = To(r)Yoo[Ch(f)Ooo + Ca(}Đii + Cz()Ðio + C¿(0)©h, cịị. 
trong đó 


©h; = ŒpŒe ` 


Đi -ì = đuỐc 
Ì % 
Đio= v3 (dp-$; -+t œ¿2p). 


Khi đó, xác suất để hệ ở trạng thái câu trúc siêu tỉnh tế Ƒ = L1 vào thời 
điểm ! là 
A@) =1— |Œ(ĐIP: 
và điều kiện ban đầu là 


C¡(0) = 1. C¿(0) = Ca(0) = Œ4(0) =0. 


Bởi vì 
gyu =, 0;Ö=œ, 
đyu =1Ö,_ du = —idœ, 
Øyœu—=œd ø;¿3= —Ö, 
ta có 


1 
Ø; - đcĐọo =(ØpzØạx + ØpyØay *† 2pz2e:)E (Tœ,3; + œa¿p) 


= - đĐạo, 


và tương tự 


p- d.Địm = Địm. 
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Cuôi cùng, từ phương trình Schrõdinger ¡hệ  = Hụ ta thu được 


dt di dí 
= RieU)Y0ø{|Elio — 3/(4o)]Ci ()Ðoo 
+ [Eho + ƒ(ao)][C2(Œ)OAi + Cz()Oac Ð C4(Ô¡, l]} 
+ TtoŒ)Yooo B¿|Ca(f)Đoo + Ca()©nn 
+ €i(Đo — ¡(0Ö -ì |. 


. „ C) ÂN 4Œ. 1C 
ihRiuirlMo (“TP Gái G1 — 9n! t6) 


Bằng cách so sánh hệ số của ©ạo và của ©:s ở hai về của phương trình, ta 
có 


kinh = [Eiu ~ 3ƒ(e)] C() + Ca( mo Bạc ^U, 


th - Ca() = LEio + /(a6)] Ca) + CI() nà Bọc 


Vì năng lượng ƒ(ao) của câu c siêu tỉnh tế là nhỏ hơn nhiều so với Ea, 
là năng lượng của cấu trúc tính tế, nên nó có thể bỏ qua khi tính C) (2). Khi đó 
phương trình trên đầy trỏ thành 


€ì() ciẾP ¬x li ae Ôn RA, \ VỂ Anế QOẾI TH, 
2 
Khit -› 
: B 
|Œi(Ó |” -+ cos” (5 ,) : 
^h 
Do đó 


A()ù—~x = L— cos? Ioo =sin IoÐọ 


và nó là xác suất để nguyên tử hydro nằm ở trạng thái ` = 1. 
(b) Tương tác giữa mômen từ của proton và từ trường có thể bỏ qua bởi vì 
mômen từ của proton chỉ bằng 1/1840 mômen từ của electron. 
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Một hạt phi tương đối tính không có spin trong trường xuyên tâm được 
chuẩn bị trong trạng thải s, mà trạng thải này cùng với các trạng thái p (mạ = 
0, +1) làm thành những trạng thái của một mức năng lượng suy biên. Tại thời 
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điểm ¡ = 0 người ta đặt một điện trường E = #¿sinu22. Bỏ qua khả năng 
chuyển dời đên những trạng thái mới, khác với những trạng thái đã nói ở trên, 
nhưng không đưa thêm những giả thiết gần đúng nào khác, hãy tìm xác suất 
chiếm đối với mỗi trong sô bốn trạng thái ở thời điểm ¿, theo các yêu tô khác 
không của ma trận 2. 

(Wbconstn) 


Lời giải: 
Chọn bốn trạng thái đã cho là các vectơ trạng thái và mức năng lượng 
chính là năng lượng suy biên Ƒ = 0. Hamilronian của hệ là 


N=Hạ+H' H' =_—gPE -r = -gEazsinut. 


The ^ 3 ” Trị À ˆ , * ¬ 
Để tìm ma trận của năng lượng nhiều loạn, cần nhận xét răng, chỉ có các 
yêu tô (! + 1,rm|z|f, mụ) là khác không. Như vậy, ta có 


00) 10) 1.1) |1Ù 


(00 0 1 00 
Tin n : : : ; | (C9Fo(00|z10)sins), 
đI| J"... 


Giả sử hàm sóng là ở = (zì, 3+2, +3, +4), và ban đầu (t = 0) = (1,0.,0.0), 
trong đó +¡,+;,zạ.+; là bổn vectơ trạng thái. Phương trình Schrödinger 
¡ñ ẩ# = Hủ có thể viễt là 


- đ (ai - Ö 1 #1 

Thìn () = —Às8InưỶ { 3) ) : (1) 
d Í3#4 

?h— = 2 

' đt () Đi ( ) 


trong đó À = øE;o(00|z|10) là một số thực. 
Phương trình (2) và điều kiện ban đâu cho 
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mà điều đó nghĩa là xác suất để hệ chiếm trạng thái ;; = +1 của mức p là 
bằng không. Dể giải phương trình (1), trước hết ta chéo hóa ma trận và giải 
phương trình trường ki 


và nó cho nghiệm A = +1. Do đó, hai thành phẩn đầu của ¿ được biên đổi 


thành 
_¬. ] +i+tư¿\ (4a 
vi 3 Jị — 12 - b l 


Khí đó, phương trình (1) trỏ thành 


đ u ] 0 t 
;h — = —Àsinưf : 
dÄŒ. Vb 0 —I b 


với điều kiện ban đầu 
ñ Kế b) 
NJ: v2 (1 


Giải phương trình ta tìm được 


ñ 1 cp (no 0 — knseD} 


v2 mnÍ- (1 —easa0} 


Quay về các vecto trạng thái ban đầu, 


le dị) — 1 u +b 
lào 2 — v2 ũ — Ù 
€os cú — se) 
š +§in lờa cos..D)| 


Như vậy, xác suất chiếm chế đối với mỗi một trong số bốn trạng thái ở thời 
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điểm : là 


Ea(00|z|10 
fz() = lì | = cos? Ễ - ) 
gEa(00|z|10) 

LJN 


(1— cosư#) 


Ttm,=uj() = |xal? =sin" (1— coso0) 


Jbtm_+u) =0. 


trong đó (00|z|10) sẽ được tính bằng cách sử dụng hàm sóng #„¡Y1„(0. ¿) cho 
một hạt trong trường xuyên tâm và nó là một sô thực. 
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lon của một nguyên tử nào đó có Ƒ, = 1 và 9 = 0 khi nó tự do trong không 
gian. lon được cây trong một chất rắn tinh thể (tại z =  = z = 0) và thấy nó 
được bao quanh bởi 4 hạt tích điện, như được vẽ trong Hình 5.19. Bằng cách 
áp dụng định lý Wigner - Eckart có thể chứng tỏ rằng (đừng có làm), nhiễu 
loạn hiệu dụng đối với Hamiltonian gây nên bởi điện tích bao quanh có thể 
việt dưới dạng 

H= (Hà — Tỷ). 

trong đó L„ và "„ là thành phần + và của mômen góc quỹ đạo, và œ là một 
hằng số. Thêm vào nữa, một từ trường được đặt đọc theo trục z và gây thêm 
một nhiễu loạn H; = - L„, trong đó L„ là thành phần z của toán tử mômen 
quỹ đạo và 3 là một hằng số. 


Hình 5.19 


(a) Hãy điễn tả Hamiltonian nhiễu loạn W! = H¡ + Hạ theo L„ và L_, các 
toán tử nâng, hạ của mômen quỹ đạo. 


28- BT...CHLƯỢMGTỪ 
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(b) Hãy tìm ma trận của Hamiitonían nhiễu loạn trong hệ cơ sở, gồm ba 
trạng thái {1,0).1,1) và |1, —1). 
(c) Hãy tìm các mức năng lượng của íon như là một hàm của B. Vẽ cẩn 
thân kết quả bạn vừa thu được. 
(d) Khi B = 0, hàm riêng mô tả ion là những hàm nào? 
(MIT ) 


Lời giải: 
(a) Từ định nghĩa L¡ = E; + ¡Ùÿ, suy ra 


[L„,E_] = —%i[L;, Lụ] = 2hL,, 


1 1 
Lễ — Tỳ = 2 (+ + L.}Ẻ+2(Lx ~ E~)?®= 2 t3 + 1È). 


Như vậy, Hamiltonian nhiễu loạn là 


3B 
2 2 
H'.= m t2 -18)+——Lz 


3B 
= (h2 ÝE ƒ VÍ: 


2 


_ 
(b) Sử dụng công thức 


L+|L, My) = hVE(ŒE +1) ~ Mu(Mpy+1)|L Mu + 1), 
ta tìm được những yêu tô khác không sau đây 


121.1) = v25E-_|L.0 
= 2ñ2|1,—1), 
L?|1,—1) = 2l2|L, 1), 
L„L_|1.1) =22|L1), 
L,L_{1,09 = 2"2I.0), 
L_E,[1.0) =2#2|1,0), 
L_r¿[1,—1) = 2!2|L —1) 
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và như vậy ma trận ((/“, A7; |H'|L, ÄMf¿„)) sẽ là 


ID 10 J1—1) 


q1 3B 0 œ 
H= 0| 0 0 0 
đ,—]1| ở 0 8B 


(c) Năng lượng nhiễu loạn # được xác định bằng phương trình ma trận 


gB-—F_ 0 ứ 
0 —=E Ù bÌ} =0. 
ơœ D0 -8HB_—E C 


mà phương trình trưởng kì của nó là 


3.B-E 0 œ 
0 —E Ũ =0 
œ 0 -3B-—E 


sẽ cho bổ chính 


Ea =V(3B)? + œ2. 
Các mức năng lượng nhiễu loạn được mô tả trong Hình 5.20 như là hàm đôi 
với Ö, trong đó, đường đứt nét là đường tiệm cận. 
(d) Nêu  = 0, các mức năng lượng là 
Eì\ = _-ơœ, Hạ =0, Ea =oœ, 

và các trạng thái riêng tương ứng được cho là 

a=—c#0.b=0; 

œ=c=U,b#0; 

a=cz#0,b=0. 
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Hinh 5.20 


Như Vậy, trạng thái riêng năng lượng tương ứng là 


q) “ (2) 


“2 (®) 


Diễn tả theo các vectở trạng thái |1, 1). |1,0).}1. —1), hàm sóng sẽ là 


m.. KIẾP 

“`... 

|É» = 0) = |1.0). 

lÉy = a) = ca II) + SE Jf:=D. 
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_Phần phụ thuộc vào spin của Hamihonian hiệu dụng đối với positroni 
(trạng thái liên kết của clectron và positron) trong từ trường Ø# được việt là 


Hạn = Aø, -Øp † tIOB]3(đa; — Øụ;). 
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trong đó Z„ và ơp là các ma trận spin Panli cho electron và positron, còn /¿„ 
là magneron Bohr. 


(a) Khi từ trường bằng không, trạng thái đơn tuyến nằm thấp hơn 8 x 
10~* eV so với trang thái tam tuyên. Giá trị của 4 là bao nhiêu? 
(b) Minh họa bằng cách vẽ đồ thị mô tả sự phụ thuộc của năng lượng mỗi 


một trong bốn trạng thái spin vào từ trường Ö, bao gồm cả hai trường hợp 
trường mạnh và yêu. 


(c) Nếu nguyên tử positroni nằm trong trạng thái năng lượng thấp nhất 
của nó trong một từ trường mạnh và từ trường bị ngắt một cách tức thời, thì 
Ỏ xác suât tìm thây nguyên tử ở trạng thái đơn tuyên là bao nhiêu? 

(d) Kết quả của câu (c) sẽ thay đổi thê nào nếu trường được ngắt một cách 
tỪ từ. 

(Wlaconsin) 
Lời giải: 
(a) Khi 8 = 0, Hamiltonian hiệu dụng có giá trị trưng bình 
(in) = AŒ m2 |đe - ơg|F me), 


trong đó E' = s¿ + sự. 
Bởi vì 


(E2 — s — s2), 


Ớđc -Ơơu = = 


h2 
E= (Hạn) = 2A[F(F + 1) — Se(%e + 1) ~ 5a(%p + 1)] , ỗpre , Ôm_mp š 


Đối với trạng thái tam tuyến, Pˆ=1,nên 


ý #-:1 3 
đu ae J2Š cv con hệ =A. 
Er—a 2A{ ch ng ) 4 


Đối với trạng thái đơn tuyến, F =0,nên ##„p = —3A. 

Do đó, E¿_¡ ~ #+_o = 4A4 =8 x 107“eV, sẽ cho A = 2 x 10ˆ1eV, 

() Trước hết ta biễn đổi từ biểu diễn gồm các vectơ của trạng thái liên kết 
sang các vectd của trạng thái không liên kết 


1 1 1 1 
|F' = 1, my = 1) = |sy = 5 Hục E 2x ếp = 2¬ Tạp = gỒ: 
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1 1 
Sgiế nụ) HỀNG Gò ác S8 


2 


1 
J£ =1, my = 0) =— { 


1 
Tạp =—5 + 


1 
|[Ƒ =1,rn¿ = -l) = ¬"_.....ẽ. an. 
1 1 1 1 
lÈ'= 0, mự = 0) = {| = š Pa =2 Sp= 5 
1 lì 1 1 1 
tạp =Tn = đe = 2y Tạo HT ðp na Tạp T0 Ẫ 


Khi đó, vì up B(ơa; ~ ơp;) = ?EE# (s.„ — sạ;) và 
(5zz — #pz)|F` = 0, my = 0) = g (se — suz} (: h s: -§) 
)"j....- ;)) 
2'.319'12 
=5| Đi )Ì§ ba -g) 
P) 2 212'2' 


(saz — #;z)|F'. = 1, mp = 0) =h|F = 0m = 0), 


(s«z — spz)|#! = L, mp = 1} = (sez — sp;)|FL =1,mp = —1) =0, 


và sử dụng kết quả của câu (2), ta có theo thứ tự |1,1}, [I,—1), JI,0), 
|0.0), 


A0 0 0 
li ôn 0 4A 0 0 
0 0 A 2unB 
0 0 2upB -3A 
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Phương trình trường kì 


A-E 0 0 0 
JX"x.... 0 
0 0 A-E 2ugB |_ 
0 0 2, sB ~3A-E 


khi đó sẽ cho giá trị riêng của năng lượng spin 
Fìạ =Eạ=A, 
Eà =— A+24/ A2 + g3 B2, 
=T— AT 2V/A? + nậB?. 


Sự biến thiên của Z# theo B được diễn tả trên Hình 5.21. Nếu từ trường 
B là yếu, ta có rhể coi số hạng #nB(0ạy — ơạ¿) là nhiễu loạn. Bổ chính năng 
lượng là bằng không trong nhiễu loạn bậc nhất và nó tỉ lệ với B2 trong gần 
đúng bậc hai. Khi từ trường Đ là rất mạnh, bổ chính năng lượng sẽ ruyễn tính 
đôi với B. 


Hình 5.21 


(c) Khi positroni được đặt vào một từ trường mạnh (¿p >> 4), trạng thái 
năng lượng thấp nhất, nghĩa là, trạng thái riêng mà năng lượng xấp xỉ bằng 
—A— 2upÐ, sẽ là 


1 1 1 
T;e = —7, TILsp = 3) = v§ {[1,0) — |0.0)}, 
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trong đó, ta đã xét Aø. - øp như sô hạng nhiều loạn. Nêu từ trường bị ngắt 
đột ngột, xác suất để nguyên tử nằm ở trạng thải |#` = 0, my = 0) là 


3 


É" 5s Ấ 1 1 1 
P—l(00l— ——.~ = |—- (0.0I1.0) -—=(0.0|0.0): =->. 
(0, l5: 2'2 ) 0 01.0) „` 010.0) P 

(d) Nêu từ trường được ngắt một cách từ từ, sẽ không xuất hiện sự chuyển 


đời và nguyên tử vẫn nằm ở trạng thải 
E=-ÁẢ. 


l§, _ Án), và năng lượng của hệ là 


5067 


š : ^ ` A ` Ạ k: ` Ậ È 
Positroni được tạo nên từ một electron và một positron liên kết bằng lực 
hút Coulomb. 


(a) Bán kính trạng thái cơ bản bằng bao nhiêu? Năng lượng liên kết của 
trạng thái cơ bản bằng bao nhiêu? 

(b) Các trạng thái tam tuyến và đơn tuyến bị tách nhờ tương tác spin - spin 
sao cho trạng thái đơn tuyên nằm cõ 10” bên dưới trạng thái tam tuyên. Hãy 
giải thích các động thái của positroni trong một từ trường. Hãy vẽ sơ đỗ các 
mức năng lượng để minh họa cho sự phụ thuộc vào từ trường. 

(Berkelay) 
Lời giải: 

(a) Bán kinh và năng lượng liên kết của trạng thái cơ bản của nguyên tử 

hydro là 


dọ = h?/ne? z0,53Ä, 
E\ = ue1/2B° x 13,6 eV, 


trong đó ¿ = m„rn,/(mạ¿ + mạ), thê Coulomb V(r) = —e?/|r; - rạ| đã được 
sử dụng. 


Kết quả này có thể áp dụng cho bắt kì nguyên tử tựa hydro nào với điện 
tích hạt nhân Ze bằng cách thay thê 


Vự) — V'{r) = =Ze°/lri — ra|, 


 — HỶ = 1ì mạ (mì + mạ), 
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mì. mạ là khôi lượng của hạt nhân và của electron quay quanh. Với positroni, 
8 = $, 2 = 1, và do đó 


dạ =h3/mte? = dau = 2úg 1Ã, 
1 
E1 =M'c1/2Rˆ = tt E\/u = sẼn ~ 6.8 cV. 
(b) Chọn |0,0, 9. 9,) là trạng thái riêng và lẫy Hamiltonian nhiễu loạn là 
5i 
H = Ás, - sụ + so. (Ssz — Spz). 
HùC 


trong đó A = 102V, Sử dụng kết quả của Bài tập 5066 ta có ma trận năng 
lượng nhiễu loạn 


Ah2/4 0 0 0 (1,1) 
0 Ah?/4 Ũ 0 (1,—1) 
PS Ẵcñl 
Han =| 0 0 A484 -h  |(0 + 
tìiC 
0 0 -HẾP .`An?] (0,0) 
rc 4 


từ đó ta tìm được năng lượng nhiễu loạn 


Fì = Bạ = Ah2/A, 


Ah2 2 2 
Eà =—AR2/4 + () H2 () 
3 _NƯớC 


2 2 h 2 
` / (#) :#(2) 
2 Ih€ 


Sự phụ thuộc của mức năng lượng vào Ö được vẽ trong Hình 5.22. 

Kết quả chỉ ra rằng, mức năng lượng của cấu trúc siêu tỉnh tế là sự tách 
mức thêm khi có mặt một từ trường yếu, nhưng ngược lại, câu trúc siêu tỉnh 
tế sẽ mắt đi khí có mặt của từ trường mạnh. Những tình huỗng tới hạn đó đã 
được bàn đến trong Bài tập 5059. 
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Hình 5.22 


5068 

Hãy ước lượng độ từ thẩm của nguyên tử He ở trạng thái cơ bản. Nó là 

chât thuận từ hay nghịch từ? 
(Chicago) 

Lồi giải: 

Giả sử nguyên tử He được đặt trong từ trường ngoài đều H = He; (H là 
một hằng số). Thế vectơ A, được định nghĩa bằng H = V x A, và có thể lẫy 
là A = 3 H(—ywê; + xêy). Khi đỏ, Hamiltonian của hệ là 


trong đó z và e tương ứng là khói lượng và điện tích của electron. 
ˆ ` Ƒ z à ˆ z 22 £° Tg Z + Ai 
Độ từ thẩm được tính bằng công thức x = 4z Ÿ£ |u_o. Đôi với nguyên 
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tử hêli ở trạng thái cơ bản, 


2 3 
ˆ 1 2€ Ẹ C^ co 
=Š` Ẳ—Í[PỆ--A.P:--P;.A+— 
R » (: 2Á PS +ÐDA ) 


ở*N Ty vi : c1 
¬m =3 '+w)= (+” + Ø?). 


9Hˆ — 4mc — 2m2 
và do đó 
4E 
 ..- 
“0N? H--0 
lẻ 2 _ 
=— 4m HH (Iïe trạng thái cơ bản |H| He trạng thái cơ bản) 
3 
=— 4z XS) (He trạng thái cơ bản |+? + ø”|He trạng thái cơ bản) 
tac 
2 — — 
=— 4m — — (12 + gỀ). 
T 2mc2 M°3.) 


Vì z2 + y2 + z2 = z2, ra có thể lẫy 
=_....ẽ 
2=? 2 ! Heg.x. + 
trong đó ;7„„.. là khoảng cách bình phương trung bình của mỗi electron từ 
hạt nhân He ỏ trạng thái cơ bản, và nó cho 


22 
41m € TH¿k¿ 
x®&⁄-— =..`. 
có 3n 


trong hệ đơn vị Gauss. Chú ý rằng v < D, cho nên, nguyên tử hêlí ở trạng thái 
cơ bản là nghịch từ. 
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Một nguyên tử không có mômen từ vĩnh cửu được gọi là nghịch từ. Trong 
bài tập này, mục tiều là tính mômen từ cảm ứng của nguyên tử hydro trong 
một từ trường yêu B khi bỏ qua spin của electron và của proton. 


(a) Hãy viết Hamiltonian phi tương dỗi tính cho một hạt có khối lượng z: 
và điện tích ¿ bằng cách dùng kết bợp cả thê vecrơ và thê vô hướng của trường 
điện từ. 
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(b) Biết rằng, thể vectø A đổi với một từ trường đều là A = —srxB,hãy 
việt phương trình Schrödinger cho trạng thái đừng của nguyên tử hydro. Giả 
sử hạt nhân là vô cùng nặng và do đó chuyển động của khỗi tâm có thể bỏ 
qua. 

(c) Coí số hạng đo từ trường sinh ra như một nhiễu loạn, hãy tính sự 
chuyển dích của năng lượng trạng thái cơ bản đo sự có mặt của từ trường sinh 
ra. 

(d) Hãy tính mômen nghịch từ cảm ứng đối với mỗi nguyên tử. 

(MIT) 
Lồi giải: 
(a) Một hạt có khôi lượng »¡ và điện tích ¿ trong điện từ trường có thể 
(ø, Á) và có Hamiltonian là 
1 ( 2 
H=z—(p- SA) +ựõ. 
2m € 

(b) Nêu chuyển động của proton có thể bỏ qua, phương trình Schrödinger 
cho nguyên tử hydro trong từ trường đều B là 

u2 


—(plýBxr) — “| eír) = Eớ(r) 
—Bxr] —- —| (r)= Ƒ¿í(r). 
21% p 2c r" Tn HẦn 


trong đó g = —e đổi với một electron, hay 


2 


Ị 2 €c LÀ c2 : £ 
Em l› + S2 1 XE tao EU XE TP bong (PK Ấ) | -_S} ¿(r) 


= EU(r). 
Vì 
p-Bxr-Bxr-p=_-:V-(Bxr) 
=—:h(VxB)-r+¿;hB-Vxr=Ô 
do B là đều và V x r = 0, ta có 
p:Bxr=Bxr-p=B-rxp=B-L. 


Chọn chiều của từ trường đều B là trục z, ta có B = Bê,,B-L = 8L, = 
¡hB ‡ và 
Ỷẻ 


(Bxr)*=(-Bụê; + B‹êy)? = ˆ*(r tụ?) = B?r?sin20 
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trong hệ tọa độ câu. 
Phương trình Schrödinger có thể viết thành 
( h2 œ cẪÌÀ ¡icBh 0 (2Ð? 


PIN 082 
. s r2sin? 0 Ì r8. 
210i, r Đuyc 2 Ñmuc2 Nàng ) là no, 


= tu(r.9.2) 
trong tọa độ cầu. 
(c) Coi : 
cB c?02 


l2: 0 vụ2 
——Ù; s/“sin 0 
2Hzc ÑiHmạe 


H'= 


là một nhiễu loạn. Sự chuyển dịch năng lượng trong trạng thái cơ bản là 
AF= (1001H'I100) 


VỚI 


VI ÓM 


trong đó a = Sợ: Như vậy 


: lở J+f TWS sứ 3ÿ: 
AE=  z ƒ sin/48 [ rˆdr— Œ) k4 r2 sin2 | bã 5 
0 0 T7 \ú Ñhẹc 


1 % 9 8? a?c27? 
= .4 — 27/0 1à. . — 
LÊ t” E) „“ 


‡P 
“.. RUN: 4MyC 


Chú ý rằng đối vỏi trạng thái cơ bản, ¡ = 0, mụ = 0, và số hạng đầu tiên 
của ;⁄' không cho đóng góp gì vào AE. 

(d) Độ dịch chuyển năng lượng trên đây bằng năng lượng của một lưỡng 
Cực từ trong từ trường B, 


AE=_-mwm-B. 
nêu mômen lưỡng cực là 
232 
cú 
J. 
Ƒ 4mc2 


Đại lượng này có thể coi như lưỡng cực từ cảm ứng bởi trường. Nguyễn tử là 
nghịch từ cho nên #¿ là ngược chiều với B. 
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Sự phân cực từ của một nguyên tử được định nghĩa bằng œ„; = — 
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ng ly -ọ, trong đó Ƒ(H) là năng lượng của nguyên tử trong từ trường 


ngoài không đổi. 

(a) Hãy ước lượng độ phân cực của trạng thái  = 0, tức là trạng thái cơ 
bản siêu tính tế 1x của nguyên tử hydro. 

(b) Hãy ước lượng độ phân cực từ của trạng thái cø bản 1s? của nguyên tử 
hê]i. 

(CUSPEA) 

Lời giải: 

(a) Nếu từ trường H là rất yêu, Hamiltonian nhiễu loạn là H“ = —„- H. 


Lấy chiều của H làm trục z và coi spin của eleetron và proton tương ứng 
là $ và Ï ta có 


Hé H=h '(wpsSy t gpuạ1,)H 


1 : ] h 
BÍ? Ễ (gan † 9uHạ) (5z + 1;¿) ! 5 (gen — Ơp/p) (%;— !)| H. 


Bậc nhất nhiễu loạn sẽ không cho đóng góp gì vào + (xem Bài tập 5066) 
vì (F = 0,me = 09; + I,|F'. = 0,n¿ = 0) = 0. Khí đó, ta xét bổ chính năng 
lượng ở bậc hai nhiễu loạn đổi với trạng thái cơ bản £ = 0, 1» 

1 
s( £ =1|~ ¿- HỊ£ = 0)|ˆ 
.) Hì= l{ : 
km 2¬ FE=o — Ep-i 


mà l1 


trong đó ø›¡ là số lượng tử của hình chiếu lên trục z của F. 


1 
E@(Hì= N) J =1 mị— g- HỊF =0.0)2/(E£-a — Eri) 


Tn——Ì 


1 
s : Ị B : 
SN nh di s4) mÌT (geMp — gpMp) (S; — T2)|F' = 0.0)|2 


Tn:~- \ 


/Erm-aT— P.l) 


bởi vì (9; + 7;)|00) = 0. Khi đó, vì (3; — 7;)|0.0) = |1.0), các yêu tô ma trận 
hầu như bằng không trừ khi  = 0. Như vậy 


: L : 
E? (H) = |(E = 1m = 0| (welsp — gpHp) (82 — 1,) 
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IF =.0.02H2h~2/(Ek-o — Ee=n): 


VÌ y < mu, ợø = l, và vạch quang phổ Ƒ = 1 —› Ƒ = 0 sẽ có tần số 
bằng 140 MHz, tương ứng với _~\ — E-g = 0,58 x 108 eV, 


2 
a(H)=——B___— — = (5.8 x 1079 eV/Gs)2/(2 x 5,8 x 107 eV) 
2(Er_tT— Ek-o) 


=2.9 x 1071! eV/Gs?. 


(b) Xét nguyên tử hêli trong một từ trường đều H. Thể vectơ A = ;Hxr 
và nó đóng góp c?4?/2znc2 đối với mỗi electron vào Hamiltonian nhiễu loạn 
và điểu đó sẽ làm nảy sinh sự phân cực từ ø(H) (Bài tập 5068). Nếu nguyên 
tử hêli ở trạng thái 1»2, khi đó L = S = J = 0. Chọn phương của H làm trục 
z, ta CÓ 

c1A2 e2H? 
8m2 — 4mc2 


H'=29 (z2? +”). 


thừa số 2 được thêm vào để tính đến việc có hai electron trong nguyên tử hêHi. 
Bổ chính năng lượng như vậy là 

2 

3 


SE 


cánh 5 5 c2H? 
sẽ 


r 
To Ù 


" WMjiE 


trong đó ro là bán kính căn quân phương của nguyên tử hêÌi ở trạng thái cơ 
bản, vì rộ = #2 +2 + z2 và +2 = 2 = z2, Do rọ = si W $ ao là bán kính 
Bohr của nguyên rử hydro, nên 


2 2 ` 2 
a(H) = — =-sem'3 (3) =~s (ma) ca 


0H *| xa 2mc2 3 2rme E 


Hà 
6E',` 


trong đó ; = sẽ* là magneton Bohr, #2 = + là thế ion hóa của hydro. Như 
vậy 


(0,6 x 10”Š)2 — 


— ức. — ~19 2 
a() =— ` Tag 4.4x 10”!9 eV/Gs?. 
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5071 


Một hạt khối lượng ›› chuyển động trong một hồ thê dao động tử điều hòa 
ba chiêu. Hamiltonian là 


(a) Hãy tìm năng lượng và mômen quỹ đạo của trạng thái cơ bản và của 
ba trạng thái kích thích đầu tiên. 

(b) Nếu có tám hạt đồng nhất spin 1/2 không tương tác với nhau cùng 
được giam trong thê điều hòa nói trên, hãy tìm năng lượng cho trạng thái cơ 
bản của hệ tám hạt đó. 

(c) Giả sử các hạt đỏ có mômen từ là ¿. Nếu một từ trường Ð được đặt 
thêm vào, hãy tìm năng lượng gẵn đúng cho trạng thái cơ bản của hệ tám hạt 
như một hàm của B. Hãy vẽ độ từ hóa (#8) cho trạng thái cơ bản như một 
hàm của 73. 

(CGolumbian) 


Lời giải: 


(a) Một đao động tử điều hòa ba chiều sẽ có các mức năng lượng 


3 
F N = ( + ÿ) LÊN 


trong đó «¿ = V/*, 
.V=2m; + NEO.1/2...., n—=0.1/2....., 
l=N-2uy. 


Đôi với trạng thái cơ bản, .V = 0 và năng lượng là Eo = $hu, mômen quỹ đạo 
là/ =0. 

Dôi với trạng thái kích thích đâu tiên, W = 1. E\ = Šñø, L=nh.Vìi= 1 
mức năng lượng này tương ứng với ba trạng thái suy biến. 

(b) Cho các hạt có spin 1/2, hai hạt sẽ chiếm một trạng thái. Cứ như vậy 
cho đên khi lầp đây hoàn toàn. Trạng thái cơ bản chứa hai hạt và trạng thái 
kích thích đầu tiên sẽ chứa sáu hạt. Như vậy, năng lượng của trạng thái cơ bản 
của hệ tám hạt sẽ là #ụ = 2 x ý hét +6 x šhứ = 18h , 
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(e) Hamiltonian của hệ là 


ANH. 8 
€ : H dVfr,) 
„4? ` 
l > 2met 2 Ên) † ^- 9m°2c2r? - dị HN 


trong đó V(r;) = $ krệ, A là thế vecto zB x r, nó sinh ra từ trường B. 


Vì hàm sóng của tám hạt chiếm chỗ của hai lóp, tắt cả các lớp đều được 
lấp đây và ta có S = 0, =0,j=0. 


Hàm sóng của hệ là tích của các hàm sau đây (kể cả phần bán kính) 
Yao(ei)Yao(es) % (a(1)4(2) ~ œ(3)8()}, 
ii(e3)Yii (e4) x {e(3)2(4) — a(4)6(3)}, 

V;o(es)Yao te) (ai 5)/1(6) — a(6)2(5)}, 
Y1.i(€r)Mì—i¡(©a) m: {œ(7)80) — ø(8)8(7)}. 


trong đồ e, = Ti Chú ý rằng phần không gian của các hàm sóng tổng quát 
đó đều là tích của hai hàm sóng con giống nhau. Như vậy, do hàm sóng khômg 


gian toàn phân là đôi xứng, nên hàm sóng spin toàn phân là phản đôi xứng. 
Bồi vì 


ta có 
đu 5 {a(1)842) — a(2)2()} = 5 {2(1)2Ø) — a(3)a0)1, 


: Ữ — a(2)/ = = @)/ — ø(2)a 
23z CỬ (a()176) - ð(2)0()} = Ni 174)Œ) - a(2)a()}, 


2y ¬ {a(1)8(3) ~ a(2)8(1)} = ¬ {0()4(3) + ø(2)a(1)}, 


øsy —5 {a(1)4(3) ~ a(3)2()} = ~ (đ0)40) + a(3)a(Ð), 


1 : 
Giá 216000000: œ(2)3(1)} = a0); 8(2) + a(2)30)}: 


29. BT...(HLƯỢNGTỪ 
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Ø2; 2)— a(2)2()} = — a(2)00)}: 


1 l 
1e) S (4(1)đ3) + 


Các tích vô hướng của chúng với bra vã {œ(1)2(2) — ø(2)3(1)}† sẽ suy ra 
(ơiz). (øaz), (ay), (øay), đồng thời (2¡, + za;) đều bằng Nên Từ đỏ ta có 


8 8 
(ơizkqz + đa; La;) = ~ th Ca -đøiy + LÊN š Z2:) 


——¿h la) (ziz) + () (z0) 
= HỆ) („+ ø›¿) =0. 


Như vậy, năng lượng của trạng thái cơ bản sẽ là 


E=I8U + san SP xÙ) 


8 
= 18 + c2B?/8mc7 Nợ? rẻ sin? Ø,) 
?—1 


và độ từ hóa là 


0E -c?B« 
tà c= x (r sin?Ø,) = xB, 
=] 


öB 4m2 
nó sẽ cho x = — S2 ((r2sin? 6) như độ cảm nghịch từ. Ÿp như là một 
hàm của được cho trong Hình 5. 23. 
2E. 
ET 
B 
j-=-orc tan X 


Hình 5.23 
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Giả sử có một electron ở trạng thái 9 của một nguyên tử hydro được đặt 
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vào một từ trường có hướng đọc theo trục z với cường độ #,. Ở thời điểm 
‡ = 0 một từ trường đọc theo trục z được bật; cường độ của nó tăng dẫn đều 
từ không đến 77; sau thời gian ! = 7 (Hy «< H,) và nó trỏ nên không đổi sau 
khi ? = 7. Giả sử hạt nhân không có spin và rằng 


Hi cái 
S xế 
H, H, 

Chỉ xét tương tác giữa spin electron với từ trường. Bỏ qua sô hạng bậc 
(‡?)2 hoặc cao hơn. Nếu electron có spin theo trục z ở thời điểm ¿ = 0, 
hãy tìm trạng thái của electron khi ¿ = 7. Hãy chỉ ra rằng, trạng thái đó 
là trạng thái riêng của Hamiltonizn sinh ra do sự kết hợp của các từ trường 
H =(;,0, H;) miền là 7 đủ dài. Hãy giải thích đủ đài ở đây có nghĩa là gì? 

(Berkeley) 
Lời giải: 


Coi thê năng J' = —# g: H„ê; = _#-°)s.ê„H„ = Tực 3# là một nhiễu 


loạn. Trước khi #„ được bật lên, electron ở trong trạng thái Š của Han Ưng tử 
hydro sẽ có hai trạng thái spin, |3) với nh lượng + = _=3. $hH, 
zs.- H;, và | — š) với năng lượng E_ = H,. 


Sử dụng lý thuyết nhiễu loạn phụ thuộc thời gian, lẫy hàm sóng là 


] —1E_t/hR h 
3) +ú_€ 5 ĩ 
trong đó a¿_.. được cho bởi 


là 
tr— =1 / _ ~ s|f]› x)v W8: )/® 
_: ự cH, t IÚ NI lì _<H, P 
— th jạg mc T 2 DỸ hà rnc 


cH; mã .elH, 
= t( — dt 
2tzmcT' ja TC TrụC : 


1 /H„ .ecH; T 
=- | | 9®xp|-— 
2 \H, ằ ỉ me 
tncHy Nr 
2eTH}) |=p ( _ r) 5 ] : 


ở đây ta đã dùng s;|}) = ? | — 3). 


R 


Ú(†) =e 1Ex+t/h 


3:l 2¬ 
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Như vậy, trạng thái spin của electron ở thời điểm 7 là 


: -cỞỦỨ, 1 1 /H, .cH, 
4Ù) = €7 TÌ|- mi tủ T 
ữ) cxp Í '3me )l5)+‡ (2) =»( “mẹ 
ñamcHy ,eN, 
2/TH) .e*Í l TruC 7) | } 
: : cHỦ,; + 1 
NHÀ 2/mnc LTN 


Nêu thời gian 7 đủ dài sao cho #£ < H,„, ta có thể bỏ qua số hạng thứ hai 
của z_ và thu được 
1 
sinh 


¬.., 


Hamiltonian sinh ra bởi từ trường kết hợp H = (H„,0, H,) là 


cH„ + °cH, 


#„ # 
TrL1C TILC 


NÑ=-u-B= 


Gọi œ = z© và xét Hú(7). Vì sz| + ‡) = š|# šÿ), sz|+ 3) = +š| + 3) ta có 
khi 7' — œ, 


-3)) 


) ị ;Ƒ 1 LH 
Hụ(T) TP (^^) (H;s„ + H,s;) B + — 


2 B7. 90: 
— ah ixH,T 1 121 
=Š s9( 5 ) (mÌ~5)+s 1b 
1 1 1 
® m5) ~2'“|~3)) 


ahH; ca (TieH;T 1+L (12 3 
= A5 3V: / | 


1 chh._ F 
K s)) — 2e lcc 
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Kết quả chỉ ra rằng, khi 7' đủ lớn (7) là một trạng thái riêng của Hamil- 
tonian sinh ra do từ trường kết hợp với giá trị riêng là $1, 


2me 
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Một electron ở trong trạng thái riêng ø = 1 của một hồ thế vuông góc một 
chiều có tường cao vô hạn trải rộng từ z = —a/2 đến z = ø/2. Ở thời điểm 
+ = 0 một điện trường đều E được bật lên dọc theo trục z. Điện trường này 
tổn rại trong một khoảng thời gian 7 và sau đó được tắt đi. Sử dụng lý thuyết 
nhiễu loạn phụ thuộc thời gian hãy tính các xác suất f; và Ƒ› để electron 
chuyển sang các trạng thái riêng tương Ứng n = 2 và n —= 3 ở thời điểm 1 > r. 
Giả sử r rất ngắn theo nghĩa là r < En Tran: , trong đó F„ là năng lượng của 


trạng thái ». Hãy nêu rõ yêu cầu đối với tham số của bài toán để có thể áp 
đụng được lý thuyết nhiều loạn phụ thuộc thời gian. 


(Columbin} 
Lời giải: 
Electron ỏ trạng thái riêng ø = 1 của hỗ thê 
0 + Sa/2, 
¬. 
œ trường hợp còn lại 
sẽ có hàm sóng và năng lượng tương ứng 
r2 _ [7n /ú 
(+) = mm |C G | +)| : 
a Jv. 
= h?r? n2 /2md2, TỶ. 
Điện trường đều 2; có thể ý = — J Ed+ = —EÈ;y. Thế năng của electron 
(điện tích —c) do E gây ra là H” = cE+ được coi như nhiêu loạn. Ta có 


Hàn, = (nạ |H|[m}) 


112m1 

9. độ 

=— l§ sin = + s)| sin | (: + 3) eErd+r 
ad u 2 D) 2 

—_ 6€ ƒ? ƒ |(m ~ nạ) s) 

HN, | : xi ng: 
— CO8 _ T Œ + 3| — 

D) 2 
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6k a? 
The, mm [( 11” KT 1] 


&- | (mị — nạ)^m? 
d Tị+ 
S ————= : “Bé n2. 1 
(mị + nạ)?r? l Độ ) 
_ 4ctFa KG b0) (—1)9 #92 — 1| 
m2 (n‡ — n2}2 : 
1 _ hn2 : ' 
tưng TT Ea; — Fay) = 2ma2 (nộ — m1), 


]. sÉ" 1 ị 
Ore() = vãi Hộ eiekz+tlt — 5 H_n lại = c§kIkT) =..— 
0 


@&/Ek“k 


Để có sự chuyển đời 1 — 2, 


16eu 
92 


Hạn = (2ÌHU) = 3+ = 3Bn2/2inad”, 


' 


` 7 z H ` £ 3 z4 k) ` 
và đo đó xác suật tìm thầy electron ở trạng thái ø = 2 ở ‡ > r là 


1 
Đ =|CŒa()|Ÿ = RỤP. TÌni (ng H6 TÚT Sẻ 
ấi 


16u2\) [eEm . (3km? : 16 e#œ N? 
= | —— ——81 =zÍ  ———T 
9x2 h?x b AiNd2 - 92 h 


vỐi 7 < Tr°Eg: 


SH) 


Để có chuyển đời 1 — 3, 
Hài = (3|H/[U = 0. 
và do đó 
Ra = l(CŒa(9|? =0. 


Để áp dụng được lý thuyết nhiễu loạn phụ thuộc thời gian đòi hỏi thời gian 7 
cần thiết để nhiễu loạn tác dụng là rất nhỏ. Chính thế năng nhiễu loạn cũng 
phải là rất nhỏ. 
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Đối với một hạt khối lượng :» trong hộp thê một chiểu có chiều rộng ¿, 
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hàm sóng riêng và năng lượng là 


tu (+) = V7 sim. 0<z<1, 


1 /ønh\? 
Bàn (TT) . Tr=+l,+2,.... 


Giả sử hạt lúc đầu ở trạng thái |) và chiều rộng của hộp tăng đẳn đến độ 
lớn 2! (0 < + < 2/) sau một thời gian ‡ < h/E„. Sau đây, xác suất để hạt nằm 
Ở trạng thái riêng với năng lượng 7„ là bao nhiêu? 

(MIT) 
Lữi giải: 

Trước hết ta xét quá trình trong đó chiều rộng của hộp tăng dân từ ! đến 
2i. Vì f < z—, nên sẽ rất có lý khi ta giả thiết rằng trạng thái của hạt không 
thể phản ứng kịp với những thay đổi diễn ra trong thời gian ngắn đến như 
thê. Vì vậy, hàm sóng của hạt sau khi sự thay đổi kết thúc, sẽ là 


0, L<xz<2i, 


Mặt khác, trạng thái riêng và giả trị riêng của cùng một hạt trong hộp thế một 
chiều rộng 2i là 


đạt (+) = vien U23, 
1 /wmh\N? 
E>}ẻ ==— „_ (nw = +1,+42....). 
ˆ 2m ( 2I ) ộ ) 


Năng lượng ạ của hạt sẽ tương ứng với mức năng lượng F„/ trong hộp rộng 
2L, trong đó 7 = 3y, nghĩa là, n/ = 2m. Trạng thái riêng tương ứng khi đó là 
2n. Như vậy, biên độ xác suât là 


đí5 ` #y(fNGlEEE” [laREESg 


và xác suất tìm thấy hạt trong trạng thái riêng với năng lượng E„ là 


=lAP=š. 
2 


I 
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Một hạt ban đầu ở trạng thái cơ bản trong một hộp thể với vách cao vô 
hạn trải dài từ 0 đến L. Vách hộp ở z = 7. bỗng nhiên chuyển ra vị trí z = 2F. 

(a) Hãy tính xác suất để hạt được tìm thấy trong trạng thái cơ bản của hộp 
mở rộng. 

(b) Tìm trạng thái mà hạt có khả năng chiêm giữ lâu nhất trong hộp mở 
rộng. 

(c) Giả sử vách của hộp ban đâu [0, ] bỗng nhiên biển mắt và hạt đang ở 
trạng thái cơ bản. Hãy thiết lập hàm phân bỗ xác suất cho xung lượng của hạt 
mới được thả tự do. 

(Berkeley) 


Lời giải: 
(a) Hàm sóng của hạt trước khi hộp mỏ rộng là 
2 TU 
—sin—, +€|0.È], 
ý0ð:= Vrsh x„c{l0, | 
Ũ những trường hợp khác, 
Hàm sóng đổi với trạng thái cơ bản của hệ sau khi hộp được mỏ rộng là 


l TT 
— sSin — , 2L 
đ\(+) = $ Ÿ v8, “IENIDiiE nh 


Đ) những trường hợp khác . 
Xác suất cần tìm là 


II [-|#/ sin 2T Thu | 


(b) Xác suất để hạt được tìm thấy trong trạng thái kích thích đầu tiên của 
hộp mỏ rộng là 


n=| [P4240 
Duy be V+em T— + €|0.2L}, 


0 những trường hợp khác . 


TT 


[=|#/ / 


sin? T dư 


2" 


trong đó 
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Để hạt được tìm thấy ở trạng thái :ø; > 3, xác suất sẽ là 


L 2 
⁄2 _ TTE. Tứ 
„=l— sin Sim — (Ír 
Lửa 
. LD 


2L k 
2 JSiu (s — 1) 7 sìiủ G + 1) T : 
Mmd (n=2) — (@n+9) l 


Như vậy, hạt có khả năng nhất là nằm trong trạng thái kích thích đầu tiên 
của hộp đã mở rộng, 

(c) Hàm sóng của hạt được thả tự do với xung lượng p là van c?⁄/*, Biên 
độ xác suất khi đó là 


} 
I 2. Tư 
%(p) = Ỉ c~1P+/R Vĩ sin T dư 


ANH... - 
1 — L/m 
& 1+ 1pL/h : 
5: 300080/000907)1r=ypr7y7TOY 


Hàm phân bô xác suất cho xung lượng sẽ là 


| 2xh*J, TH 
®(p)J? = xấ8)” 5 là 
I®U0)Ï = qa2—prap> (: 0p SP ) 
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Một bạt khôi lượng A/ được đặt trong hồ thê của đao động tử điều hòa 
một chiều 1 = š kz?. 


(a) Ban đầu hạt nằm ở trạng thái cơ bản. Độ cứng bỗng nhiên tăng lên 
gầp đôi (k — 2k) cho nên hàm thê mới là W2 = kz?. Năng lượng của hạt được 
đo khi đó. Xác suật tìm thây hạt ở trạng thái cơ bản trong thê mới V2 là bao 
nhiều? 
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(b) Độ cứng bỗng nhiên tăng gấp đôi như trong câu (a), sao cho Vị bỗng 
nhiên thành V;, nhưng năng lượng của hạt trong hồ thể mới V không được 
đo. Thay vào đó, sau một khoảng thời gian 7' trôi qua kể từ lúc độ cứng tăng 
gắp đôi, độ cứng bỗng nhiên là trổ lại giá trị ban đâu. Thời gian 7 phải bằng 
bao nhiêu để trạng thái cơ bản ban đầu trong Vị được khôi phục với độ chắc 
chắn 100%. 

(CUSPEA) 


Lời giải: 
(a) Hàm sóng của hệ trước khi k thay đổi là 


1/4 
() 4 c3 Alaoz2/h 


1 
(+) = == R 


Vm 
Giả sử hạt cũng ở trạng thái cơ bản trong hỗ thê mới sau khí k thay đổi. 
Khi đó, hàm sóng mỏi sẽ là 


1/4 
#(z) = _¬ ) ga? Meaz2/ho 
h 


Yếu tố ma trận chuyển đời là 


1/717 1 2 
{ự/|) = j = (;) &uui)? exp |->w co 2n, _ | đừr 
1: : m 
=m— —— tr} 4 ` —=—— _—_ẽ 
TT ( h ) (206i) - 1 Àf(o+u} 
V2 h 
— (ag)1 
3 (g + 1) 


Khi thay đổi thành 2k, ¿¡ạ sẽ đổi thành uị = v2o, khi đó 
IÉ= (aeo)2—— (vV2ui)12 


lv E834}. 1V2+1)4n 
¬. 1/4 
TT ng 97 vi 


Do đó, xác suất để hạt nằm trong trạng thái ¿/(+) là 


24(v2 — 1). 
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(b) Trạng thải lượng tử không bị phá võ vì không tiến hành đo năng lượng. 
Ở thời điểm ! = 0, ¿{z,0) = (2), ¿a(+) là trạng thái riêng của V1. Ta khai 
triển ø¿(+.0) theo hệ trạng thái riêng của V2; 


(+, 0) = (ưa len) |, (+) - 


Từ nay về sau, ta sẽ sử dụng quy tắc cộng theo chỉ số lặp lại. Khi đó 


j 12h 


9Á.) = MU 0) = (6n lóellp(e)|e 1n, 


trong đó H; là Hamiltonian tương ứng với V¿. Vì zo(r) có tính chẫn, sự bảo 
toàn tính chăn lẻ sẽ cho 


" 0. mm —= 2n +], 
(dn (z)| 0o(2)) = 
 "..... 


và do đó 
|‡(+%, 7T)) — |23z„ (4+)) (02m |lég)c 1#ẽ/h . 


Như vậy, |(+.7)) = |do(r)) chỉ có thể chờ đợi nêu F2„z/h = 2m +, 


trong đó ,V là số tự nhiên và e là một hằng số, với mọi 0¡. Bỏi vì 
h h 1 ! 
Fm: | 2n + D hú. 


1 
G + s) u17 =2Nnm +, 


ta yêu câu 


1 


c= 24117 
ta yêu câu 
2inu1T = 2T, 


hay 
2u1+ = 2NÌm 


nghĩa là, 


trong đó N/ = 0,1.2,.... 
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Như vậy, chỉ khi r = '“z v/3⁄, trạng thái chuyển thành ¿o(+) với độ chắc 
chắn 100%. 
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Một hạt chỉ chuyển động theo phương + bị hãm giữa hai vách ở + = 0 và 
+ = u. Nêu hạt ở trạng thái cơ bản, năng lượng của nó là bao nhiêu? Giả sử 
vách hộp bỗng nhiên bị đẩy ra xa vô cùng, xác suât để hạt có xung lượng trong 
khoảng p và ø + d¿ là bao nhiêu? Năng lượng của hạt khi đó sẽ là bao nhiêu? 
Nếu nó không bằng năng lượng của trạng thái cơ bản, bạn sẽ nói gì về sự bảo 
toàn năng lượng? 
(Chíicago) 
Lời giải: 


Khi hạt bị hãm giữa + = 0 và z = ¿ø ở trạng thái cơ bản, hàm sóng của nó 


2 _ Tư 
—sm—, U<r<ứ, 
0 — ứ D2 


là 


lÙ những trường hợp khác, 
và năng lượng của nó là 
,1B2 
E=—- 
2m 


Khi vách hộp bỗng dưng bị đẩy ra vô hạn, hàm sóng của hạt không thể kip 
thay đổi trong một thời gian ngắn như vậy và nó vẫn giữ nguyên đạng ban 
đầu. Tuy nhiên, Hamiltonian của hệ bây giờ bị thay đổi và do đó hàm sóng 
góc không còn là trạng thái riêng của Hamiltonian mới. Hàm sóng gộc được 
chọn làm điều kiện ban đầu để giải phương trình Schrödinger cho hạt được 
giải phóng. Bó sóng của trạng thái cơ bản trong hỗ thế gốc sẽ khuếch tán đều 
đặn ra khắp không gian khi ¡ —› . 

Biên đổi bó sóng gốc thành một hàm trong biểu điễn xung lượng (p = ñ*k), 


ta CÓ 
1 _- TrJ k 
t -=j Vận (—) -e'2# Jự 
(p) 2P Gn ï 


am 1+ e4 


h (ku)2 — m2 ` 
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Trong khoảng thời gian cực ngắn vách ngăn được tách ra, xác suất để xung 
lượng nằm trong khoảng p — p + d; được cho bởi 
f(p)dp ={le(p)# + lớ(—p)?}dp 
cos2 S) đp 
dT 2 


R Ta? nêu #0; 


ƒ(0)dp = lj(0)|2dp = 4 Tan dp nễu p—=0. 


Do Hamiltonian mới không phụ thuộc vào thời gian, ta có thể tính giá trị 
trung bình của năng lượng bằng cách sử dụng hàm sóng gốc 


cos2 (S) 
: na + p2r2 s _x 
E~j tạ (00)dp— Í Š (bóc 0 0n) 
Ũ 0 


2m 2m h Á\ku)2 — x?} 
— 4h? T ý? cos2 (S) A= „2p? 
mađ2 lọ (? — 1? HH ng 


trong đó g = Ra, Điều này nghĩa là năng lượng của hệ không thay đổi trong 
khoảng thời gian ngắn vách ngăn được tách ra và nó được chờ đợi bằng 


(cì 
(0o| Hwwác lo) = : tỦg 3m todr, 
D) „" 


((ĐIH;au |¿(£)) = (Uo| exp(1Hsaut/R) x Nhau exp ) lo) 


L/4 , 
= (ol| fÍsau |ủa) =[ 1n 2m 0Ẻ% 
= (@o|Hwwec|o) - 
Nếu vách ngăn được tách ra một cách từ từ hoặc vách ngăn không cao vô 


hạn, sẽ có sự trao đổi năng lượng giữa hạt và vách ngăn. Kết quả là, năng 
lượng của hạt sẽ thay đổi trong quá trình tách vách ngăn. 
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Một hạt nhân điện tích Z có nguyên tử số đột ngột trỏ thành Z + 1 qua 
phóng xạ 7 như được minh họa trong Hình 5.24. Xác suất để một electron ở 
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lớp K trước phóng xạ vẫn còn ở lớp K sau khi phóng xạ Z là bao nhiêu? Bỏ 
qua rương tác electron - electron. 
(CUSPEA}) 
Lời giải: 
Hàm sóng của một electron ở lớp trong nguyên tử có điện tích hạt nhân 
Zl1a 
)í) + NZ124-1⁄4, 


Vì lgT r?drN?e~?r/4 = 1, xắc suất để electron ở lớp K vẫn ở trên quỹ đạo ban 


đầu là 
3 
l+2 
? =|(02+i0)Ì@z(r))lŸ = TUẠG Ni 2) 8- 
W2) 
_> 
e= e 
Hình 5.24 
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Một nguyên tử triti (37) do phóng xạ tự phát trỏ thành ion hêli-3 (3#We1) 
sau khi đã phát ra một hạt .?. Việc phát ra eleetron điễn ra nhanh đến nỗi, quá 
trình đó có thể coi như một sự thay đổi tức thì trong điện tích của hạt nhân từ 
Z = 1 sang Z = 2. Hãy tính xác suất để ion #e vẫn ở trạng thải cơ bản. 

h (Berkeley) 
Lời giải: 


Hàm sóng của trạng thái cơ bản của ion He là 


4 


1/215 
M6: = v () exp{—-2r/a}, 


trong đó a là bán kính Bohr. Gợi hàm sóng của 3ƒ be ¿(r). 
Vì quá trình phân rã ,‡ điễn ra quá nhanh, cho nên, trong khoảng thời gian 
3H thành 37/7e* hàm sóng chưa có thời gian để thay đổi. Như vậy, xác suất để 
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3He* ở trạng thái cơ bản là 


_ Jw0#'“*le)P 
Itelz)|P 


À À HÀ Zở 7 ^ 
Ban đâu, 3/7 năm ở trạng thái cơ bản, cho nên 


3/2 
/(r) = m É) x. 


3/2 ¿+ 
ẳr 
P=| L2) ; TP ep{-— lăn 
a 0 o 


Như vậy, 


P› 
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Triti (tức là hydro với khối số 3, nghĩa là 377) là chất phóng xạ và phân rã 
thành hạt nhân hêli-3 (277) bằng cách phát ra một electron và một nơtrino. 
Giả sử electron ban đâu liên kết trong nguyên tử trití, vốn nằm ở trạng thái cơ 
bản vẫn tiếp tục gắn với hạt nhân 3e được tạo nên từ phân rã để tạo thanh 
lon 3H«T, 

(a) Hãy tính xác suất để ion 3#fe† được tìm thây ở trạng thái 1s. 

(b) Xác suật để nó nằm trong trạng thái 2p là bao nhiêu? 

(MIT) 
Lời giải: 

Bỏ qua sự sai khác nhỏ về khối lượng rút gọn giữa nguyễn tử hydro và 
nguyên tử hêli. Bán kính của ion 3e! là øa/2, trong đó aa là bán kính Bohr, 
và như vậy, hàm sóng là 


œ T/au 


su — 
Uì, = Yoo cam : 
dạ 


He} __ 2 —2r/ao 
#ịc  =—= Poo E 3⁄2£ : 


2 
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He? ] 2P —rJa 
0/169 VÀ x= ng ụ 
tị bÉ 2V6 (ag/2)3⁄2 dụ 

(mm = 1,0, —1), 


_ ˆ Z H t_ kì z4 ` 
(a) Biên độ xác suât để ion He" ở trạng thải 1» là 


27/2 œ 168-⁄2 
ty la )h0[sdÊz = k J r^¿ 37/89 jr = 16V2 : 
0 


g3 27 


Như vậy, xác suất là |4|? = 2 (3#)? = 0.702. 


(b) Chú ý đến tính trực chuẩn của các hàm cầu, xác suất để ®He† ở trạng 
thải 2p sẽ bằng không ((Y1z | You) = 0). 
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Một chùm nguyên tử hydro được kích thích tỏi trạng thái 2+ đi qua giữa 
hai bản cực của một tụ điện trong đó có một điện trường đều E tốn tại trên 
khoảng cách ¿. Nguyên tử hydro có vận tốc ø đọc theo trục z và HƯỚNG E 
hướng theo trục z như được chỉ trong Hình 5.25. 


z 


—= 


XiÊ †z 


Hình 5.25 


Tât cả các trạng thái ¡ = 2 của hydro là suy biển khi không có trường E 
nhưng một số trạng thái đó sẽ pha trộn nhau khi trường có mặt. 


(a) Những trạng thải nào trong số các trạng thái ø = 2 sẽ được trộn với 
H ù ˆ FÀ " = 
nhau trong sản đúng bậc nhất của nhiêu loạn? 
(b) Tìm tất cả các tổ hợp tuyến tính của những trạng thái ø = 2 sao cho 
suy biến được khử càng nhiều càng tốt. 
(c) Cho một hệ bắt đầu ra khỏi trạng thái 2s vào thời điểm ¿ = 0, hãy viết 
hàm sóng ở thời điểm ! < ¿. 
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(đ) Hãy tìm xác suật để chùm hạt ló ra khỏi tụ điện chứa các nguyên tử 
hydro ỏ các trạng thải ø = 2 khác nhau. 

(MIT) 
Lời giải: 

Coi thể năng «#z của electron (điện tích —e) của nguyên tử hydro trong 
điện trường ngoài /2„ như là một nhiều loạn. Bỏi vì các trạng thái w = 2 là 
suy biến, ta sẽ tính ( (2m/|H|2fin), trong đó H = eE¿, và Ê = 0, m = Ô. Ta 
biết rằng, chỉ có các yêu tô ma trận sau đây là khác không 


(UT mm + L(£ + m + 1) 


(2, +1. m]|z|2,£, mm) (2£1+1)0f13) 


2.£+1Irl3. 9, 
với _ 
(2,£+ 1|r|2. 9 = mi n2 — £2, 
Như vậy, tật cả các yêu tô của ma trận đều bằng không trừ 
(210|H'|200) = —-3eEa. 
(a) Các trạng thái 2s và 2p sẽ trộn với nhau thông qua bậc nhất của lý 


thuyết nhiễu loạn, bởi vì, với ma trận H' chỉ những yếu tổ giữa các trạng thái 
có A£ = +1 là khác không. 


(b) Ma trận nhiễu loạn là 


H= 0 —äeEu 
— \ —8eFa Ũ ' 


nó dẫn đến phương trình trường kì 


—À —ä£2a 
—äc2u —À 


và phương trình này sẽ cho nghiệm riêng là +3e 7a, các vectd trạng thái tưởng 
ứng sẽ là us( h ), Sự suy biên của mức n = 2 đã bị khử. 


(c) Tại thời điểm + = 0, ngay trước khi nguyên tử bay vào điện trường, 


0(0) = "âu +I<9h 


30. BT..CHLƯỢNGTỬ 
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trong đó 


là các vectơ trạng thái thu được ở câu (b). 
Vào thời điểm 0 < ¿ < ý khi nguyên tử chịu sự tác động của điện trường, 


1 He s8 cả 
Iu@)} =. N: (3208 21)100) + c1 2800 D3) 


cos(3eEat/h) 3eEat bx 
"¬ = 2s ¡ 8] 2 § 
( sin(3eEat/R) cos ( h ) |2s} + ¡ sin 3 ) |2p) 


trong đó 


1 6À 
lø = —z(Ix) = — = ( 


(d) Với ¿ > ¿, từ (c) ta tìm được các xác suất 


u? 


B3 = s08) +1>) = (0), 
) 


|@00|0()|? = cos? 3, 
I@10|0(9)Ê = si.” “ốt, 
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(a) Xét một hạt khối lượng :¡ chuyển động trong hồ thế một chiểu phụ 
thuộc thời gian V(z,£) hãy viết phương trình Schrödinger thích hợp cho hai 
hệ quy chiếu (z,f) và (z,£) chuyển động đối với nhau với vận tốc o (tức 
là z = z“ + 2Ð. 

(b) Hãy tưởng tượng rằng, một hạt ở trong một hễ thê một chiều có đạng 
rna2z2/2 (Hình 5.26). Vào thời điểm ¿ = 0 hồ thế bị kích bât ngờ và chuyển 
động sang phải với vận tốc u (xem Hình 5. 27). Nói một cách khác, giả sử rằng 
V{+,) có dạng 
_ mú2z?2 vôi <0, 

V(+,t)= l 


2 


-mu?x2 
2 


với ! >0. 
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V{xì 


Hình 5.26 


Nếu khi £ < 0 hạt ở trạng thái cơ bản khí được xét trong hệ quy chiếu (+, ý), 
hãy tính xác suất để vào thời điểm + > 0 nó sẽ ở trạng thái cơ bản khi được 
quan sát trong hệ (+, ?). 

(Golumbia) 


Y(x) 


Hình 5.27 
Lời giải: 
(a) Cả hai (+. ?) và (+”, £) đều là hệ quy chiếu quán tỉnh và do đó phương 
trình Schrödinger là 
+ Đôi với hệ (z. £), 


h2 ở? 
_ 2m dư? 


+ V(+. t)| (+, ) = . Ú(œ, t), 
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+ Đối với hệ (4, ?), 


h? j2 8 
+ U(12 Ð = th 0(2), 9), 

"9 đưP Ô Cốc 2100 có 0 toà) ủi ° Mộ) 
trong đó V'(z!. 1) = V'{(+ — ot. t) = V{(, t), 

(b) Bài toán này cũng giống như Bài tập 6052 theo các nghĩa sau đây. 

Xét một quan sát viên đứng yên trong hệ (z'. £). Vào thời điểm ¿ < 0 người 
W. sẽ thây hạt nằm trong trạng thái cơ bản của hô thê V. Vào thời điểm 

= U, hỗ thể V bỗng nhiên chuyển động với một vận tốc ¿ dọc theo trục ø. 

Tình trạng cũng giống hệt nêu V đứng yên nhưng hạt chuyển động với vận 
tốc —ø đọc theo trục —z. Vẫn để là tìm xác suât để hạt vẫn ở trong trạng thái 
cơ bản. Bài tập 6052 quan tâm đến hạt nhân AI, thông qua việc phát xạ một 
^ về bên phải nó đã nhận được một vận tốc đều về bên trái. Nội dung vật lý 
chứa trong bài toán đó giông hệt như trong bài toán này, và do đó chúng ta có 
thể sử dụng kết quả ở bài toán đó. 
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Nêu số baryon là bảo toàn, chuyển đời ø - ñ được biết đến với tên gọi 
đao động nơtron là bị câm. Giới hạn thực nghiệm về thang thời gian của các 
đao động như vậy trong không gian tự đo và có từ trường bằng không là 
Tan > 3 x 109 s, Vì nơtron chiếm đa số trong các hạt nhân bên, nên người 
ta ngây thơ nghĩ rằng, có thể thu được một giới hạn tôt hơn nhiều cho 7„ „. 
Mục tiêu của bài toán này là để hiểu tại sao giới hạn nói trên lại thô như vậy. 
Gọi Họ là Hamiltonían của thê giới trong đó không có một tương tác nào làm 
pha trộn r6 và 7ñ. Khi đỏ 


Ha|n) = mạc?|n) và  Ha|ñ) = rauc?|n) 


cho các trạng thái đứng yên. Gọi ?/' là tương tác làm +› chuyển thành ñ và 
ngược lại 

MH|m =c|n) và Hl|n) = c|n), 
trong đó e la thực và H“ không làm quay spin. 

(a) Xuất phát với một nơtron ở thời điểm ¿ = 0, hãy tính xác suất để nó sẽ 
được quan sát thây như một phản nơtron ở thời điểm ¿. Khi xác suật ban đầu 
là 50%, gọi thời gian đó là z„_„. Bằng cách đó, hãy chuyển đổi giới hạn thực 
nghiệm đổi với za_a thành giới hạn đối với e. Chú ý rằng m„c? = 940 MeV 
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(b) Bây giờ ta xét lại bài toán có tính đến sự hiện điện của từ trường Trái 
Đất (ạ >  gauss). Mômen từ của nơtron là „  —6 x 10~!8 MeV/gauss. 
Mômen từ của phản nơtron là ngược lại. Bắt đầu với một nơtron ở thời điểm 
¡ = Ú, hãy tính xác suất để nó sẽ được quan sát thấy như một phản nơtron ở 
thời điểm ¿. (Gợi ý: Khi làm việc với các đại lượng nhỏ ta sẽ đừng ở bậc thấp 
nhật). Bỏ qua những chuyển đời bức xạ có thể có. 

(c3 Hạt nhân có spin ở trong tử trường khác không. Hãy giải thích sơ bộ 
và định tính, theo quan điểm của phần (b), vì sao những nơtron ở trong hạt 
nhân lại bền như vậy, trong khí đó z„_„ chỉ bị giới hạn bởi z„_„ > 3 x 105s. 

(đ) Hạt nhân với spin bằng không trong từ trường có giá trị trung bình 
bằng không. Hãy giải thích ngắn gọn vì sao dao động nơtron trong những hạt 
nhân như vậy cũng bị cắm. 

(MIT) 


Lời giải: 
(a) Để tìm trạng thái riêng của Hamiltonian # = ạ + H', ta đưa vào biểu 
diễn nơtron - phản nơtron với các vectở trạng thái 


1l  /0 
|) ~ BỊ |") ~ 0) - 


(n|Hạ + H'|n) = mạc? , 
(ñ|Hạ + HÍ|n) =z 


Bởi vì 


ta có phương trình tìm giá trị riêng của năng lượng 


muyc? — E2 E đÌ.. 0 
£ tac? — E b} ` 


Giải phương trình, ta thu được 


H, = mạc? +£ B . : 
NT “tu ”v211/) 
+ 
: 1 
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Khi £ = 0, hệ ở trạng thái nøtron và do đó 
trong đó 


Tại thời điểm ¿, trạng thái cúa hệ trở thành 


1 " 1 v 
,) =——=c lÈ+/À [E9 1 {ae 1E-V/MpB_\, 
Trong biểu diễn nơtron - phản nøtron, ta có 


lớ,t) = ¿mac? hà 


và đo đó : : 
; Thn 
lụ,#) = e~#nn2UR cos F |n) — ie~mn£ /R sìn T |P}. 


Xác suắt để vào thời điểm ¿ hạt được quan sát thấy như là một phản nơtron 
sẽ là 


2 ctlỶ 
P() = lie—te€ Ủ sìn Ti sin2(z/h). 
rn_¡ được định nghĩa như là thời điểm tại đó P = ‡, nghĩa là, 


T ngejg : vi 
Tn_—n = — 8T —= =—-: 
.- V2 4 

Như vậy, vì Tạ_„ > 3 x 108 s, nên giới hạn thực nghiệm đổi với z là 
E< 5x3 108 =l,7x 10-78 MeV. 

(b) Chú ý rằng H7 không làm thay đổi spin, sau khi đặt từ trường ta có thể 
dùng biểu diễn nơtron -phản nơtron 


1 0 0 D 
0 _ 1 0 ¬ 0 
n†~ 0 v1ẰÌ~ ï vớt |~ : ¬... 3 
0 Ũ 0 1 
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và tính yêu tô ma trận của /7' + „Bọ. Khi đó ta sẽ thu được Hamiltonian nhiễu 
loạn 


-taBụ — e 0 0 


£ _= n.Đọ 0 0 
lê) 0 ln Bọ : 
0 0 £ - tao 


với „  —6 x 1018 MeV/Gs, uạ = 6 x 10! MeV/Gs. 
Diều này dẫn đến hai phương trình vectơ riêng 


—„ Bọ —- E0) £ œ T† =0 
E tạ Bọ — EU) b†) ` 

ta Bọ - E0) E akb SỈ) 
£ —ạ Bạ — E®) bỊ} ` 


trong đó, ta đã sử dụng hệ thức z = —j¿n. 
Giải hai phương trình trên, ta thu được 


EỠ) = +A= +V£? + (uạ Bạ)2, 


và do đó 
1\ —_1- VÀ — no """.... VÀ + ao 
b†1j, v2 (\vVATmnfbj ` (01) v2A \—vÄ—meigj- 
dị “.- vA+ ah #Ì] mm. vVÀ— ma 
bỊ : v2A \vA-maÐsj ` (bỊ/- 2A \—vÄ+oPg}S 
Khi ‡ = 0, hệ ở trạng thái ndtron 
: AÀ — ta Hạ œÏ À + hao œ† 
ổ| BÉ PH Phi 2A BE 


# ÀA—enB› (4Ì + À-mnBa (“1 
2A b{ _ 2À b]/S- 
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Tại thời điểm ¿, các trạng thái của hệ là 


- "`... 
q)~e DšY 


⁄ (ÓC BnPo)e 9U + (À + ạ Bọ)e 
(A2 T— (1a Ba)? Lệ” MA UP B= ciM/®) 


^o —tm»c2t/R 1 
(D~« n 


š # tạ B)e TA +(A- Me TÌN) 
»x 


(A2 = (ạ Ba)? ke 00 G. “Và SH) 


Như vậy, xác suất để ø †_› ñ { là 


c2. ;At 
na) = "ã sin? ®E 
e2 sin? £? + (ta Đạ)ˆt 
=—————-sn ———, 
£2 + (tạ Ba)? h 
và để „60 |—› ñ | là 
e2. ;Àt 
Pmi—nj() = 5s sin" N 
KP 2 V CHÊn (1n Bạ)°t 
“....a.ốa 
£? + (a Ba) h 


Cuối cùng, nêu nơøtron không phân cực, xác suất để rò — 7 là 
1 1 
PŒ) =5 Thiont) + 7 Ban) 


2 
ễ V22 Bọ)? 
€ m2 VỀ + (ua Bo)? 


—e?+Bq)2` h 


Điều đó có nghĩa là phân cực của nơtron không có ảnh hưởng gì đến xác suất 
chuyển đời. 
Vì ua Họ >e, 


1,65 x 10728 


2 
—————`\ => 102% 
su 10 5x15) A95 


"@ < ( 
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Điều đó chỉ ra rằng xác suất chuyển đời là cực nhỏ. 


(c) Nêu spin hạt nhân khác không, tử trường bên trong một hạt nhân là 
rắt mạnh, mạnh hơn so với 0,5 Gs. Khi đó kết quả ở (b) chỉ ra rằng 


Đua 1075, 


điều này giải thích vì sao nơtron là bên bên trong một hạt nhân. 

(d) Nếu spin hạt nhân bằng không, thì giá trị trung bình của từ trường 
bên trong hạt nhân là bằng không. Nói chung, điều này có nghĩa là từ trường 
bên ngoài hạt nhân là bằng không trong khi từ trường bên trong hạt nhân là 
khác không, và có khi lại còn rất lớn, và kết quả là „_.z là rất nhỏ. Ngoài ra, 
ngay cả khi từ trường bên trong hạt nhân lây trung bình trong một khoảng 
thời gian rất dài là bằng không, nó cũng sẽ không băng không tại từng thời 
điểm. Chỉ cân từ trường bên trong hạt nhân tổn tại, P„_.„ sẽ trỏ nên rất nhỏ. 
Sự dao động nơtron cũng lại bị câm. 


PHẦN VI 


IÝ THUYẾT TÁN XẠ 
VÀ CÁC CHUYỂN DỜI LƯỢNG TỬ 


Lý thuyết tắn xạ và các chuyển dời lượng tử 469 


6001 


Dẫn ra biểu thức cơ học lượng tử cho tiết điện tán xạ của sóng s lên quả 
cầu rắn bán kính R. 
(MIT ) 


Lời giải 


Vai trò của quả cầu rắn tưởng đương với thế tương tác có đạng 


Vừ)= R (r < Rì. 


0 đe > nhì. 


Kí hiệu hàm sóng xuyên tâm của sóng » là fo(z) = xo(r)/r. Khi đó phương 
trình Schrödinger có thể viết đưới dạng 


xo(z)+k?xo(r)=0 — (r>R). 


xo(z}) =0 ({r< tì, k=-v2mF. 


|” 


Nghiệm đổi với trường hợp r > ñ là xo(z) = sin(kz + ổo). Tính chất liên 
tục của hàm sóng tại ? = ø cho ta 


sin(k + óa) =0, 
Điều này dẫn đến áo = nrx—kR, hay sin ốo = (—1)°*! sinkf?(n =0.1,2,...). 


, VÀ .ˆ z ` À ; Z ` 
Do đó, tiết diện tán xạ toàn phân của sóng » là 


¬.— 4n. : 
ơi = sin? ổg = mm gìn? kR. 


k? 


Trong vùng năng lượng thấp, k — 0, sin kj z kÑ, vì thể ơ; = 4x2. Đối với 
vùng năng lượng cao, k — oo Và ø + Ö. 


6002 


Tầm tác dụng của thế tương tác giữa hai nguyên tử hydro là khoảng 4Ä. 
Với một chất khí ở trạng thải cân bằng nhiệt, hãy đánh giá bằng số nhiệt độ 
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mà đưới đó thì tán xạ nguyên tử - nguyên tử chủ yêu là sóng s. 
(MIT) 
Lời giải: 

Bài toán liên quan đến tán xa nguyên tử - nguyên tử trong một khôi khí. 
Nêu chủ yêu chỉ có sóng riêng phần s tham gia, thì nguyên lý bât định đòi 
hỏi giuyu < B, trong đó ụ = 3 my là khôi lượng rút gọn của hai nguyên tử, 
vr = Vị — vạ là vận tộc chuyển động tương đôi của hai nguyên tử với các vận 
tỐc tương Ứng vị. vạ. a = 4À. Khi đạt tới trạng thái cân băng thì, 


với k là hằng số Boltzmann và 7 là nhiệt độ tuyệt đối. Giá trị bình phương 
trung bình của vận tốc tương đổi ø„ là 


„x. 7T 
(s2) =((vi-v;)?)= (r 1 uệ — 2Vị :Vạ) = 2(,2) = hở : 
trưy 
vì khi lầy trung bình vị :vạ = 0, (u?) = (02) = (02). Do đó 
J6kT 
/auy ® đc coi Kickh <Sh, 
2 Tiup 
nghĩa là, 
va 2h? ï 1 2x(6,58x107!8?  /3x 10109? 1 
3uyc) Xa? k— — 3x 938 x 108 4x10 38/ 8,62 x10-Š 
=2°K. 


Như vậy, ở nhiệt độ thông thường thì tán xạ của các sóng riêng phân khác 
cũng cần được tính đến. 


6003 


Một hạt phi tương đối tính có khôi lượng ø¡ và năng lượng £ tán xạ theo 
các quy luật của cø học lượng tử lên một thê xuyên tâm V(z) được cho bởi 
công thức sau 


Vự) = 2— Ướ), Ư() = 2Í ` ). 


TH cosh Àr 
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trong đó À là một tham số. Thê tương tác của hạt có tỉnh chất là tiết diện tán 
xa ø(F) càng lớn khi E — 0, và phân kì tại Z = 0. Rõ ràng là khi # rât nhỏ, 
chủ yêu sỏng s (! — 0) sẽ cho đóng góp vào tiết điện tán xạ. Vì vậy với / nhỏ 
ta chỉ cẦn tính biên độ sóng riêng phần ¡ = 0. Hãy tỉnh tiết điện tán xạ toàn 
phần của hạt, biết rằng phương trình 


đệ 


Ta + A6 = UÚ)ó, 


với A là hằng số đương, có nghiệm rổng quát là 


= a(À tanh Àr — ik)€“ + ởJ(Atanh Ar + ik)e Ì 


trong đó k = v4 còn œ và ở là các bằng số. Lưu ý rằng tanh+ = #—ÊS“ và 
tỉnh ø() với #` — 0. 

(CUS) 
Lồi giải: 


Sóng riêng phần s là đối xứng câu và phương trình của nó là 


#8" 1 ủ P> : 
2m rẻ dr (“š -2)) + am U40) = P60). 
Kihiệu f{r) = ¿(z) r, phương trình trên trở thành 
3 h 
#0) + 15 |E~ ay | Ru)=0, 
2m 


hay 
2mE 
h2 


Nghiệm của phương trình này là 


P”0ø)+ Rí(r) = U() RỤ). 


R(r) = a(Atanh Àr — ïk) 6!" + J(Atanh % L7kE)e— 


trong đó 
2mE 


k®= n2 


Xét khi r — 0. Vì j(0) hữu hạn, # —+ 0. Vì tanh Ar — Ar, é#* — 1, (khi r 
tiền tới Ô) ta có 


Rứ) ~ a(A?r —ik) + 3(AŸr + ik) — a(—ik) + J(k) = 0, 
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nên œ = ở, Xét giới hạn z  cc. Vi tanh Àz — 1, nên khi z — so ra CÓ 
RỤ) — a(À — ik) c P + J(A + k)e ?R 
=0Í(A—¿k) ch + (ÁX+ik}e tr] 
=ứ VÀ di (c#" TT € HE TA LW 
= @& V3? - 3eos(kr — œ} 
= 2+ V2 1 kŠ sin (tr Ỷ 5 = œ) ~ sin(kr -+L ổn) 


trong đó 
với œ; được xác định từ phương trình 


tan ơi = k/À, hay œi = tan ! k/À. 


^ TÃ -À z ` P ` 
Do vậy, tiết diện rán xa toàn phần là 


Khi năng lượng thập, E+0,k0.ơưi >0,nên 


_ 4x _ 2nR 
CHỢ K2” EU 
6004 


Một hạt có khôi lượng ;ø tương tác với một thế đối xứng câu trong không 
gian ba chiều có đạng V(r) = --Cỏ(|r| — a). Nói cách khác, thể là một hàm 
delta, luôn bằng 0 chỉ trừ khi hạt cách tâm thế một khoảng đúng bằng “4a”. (Ở 
đây Œ là một hằng số đương). 


` .z. . kả 3 H x7 v . /3 NHÀ H 
(a) Tìm giá rri nhỏ nhất của hằng số © để có thế tồn tại trạng thái liên kêt. 
(b) Xét một thí nghiệm về tán xạ trong đó hạt tiễn tới thế với vận tốc nhỏ. 
Trong trường hợp này, tiết điện tán xạ bằng bao nhiêu? Phân bỗ góc sẽ như 
thê nào? 
(Princeton) 
Lồi giải: 
(a) Giả sử hàm riêng của một trạng thái liên kết của hệ một hạt có dạng 


0Œ) = Rữ) Ytm(6, 2) 
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Khi đó, hàm sóng xuyên tâm R(r) thoả mãn phương trình 


2 
P8 “+ <=Rr+ |) “+ —pz9(Ir| =4 — 
' 


2 /(f+ 1 
muC ( vi ) R=U. q) 
ï 
trong đó k = v/~2m/h7, Chú ý rằng £ < 0 đối với trạng thái liên kết. Nếu 
r # ¡, phương trình trên sẽ là phương trình Bessel câu với biến ảo. Với + < ø, 
nghiệm hưu hạn tại z = 0 là 


Rứr) = Akjkr), 


trong đó j¿ là hàm cầu Bessel loại một bậc /. Với ; > a nghiệm hữu hạn khi 
” — > là 
R(r) = D,hf (ikr), 


trong đó hị ' là hàm câu Bessel loại 3 (hàm Hankel) bậc /. Vì hàm sóng liên 
tục tại z = ø nên 


Aej(ika) = Behi)(ika). 
Lây tích phân phương trình (1) từ ¿ — e đến ¿ + =, trong đó z là một SỐ 
dương nhỏ, sau đó cho e — 0, ta được 
R{u+0)—- R(a—0)= -Œ/R(u), (2) 


trong đó 
2uC 


s_-. 


Giả sử có ít nhật một trạng thái liên kết. Xét trạng thái cơ bản ! = 0. Với 
trạng thái này ta có 


4/o(Ikr) = 40000) : r<ú, 
h vrÌ In : 
() gi De 
Bh†(ikr) = 0T „h >ữØ. 


Lây đạo hàm của #(z) và cho z — a, ta thu được 


—ka 
P(a+0)= ạ : — (+2) ' 


kẽ 


(a0) = Â ị cosh (Ma) — =—— | 


ú a2 
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Thay những biểu thức trên vào phương trình (2) ta được 


2ku 


l= c—2ka 4 


uÉU = 


VWuz+>0,z>1—=ec”!, nnaC”? 3 lvà 


h2 


2d ` 


min = lứa. hay Chin = 


Đây là giá trị nhỏ nhất của Œ để tổn tại trạng thái liên kết. 

(b) Ta sử dụng phương pháp sóng riêng phần. Khi hạt tới thê với vận tốc 
nhỏ, chỉ có sóng riêng phần với ý = 0 là có vai trò quan trọng. Phương trình 
tương ứng cho hàm sóng xuyên tâm là 


2nŒ 
P2 


Ph+ÈRP+ Ễ + Shhes ø)| 8: 
ạ 
Đặt R() = ve()/r phương trình trên trở thành 
xo + lứ +———ô( - 9) xo= 0. (3) 


Nghiệm hữu hạn khi z — 0 và r — œ của phương trình này là 


Asìn kr, „<0, 
xu) = : : 
sm(kr +ồn), r>a. 


Do \a(7) liên rục tại ; — ¿ nên ta có 
Asin kø = sin(ku + ấu)... 


Lây tích phân phương trình từ ¿ — ‹ đến ¿ + c ta thu được 


2n 
vi(a le) — Xe — €) =— TT” xa(4). 
Thay vào biểu thức của vọ(z), ta được 
ka ku 2mŒu 


tan(u + ổn) _ tan ku - h^ 
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Khi k -› 0, phương trình trên trỏ thành 


kú _—_ 2mÈa 
tan o „ h? ` 
hay 
 . 
h2 1228 2maC' ` 
Nha 
nghĩa là, 
È k 
sin ðo = Ế = 


là 2mmafŒY ` 
: 2maƠ$7 cu 
puế+ (to TH”) (: lộ ) 


Chú ý rằng, với vận tốc nhỏ thì chỉ cân xét sóng s ( = 0) và tiết điện tán 
xạ vi phân đơn giản là 


\ —2 
JSC 8128 J2 Ệ = TT) 


h2 


và không phụ thuộc vào góc. Vì vậy, sự phân bỏ góc là đẳng hướng. 


6005 

(a) Tìm độ dịch pha của sóng s như là một hàm của số sóng *k, với một thế 
đấy đôi xứng cầu có giá trị vô cùng lớn bên trong vùng bán kính ;o, và bằng 
không ở ngoài vùng bán kính rọ. 

(b) Hãy biện luận vẻ sự biến thiên của độ dịch pha của các sóng riêng phẳẩn 
bậc cao bøơn khi k — 0. 

(Wisconsin)} 

Lời giải: 

(a) Đây là một bài toán tán xạ điển hình mà ta có thể giải một cách để 
đàng bằng phương pháp sóng riêng phản. Thế tương tác được biểu diễn dưới 


h 
3{- BT...CHLƯỢNG TỪ 
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dạng 
©O, 7 <70, 
Vự)= 
Ũ,_ r>7a. 


` , ^ r1 7 2A À ` 
Hàm sóng xuyên tâm của sóng riêng phân # là 


0, ƒ^€'#&¿ 
| r' <SrTọ (2) 


l(kr) = 
2/(kr) cos ôẹ — mạ(kr) sinỗp, r > rọ. 


ở đây 7¿ và n¿ là các hàm cầu Bessel và hàm cầu Neumann bậc /. Các hàm này 
có các đạng tiệm cận 
. #—Ẳœ= 1 ` 
3£(z) —— ~ sìn(z — £m/2), 
xU 


nẹ(#) — — cos(z — #x/2). 


Do vậy, với r > rọ ta có 
kr no _. LÃiy 
R;¿(Œr) —— sim | kr — =: +ổ;}. 
Độ dịch pha ð; có thể được xác định từ tính chất liên tục của hàm sóng tại 
 = rụ. Đặt krọ = +, điều kiện liên tục của hàm sóng là 


R;(z) = jz(x) cos ðy — nạ(+x) sìn ỗạ = 0 


SUY Ta 
J;(+) 


n(+)ˆ 


tan ổẹ = 


Trong giới hạn năng lượng thập z — 0, các hàm đó có dạng tiệm cận 


J@) (2+ 11" 


z—0 (2/— 1)" 
HN Na. 


do đó 


„2£+1 


7(+) z0 
[(2# — 1)!]? (2+1) ` 


Lý thuyết tán xạ và các chuyển đời lượng tử 477 


Vì thể độ dịch pha của sóng s (£ = 0) là 
tan ôg = —+# = —kro. 


+ $8 ý 
Đại lượng này cho đóng góp hữu hạn vào quá trình tán xạ với tiết điện tán 
xa toàn phần tương ứng là 


4m 4m 
Øy = —> sin? ño mì => Ôộ z 4nr§. 


k2 


z ` HH Z ^ ¬ -A N h Z 4 Á À cự 
Sự tần xạ là đôi xứng cầu và tiết điện tán xạ toàn phân lớn gập bôn lần giá 

H x? m 
trị cổ điển xr2. 


(b) Xét giới hạn năng lượng thấp k -› 0. Vì 


„2/r1 
[2£ 1H(3+1) ` 
nên ô; giảm rât nhanh khi ý tăng. Tất cả các độ dịch pha đều bằng 0 khi k — 0, 
trừ trường hợp sóng riêng phẩn với / = 0. Do vậy, sóng s chiêm ưu thế trong 
quá trình tán xạ ở năng lượng thấp. Về phương diện vật lý, các hạt với các sóng 
riêng phần bậc cao ở xa tâm của thế tương tác hơn, do đó ảnh hưởng của thế 
tương tác lên các hạt đó nhỏ hơn, dẫn đến |ð;| nhỏ hơn. 


tan ổẹ 2 — 


6006 
Một hạt có khỗi lượng m bị tán xạ bởi một thê xuyên tâm 
'H8 1 
V(r)= 
tê vẽ th cosh?(r/a) ` 


trong đó z là một hằng số. Biết rằng phương trình 


đụ 

—5+kˆ+ =0 

dx2 VỦ ch.” 
có các nghiệm g = e#**? (tanh z + ¿k), hãy tính đóng góp của sóng s vào tiết 
diện tán xạ roàn phần ở năng lượng E. (MIT) 


Lời giải: 
Đặt xo(r) = rR(r) ta có phương trình Schrödinger cho hàm sóng xuyên 

tầm của sóng s (£= 0) 
đ?xo() „ 2m |£ h2 } | 


_ =0 
W ` TP ma2 cosh2(r cosh2(r/a) | X0 xaf} = 0 
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Kí hiệu z = r/øœ, (+) = vo{r) và k= V2, phương trình trên trở thành 


2 


cosh2(+) 


đ®w(2) 
d+x2 


+k^a^u(+) + (+) =0. 


Phương trình này có nghiệm ự = c**%*(tanh r + iuk). Dể R hữu hạn khi 
r= ÔO ta đòi hỏi (0) = 0. Nghiệm thoả mãn điều kiện này có dạng 


v(z) = e!9È#(tạnh +œ — ¿ak) + e_!*“*#(tanh r + jøk) 


= 2cos(ak+z) tanh z + 24k sin(akz), 


Xo(r) = 2cos(kr) tanh (=) L 2äk sìn(kr). 
a 


 aaxtft-./18xitVÊy HÀ TT 77.272 
1 dy œkˆ cos(kr) — Èk sin(kr) tanh (Ƒ) + : cos(kzr) sech () 


Xxo (tử äak sin(kr) + cos(kr) tanh () 
d 
vớ, ak? eos(kr) — k sin(kr) œk cot (kr) — 1 
œk sin(kr) +cos(r) — — cot(kr) +ok ` 


Mặt khác nêu viết xo dưới dạng 


xo(r) = sin(kz + ão), 


thì do : n § 
l sờ ( đế 
TU 0110p lay f0 403 cu VC BÓC Í DEA0 coỦ 
xu đr cot(kr) + cot ổn 
nên ta có 
cot ổn = øk, 
hay là 
đc, 1 
bã ng, 


Vậy đóng góp của sóng s vào tiết điện tán xạ toàn phần là 


To na, — 4T 1 2xhˆ2 1 
—=.Ăi = = 5 . 
k2 0 k2 1+ g2k? rr.k; TH 2am F2 


h2 


Ơ;= 
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6007 


Một hạt có spin bằng 0, khối lượng zr, năng lượng E tán xạ với góc Ø trên 
một hồ thê hút dạng chữ nhật V(z) 


—E§8. <zr<a, Va>0, 
V{(r)= 


0, r>ủ. 


(a) Thiết lập mỗi liên hệ giữa các tham SỐ Vậ, da, r và các hằng số vật 
lý sao cho tiết diện tán xa bằng 0 khi năng lượng bằng 0. Kết quả sẽ là một 
phương trình siêu việt xác định, song không cần phải giải ra số cụ thể. Với các 
hằng số thoả mãn điều kiện đầu bài, khi E — 0, thì tiết điện tán xạ vi phân sẽ 
có dạng sau 

8ơ À : 
DI SÀ E^F(cos 0). 

(b) Xác định giá trị bằng số của số mũ A. 

(c) Hàm phân bố góc F(cos Ø) là một đa thức đối với biến số cos 0. Luỹ 
thừa lớn nhật của cos đ trong đa thức này bằng bao nhiêu? 

(Princeton) 
Lời giải: 

(a) Khi năng lượng gần bằng 0, chỉ có sóng riêng phân với / = 0 có vai trò 
quan trọng. Viết hàm sóng xuyên tâm dưới đạng #(z) = x(z)/r, thì x(z) phải 
thoả mãn phương trình 


XE x0. Hộ 
v + Ty (E + 16) v =0, Ũ<r<ứử 

VỚI k= V?, K—= v> t9), Phương trình trên có các nghiệm 
xí) = sm(kr + ôa). r>a, 


xữ}= Asin(K?), 0<r<ø. 
Vì cả x(r) và v'(r) đều liên tục tại z = ơ, nên 


sin(kø + ổa) = A sin(Ka), 
k cos(ka + ôo) = KA cos(Ku), 
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hay 
K tan(ka + àg) = k tan(Ka), 
và do vậy 
ổa = tan Ì ho tan(Ka)| —k 
0= K ạ ạ. 
Khi P0 
2m: 
k-+0, K — kạ = TẾ 
cho nên 
.. | h 
kọ 


Để tiết điện tán xạ toàn phần bằng 0 khi E = 0, thì 


4 
= sin? ốp — 4a? 


tan(koa) _ Ï ki 


kua 


hay 


tan(koa) = kna, 


nghĩa là, 


ũ, 


V2mVW V2m:Vn 
tan gÌ= 
h h 
đây chính là phương trình siêu việt mà các tham số Vọ, ø, r và hằng số vật lý 
1, phải thoả mãn. 

(b) & (c) Khi k — 0, sóng riêng phần với £ = 0 vẫn cho đóng góp rất quan 

trọng vào tiết diện tán xạ vi phân, mặc đù đóng góp đó cũng tiễn dẫn tói 0. 
Khai triển tan( Ku) thành chuỗi Taylor theo k, ta có 


k 
tan(Ka) = tan(ø (k2 + kệ) = tan(koa) + Ea 4 
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Bỏ qua các số hạng bậc cao hơn k2, ta thu được 


ốp = tan”! lự tan(Ku | — ka 


k k? k?a 
ky lan: #0140 | lbal(Euu se ==|jø 
dc Ír ( 3g) [an 6Ó) 5PENG mail} sẽ 


k k k3a 
~ ¬. kạa) — —= tan(k —————›`_-k 
tan t tan(ko4) 5 an(koa) + 2hệ cos2(Eod) a 


k*a kŠu 
bar ko 0= 'SẺ 
En | l Đhg 2k. ¬aJ E 
kŠ*u k*u - kỶa3* 


2® ———-—-——— — ——> — 


Vì thể tiết điện tán xạ ví phân trên đơn vị góc khôi coi như đẳng hướng và 
tỉ lệ với E2? khi E —› 0. Để tìm đóng góp của sóng riêng phần với ý = I, ta xét 
phương trình của sóng xuyên tâm tương ứng 


1d (;yd 2 : 
cất +R)+ (« -a) R= 0 lÈ < a), 


1 đ "KHÍ 2 _ 
xứ „R)+ ( z) R= 0 (r>œ). 


Nghiệm của phương trình này có dạng hàm câu Bessel bậc nhất /¡(p) = 
S”ìu2 — coS/Ø hay 
P 1D 


sin(Kr)  cos(Kz) - 
VU NV 2 Là áo. 
sin(kr +ổi) — cos(kr +ối) 
#6 in vn dc, 
(kr}? kr Tu h 


Hì = 
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z ,A ki ` Là ` ` Fì H 7 . 
Tính liên tục của hàm sóng #¡ và đạo hàm bậc nhật của z2 tại r = a cho 
ta 


(Ka) Ka 
sin Kø = Á sin(ka +ổn). 


sin Xa coa Ka _ sin(ka + ôi) - cøs(kø + ấ) 
= (ku)? kú ' 


Lây tỉ số của hai phương trình ta được k?[L ~ Kø cot(Ku)| = K?[L~ 
ka cot(ka + ð\)|, hay 


tan (ka + ỗt) = ka |'+m- “.. 
= ka + O(kŠ), 
bởi vì "- 
K = t/k2 + kệ > kọ l HnU) : 
Suy ra 


ỗi = tan” Ì[kø + O(kŸ)] — ka = —a (ka)” + O(kŸ) = O(£`). 
Vì thê đóng góp vào Ÿ# là 
sã sin2 ổ; cos2Ø, 


cũng tỉ lệ với k1. Tương tự, với ¿ = 2, 


3 1 : ` 3Ẵcos(Kr) _ 
Ra — le - Kr| nữ) - #8 ph 0<rce 
3 1 . = cos(kr + ôa) 
lng — | mmán táo - TH 


Tính liên tục của # và (zR¿)' tại r = a cho ra 


k2 ltan(ka + ð;) — ka]| — [3 — (koø)?] tan(ka + ða) — 3ka 
K? |kan(a¿) — Kal [3 — (Ku)2?] tan(Ka) — 3Ka 


Đặt  = tan(k¿ + ôz) — ka. Phương trình trên trở thành 


3 " ¬......) 


(Ea) ka — bK?(1+ O(2)) ` 
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trong đó 
. 
2cos2(koø) — kọ ` 
Do vậy 
: 1 
3 1 1 
“ốc no° 
TU ?00)77 188106 
_ 1 
— 8 (ka) (ka} : 
(ha) l- ĩ + ma + O(# ) 
" (kơ)3 (ku)? — (ka)3 4 
3 1+ P TIÊN O(Rˆ`) 
(ka}® (kd)Š 
= TT —+O(S 
TNULAES +O(k*) 
và 


ðy = Lan” Ì(ụ + ka) — ka 
~ụ= Ó(). 


H ry z › z z ` À ST ` dơ - 1A 4+ 1.4 
_Vì thê đóng góp của các sóng riêng phân với / = 2 vào 35 cũng tỉ lệ với k . 
Điều này đúng với mọi / khi J2 — 0. Do vậy 


2 


: =a) 
= =l/(0 = m » (21+ 1) c!#! sin ð,P2(cos 8) 
¡=0 
— k†F(cosØ) ~ E?F(cos 9), 


t0 


với sô mũ của ÿ là À = 2. Luỹ thừa bậc cao nhất của cos Ø trong hàm phân bỗ 
góc cũng bằng 2 vì các sóng chủ yêu bao gồm các sóng riêng phản với ý = 0 
và £ = 1, 


6008 
Thể dạng vỏ trong phương trình Schrödinger 3 chiều là 


V{r} = œỗ(r — ro}. 
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(a) Tìm hàm sóng của trạng thái s (¡ = 0) có E > 0. Đưa ra biểu thức xác 
định độ dịch pha ð. Với hk = V2 hãy chỉ ra rằng trong giới hạn k — 0, 
ô — Ak, trong đó 4A là một hằng số (gọi là độ dài tán xạ). Biểu diễn 4 qua œ 
Vâ 7Q. 

(b) Có thể có bao nhiêu trạng thái liên kết với ¡ = 0 và sự tổn tại của chúng 
phụ thuộc vào œ như thê nào? (Có thể chứng minh bằng hình học) 

(c) Độ dài tán xạ A bằng bao nhiêu nếu có một trạng thái liên kết khi 
E = 0? Mô tả sự biến thiên của A khi œ thay đổi từ đẩy (œ > 0) thành hút và 
sau đó khi œ trở nên đủ âm để có trạng thái liên kết. Khoảng biến thiên của 
A có khác so với khoảng biên thiên của œ không? Vẽ đỗ thị của A như là một 
hàm của ơ. 

(MIT) 


Lời giải: 
(a) Phương trình Schrödinger cho phần hàm sóng xuyên tâm với £ = 0 là 


h2 1 ôÔ 3 
“mà dị ( x9) úU EU VEHÙMI 
VỚI ý = u/r, V{r) = œỗ(r — rọ) phương trình trên trỏ thành 
2 
TT u”+ oỗ(r — rụ)ìk = EHh, 


nghĩa là, 
H” — 0ẫ(r — rạ)u = —k°u, () 


2,mœ 2m. 
bÙ= x k= tj no. 


trong đó 


Nghiệm của phương trình thỏa mãn điều kiện u = 0 khi z = 0 và  = hữu 
hạn khi rz  oo là 


sin kz, r <Tn, 
øa sin(kr +ỗ), r >7g. 
Lẫây tích phân phương trình (1) từ ro — £ đến rạụ + e và cho e —¬ 0 ta thu 
được 
M(ro+)— w(ra—) = 8uữa)- 
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z LA - ` L-A rA ^ Ẩ Á 
Tính liên tục của tại z = ro và điều kiện trên dân đến 
gìn krg = ø sin(kro + ô), 


: sin krọ = ø cos(kro + ô) — cos krọ. 


Vì thế 
2(c:„2 2 2 TIẾP ữ .a 
øˆ[sìn“(kre + ô) + cosˆ(kro + ô)| =ư =1+ xm 2kro + xz sin kra, 
tan(kro + ð) = =.... Ề (2) 
1+ ta tan krg 


Đây là những phương trình xác định ¿ và độ dịch pha á. Trong trường hợp giới 
hạn k — 0, phương trình trên trả thành 


kro + tan ô Ö kro 
1— krọ tan ô = 1+ đa : 
hay 
r2 
tan ỗ Z————k, 
. 1+ đrọ 


nêu ta bỏ qua O(#2). Từ đây, khi & — 0, ta có tan ổ —¬ 0 nên 


ð— TT = Ak, 
1 =—— 
Ỹ đra 
trong đó 

cử 

là == = 

h2 

2mmơrg 


là độ dài tán xạ. 
(b) Với trạng thái liên kết, E < 0 và phương trình (1) có thể được viết dưới 
đạng 


#” — đê(r - rọ)  = khu 


đc 2mœ X6 — HE 


h2 `) h2 
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Nghiệm của phương trình thỏa mãn điều kiện u = 0 tại z = U và „ = hữu 
hạn khi ; — > có dạng 


kr 


sinh kr,  r <7-a, 
hH= : 
úc § r>” nọ. 


Điều kiện liên tục của hàm sóng, tương tự như trong phần (a), cho ta 


PB krọ = œe r0, 
u= 


duc —*'o9 = —gke—Ÿfo — kcosh krọ. 
Khử ø¿, ta thu được 
(Ở-+ k) sinh kro = —Èk cosh kra, 


hay 


T.. 1+ 2Kro 


dJrọ l 


2K? 


-Bm 
Hình 6.1 


Với các trạng thái liên kết thì # < 0. Trong khoảng giữa E = —oc và Ƒ = 0, 
hoặc giữa 2kro = %o và 2kro = 0, có một giao điểm giữa các đường cong ( 
 = e”9 và (II) ụ = 1+ #4 nêu —1 < g}-— < 0, như được thể hiện trong 
Hình 6.1. Vì vậy nêu điều kiện này được thoả mãn sẽ có mộ: trạng thái liên 
kết với £ = 0. Điều kiện này đòi hỏi 

-Ù? —ñJˆ 


2mlolro ` 2mro 
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(c) Trong phân (a) ta đã tính được 


ñ a5 C20 6y ai . 
lrđp I+ 
7o 2mraœ 
Sự biến thiên của 4 được thể hiện trong Hình 6.2, trong đó ta thây rằng 
^ T.. 
khi z= 0, A4 = Ô0; khi œ = œo ~  -...¬ +. 41 = —rọ. VỚI 


E ¬ +0, có một trạng thái liên kết xuất hiện khi z = 0. Với năng lượng này 
œ — ứo, Ô — +7r/2 và Ả -~ œ, 


~=—— liên kết 


không hiên kết ——>> 


Hình 6.2 
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Hạt nhân Š*Be không bền vững với quá trình phân rã thành 2 hạt ø, nhưng 
các thí nghiệm vẻ phản ứng hạt nhân đã xác định hai mức năng lượng không 
bên thập nhất là 7 = 0, trạng thái chẵn, ~- 95 keV trên mức phân rã và J = 2, 
trạng thái chẵn, ~‹ 3 MeV trên mức phân rã. 

Xét xem sự tổn tại của các mức nói trên ảnh hưởng đến quá trình tắn xạ 
của hạt œ với khí hêli như thế nào, cụ thể hãy 


(a) Viết hàm sóng cho quá trình tán xạ đàn tính, trong khai triển song 
riêng phân, khi r — oœc. 


(b) Mô tả định tính sự biến thiên của các độ dịch pha liên quan như các 
hàm của năng lượng trong lân cận của môi mức. 
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(c) Sự biến thiên này ảnh hưởng như thế nào đến phân bố góc của các hạt 


(Chicago) 
Lời giải: 

(a) Spin của hạt œ bằng 0, vì vậy hệ hai hạt œ (các hạt đồng nhất) tuân 
theo thông kê Bose-Einstein và số lượng tử ¿ của mômen xung lượng tương 
đối phải là một số chẵn. Có hai độ dịch pha có tính cộng được: 6£ do tương 
tác Coulomb gây ra và 6Ÿ đo lực hạt nhân. Vì thể khi z — eo, hàm sóng là 


= 3; (21+1)/expli(6ƒ + ð*)|(r)} 


¡=0,24.... 


Ị › 
x sìn (« = = +ất +ô* -+In 2tr) Đ,(cos 0), 


trong đó k là số sóng trong hệ quy chiếu khôi tâm, + = (2e)?/hư;. 

(b) Khi năng lượng tăng đến một BIÁ trị nào đó, ð¿' cũng tăng lên từ giá 
trị 0 do rác dụng của lực hạt nhân. Gụ thể là khí năng lượng gần với một mức 
năng lượng không bền của hạt nhân ¡tổng hợp với ¿ xác định, tât cả các độ địch 
pha ðŸ gân giá trị r đều thay đổi rất nhanh. Đối với ÊBe, điều này xây ra khi 
! = 0 với năng lượng xấp xỉ 95 keV, và khi / — 2 với năng lượng xấp xỉ 3 MeV 


Một cách tổng quát, nếu năng lượng thấp hơn thế năng Coulomb, có thể 
bỏ qua lực hạt nhân. Trong trường hợp đó độ dịch pha ðjÝ gắn bằng 0 hay ri. 

(e) Để thấy được ảnh hưởng của lực hạt nhân lên phân bỗ góc, ta viết lại 
khai triển sóng riêng phần như sau 


) (2+ 1)# exp(/ðF ) (kr)"1 {«n ứ — lở 


I=0,8/4,... 


` :'êN c^ 
~+In 5tr + ấỆ) + (SEẺN?—1) cxp|i(kr— E 


—+yÌn 2kr + ø£) |) Đ.(cos 6), 


trong đó số hạng thứ nhất trong dẫu ngoặc lớn là hàm sóng tán xạ Coulomb, 
không bị ảnh hưởng bởi lực hạt nhân. Ta lẫy tổng của số hạng này theo các 
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giá trị của £ và thu được 
exp i{kr cos Ø — + In[kz(1 — eos6)) + ð'} — +(kr)~1 
x exp í{&r cosØ — + In(kr) + đƒ} 


1 8¬ In (1 — eos 8)] 1 exp[—#y lnh(1 + cos 8)] ) 


5 l1—cos8 l1 +cosô 


Hai số hạng trong dấu ngoặc lớn trên đây xuất hiện do tính đồng nhất của 
hai hạt nhân He*?. Điều này nói chung không xảy ra trong tán xạ Rutheford. 
Số hạng thứ hai trong trong dẫu ngoặc lớn trong khai triển của ¿ là do lực hạt 
nhân cản trở tán xạ Coulomb, Nhưng hiệu ứng này rất nhỏ khi Ẩn xâp xỈ nm. 
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Xét bài toán tán xạ trong cơ học lượng tử có cả kênh tán xa không đàn 
tính. Giả sử ta có thể viết khai triển sóng riêng phần của biên độ tán xạ cho 
kênh tán xạ đàn tính đưới dạng 


kai 2 iỗp — 
ˆ ?ụ€ 1 
ƒ(Œ.0)= 3” (21+ 1) SG 


/—~0 


Đ(cos 8), 


trong đó ð;(k) and ;;(k) là các đại lượng thực với 0 < ?„ < 1, số sóng được kí 
hiệu là &, còn 0 là góc tán xạ. Với một sóng riêng phân cho trước, hãy tìm giới 


an đưới và giới hạn trên cho tiết điện tán xạ đàn tính ch TT. biểu diễn qua 
tiết điện tán xạ không đàn tính (Re đàn tính" 
(Chícago) 
Lồi giải: 
Vì hệ 
Zện tính TP T ó *(AI HP 1) | 1— mục Ệ ' 
t 2 ¡ 
không đàn tịnh = 7 Ä 2(21 + 1) (1 — net), 

trong đó 

AXx?— Kế . 

2m k` 
nên ta có n. 
4) |l—iwe“°l?  œ 


đàntính + _ |me225:|2 thông đàn tỉnh ` 
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Vì rụ, ố; là các số thực và 0 < z„ < 1, ta thu được 


(1 )? ca E= nụe?S 2 —_ (1+ m2 


1— tỷ — 1=lipe*22 — 1— TIƑ l 
hay là 
(1T) ụ (D (1+1) 
“TT L3_ không dàn tỉnh S dàn tính Š TT T2” thông đản tỉnh - 
1 5 1L — tr bị 
Vậy là giỏi hạn trên và giới hạn dưới của TIẾN tính tương ứng là 
+”)? @ và rm)” „i0 
JậC HC thông dàn tỉnh 1—zÿ không đàn tính ' 
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Một electron chậm với số sóng k bị tán xạ bởi một nguyên tử trung hoà với 
bán kính hiệu dụng (lớn nhât) F, sao cho kh <« 1. 


(a) Giả thiết rằng thê tương tác electron - nguyên tử đã biết, hãy giải thích 
độ dịch pha ỏ liên hệ như thể nào với nghiệm của phương trình Schrödinger. 

(b) Đưa ra biểu thức cho tiết điện tán xạ vỉ phân theo ô và k. (Nếu không 
nhó công thức, hãy cô gắng suy đoán đựa vào lập luận vẻ thứ nguyên). 

(c) Dựa vào đỗ thị của nghiệm phương trình Schrödinger, hãy giải thích 
tại sao một thê hút đơn thuần và không bao giờ bằng 0 lại có thể không gây 
ra tán xạ đôi với một giá trị nào đỏ của k, 

(d) Vẫn dựa vào giản đồ, hãy giải thích tại sao một thế hút trong khoảng 
cách ngắn và là thê đẩy ở khoảng cách lớn lại có thể gây ra tán xạ cộng hưởng 
gần một giả trị k xác định. 

(e) Giá trị cực đại của tiết diện tán xạ toàn phần ở tâm của cộng hưởng là 
bao nhiêu? 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Ta chỉ cần xét sóng riêng phần s khi k < 1. Nghiệm của phương trình 

Schrödinger có dạng tiệm cận khi r — œ như sau 


" sìn (kr + ð} 
kr ' 
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Độ dịch pha ð do vậy có mỗi liên hệ với nghiệm của phương trình 
Schrödinger. 


(b) Tiết diện tán xạ vi phân được cho bởi công thức 


sin? ð 


(c) Độ dịch pha ố trong trường hợp tổng quát là một hàm của sẽ sóng k. 
Khi ổ = /z, ơ(0) = 0, ố¿ = 0 không có tán xạ xảy ra. Nghiệm tiệm cận của 
phương trình Schrödinger với £ = 0 được thể hiện trên Hình 6.3(a) 


V(rì 


sin#r sintkrxwl 


(4) (h) 
Hình 6.3 


(d) Xét hỗ thê có dạng như trong Hình 6.3(b). Nếu năng lượng của hạt 
tối xắp xỉ một trị riêng của hồ thế (trạng thái liên kết), hàm sóng của hạt bên 
trong hỗ thế sẽ liên kết chặt chẽ với hàm sóng ở bên ngoài hỗ thế và hàm sóng 
trong hồ thế sẽ có biên độ lớn, dẫn đến tán xạ cộng hưởng. 

(e) Giá trị lớn nhất của tiết điện tán xạ toàn phân ở tâm của đỉnh cộng 
hưởng là 4z, trong đó ÑR là bán kính tác đụng của lực tương tác. 


6012 
Với một hỗ thế hút chữ nhật (V = —Vạ, z < ø; V = 0,r > ø) hãy tìm 
“phương trình tương thích” ứng với một giá trị năng lượng đương đề xác định 
sự phụ thuộc vào năng lượng của độ địch pha ốo với ý = 0. Từ đó, chỉ ra răng 
với năng lượng cao, ổ(k) — “z2, đồng thời thu lại kết quả này trong gần 
đúng Born. 
(WGconsin) 
Lời giải: 
Dặt x = rñ. Với sóng riêng phần # = 0, phương trình Schrödinger trở 
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thành 
„ 2 ⁄2 2 Vọ 
x"+kx=0, k“=k l† ,„ “”<d, 
x“+k?x=0, “.. ">a 
Nghiệm của phương trình này là 
sin(kr) r<d, 
X = 
Ä sim (kr+ỗp), rờ>a. 


Điều kiện liên tục 
(In x}];-a- = (In xỲ|z=¿+ 
cho ta một phương trình để xác định ốo 
k' tan (Ea + ôg) = k tan (kia). 
Vì 


W 2mm 
k2 = k? ( # #) và - k?—= 
E h2 ` 
khi k — œ, kˆ ¬ k. Do đó 


ỗg = arctan l tan(E.) — ka + (k'—k)a khi k — œ. 


Vì thể khi cho k — oo ta được 


ẩ k2 — k? kW ra Vọ 
— na =..=.a l5 = £ 
h k'+k 2E F2k 


Biểu thức của độ dịch pha với ! = 0 trong gần đúng Born là 


1 si 2rmmkVWg ƒ* sin? kr 
2 2 Ũ 
r9 ¡ V{r) jấ(kr) rẺ dr = R2 } ——s— đr 


1 
= ru |‹s =5 sn(26a)| : 


Từ đây ta có 
Tu Vou 


_- 
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khi k — oo, điều này hoàn toàn phù hợp với kết quả tính toán với sóng riêng 
phân ở trên. 
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Tính tiết điện tán xạ của một hạt năng lượng thấp lên một thế cho bởi 
V = —Vy với r < u, V = 0 với z > a. So sánh với kết quả thu được trong gần 
đúng Born. 


(Golumbia} 
Lời giải: 


Phương trình Schrödinger cho hàm sóng xuyên tâm có thể viết dưới dạng 


x/(r)+ l, = = xÍ{r)=0, r>a, 


xf@ + |? ~ ST ĐÌšuứ) =0, r«a, 


trong đồ x =rR(r), 


k2 ., 2m(E + Vị) 


2 
k T = ¿ 


Sóng riêng phân s cho đóng góp chủ yếu trong quá trình tán xạ ở năng 
lượng thấp. Vì thế, với ý = 0 phương trình trên trở thành 


x/()+k?x(r)=0, r>a, 
x/() +k”?x(r)=0, r<a, 


Nghiệm của nó là 
A sin(kr), T<d, 
xír)=€ _ 
sin(kr +ổg), rT>a. 


Điều kiện liên tục của hàm sóng (In x;)'|„-¿- = (In x¿)'|;-„+ cho ta 
k tan(kÍa) = k' tan(ka + ỗa), 
hay 
đg = arctan l tan ) — ka. 
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Tại vùng năng lượng thấp 


2mmVW 
k—v0, — kọ = Vỹ Tà 


biểu thức trên trở thành 
tan (kpa) Ì 


ỗo % ku F2 


Do vậy, tiết điện tán xạ toàn phân là 


4T. tan(koa} : 
LS— ” sỉn? ổo Tủ = 4nu? |“ - L 


Nếu kọu < 1, 


2 
a <4naˆ họu (koa)) - IÌ == 16xaŠzr?V(Ệ 
kọu — 3kọu 9N — 


Trong gần đúng Born, 


ƒ(0)=— bào l c-?kr Ví) cir đồ, 


2xh2 
trong đó kí, k tương ứng là các vectơ sóng tới và sóng tán xạ. Đặt q = k— kí, 
với |k'| = |k| = k đôi với tán xạ đàn tính. Khi đó ạ = 2k sin Š, trong đó ø là 
góc tán xạ. Ta thu được 
mm = 3 . .- ad! 
/()=—— V(r}rˆd l e A9 2 sin 8ˆ d8 
2mh2 0 Ũ 
ợ —S v3 ấn: ị ạ 
Su t” vn 0 0A P015 và Theo C D6 } 1 sin(gr) dừ 
h2 do ựt h ?q ủo 
— 2mV§ 


|gìn(qg¿) — #øa cos (gø)]. 


R2q3 
Do đỏ, 


rnẺ 2 
ø(0) = |/(Đ) — “Hết bin(qa) ~ qa cos(4a) ` 


Với năng lượng thấp k — 0, ¿ — 0, 


. 1 1 
sin (ga) % ga — ai (gu), — cos(qu) 1 — St (qa)?, 
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cho nên 
z(8) 4rn?V(2a8 
972 


Vậy tiết diện tán xạ toàn phân đổi với tán xạ ỏ năng lượng thấp là 


1ômrrr2V/?¿8 
= dc CÓ  g, 
ơ ; ơ(8) 9R 


Vì thế ở năng lượng thập khi k —: 0, ku << 1, hai phương pháp cho kết quả 
như nhau, 
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Trong quá trình tán xạ trên một thê V(z), hàm sóng có thể được viết đưới 

đạng một sóng phẳng di tới cộng với một sóng tán xạ đi ra  = e'*Z + u(r). 
Hãy dẫn ra phương trình vi phân cho ø(r) trong gần đúng Born bậc nhật. 

l (Wisconsin) 


Lời giải: 
Có hai cách giải bài toán này. 
Cách 1: 


Với một hạt khối lượng zr trong trường thể xuyên tâm V(z), phương trình 
Schrödinger có thể viết dưới đạng 


(V?+k?)0 = Uọ, 


trong đó 
: 3mm 2mE 
SP cải AC VI NT 


Định nghĩa hàm Green G(r — r?) như sau 
(V?+k?)G{(r ~r) = —4rô(r —r). 


Hàm thoả mãn phương trình này là 


exp(2klr — r'|) 
roi 


G(r—r)= 


* 
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và hàm thoả mãn phương trình Schrödinger có dạng 
(r) = o(f )~—+ | đư-r)U (r)ø(r)d®n'. 
Vì sóng tới là sóng phẳng e'#”, ta thay UJ(r') ý (r) bằng U(r') e'*ˆ trong 


gần đúng Bom bậc nhất 


j(r)= củˆz — _ exp[iklr —rl) U(r) củz đu, 


4m |r — | 


Vì vậy, sóng tán xa là 


tí) <: "- J exp (k|r = 7) U( Ái sói đầy. 


4z |r— TỊ 
Tác dụng toán tử (V? + k?) lên cả hai về của phương trình trên, ta thu được 


@k( - r)) 


1 /kz! 
(V? + k?)v(r) = =— ụ (V?2+k?) U(r) c*## âu! 


r—r” 


= / ñ(r —r)U (re? 4*r = U(r) e7. 


Vậy phương trình vi phân cho o(z) là 


(V? + k?) u(r) = U0) 


Cách 2: 
Viết phương trình Schrödinger cho hàm sóng xuyên tâm dưới dạng 


(V+k2) = Uụ, 


trong đó 

2mE „2m 
TH thế Í 
Thay  = e'*Z + u(r) vào phương trình trên, ta được 


k?— 


(V2+k?)c" + (V2 + k?)u (r) = Ue'*? + ø()}, 


hay 


- mm 


(V°+k?)ø(r) = Tz VỊ£“” + 0(v)], 
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bởi vì (V2 + k?) e#z = 0. Trong gần đúng Bom bậc nhất, e'#Z + ø(r) = e#**, vì 
thê phương trình ví phân cho »(z) là 


2m 


} q 
(Vˆ+k?)u(r) = n Ve*z, 
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Trong lý thuyết tán xạ lượng tử trên một thế đã cho, ta có biểu thức sau 
cho đạng tiệm cận của hàm sóng 


tk 


ở(r) —— e€#7 + ƒ(0.ø) ; 
r—¬œ ? 

(a) Giả sử Hamiltonian bắt biến đối với phép quay, hãy đưa ra những lập 
luận để thấy rằng biên độ tán xạ ƒ không phụ thuộc vào góc ợ. 

(b) Tại sao lập luận này không thể được mỏ rộng (xét phép quay quanh 
trục bật kì) để đi đến kết luận ƒ cũng không phụ thuộc cả vào ó? 

(ec) Xem xét lại phần (b) trong trường hợp năng lượng của hạt tới 
tiến đến 0. 

(d) Tìm biểu thức biểu diễn tiết diện tán xạ qua ƒ? 

(e) Tìm biểu thức của ƒ trong gắn đúng Born bậc nhất (hãy giải thích 
mọi đại lượng được đưa ra và không cần quan tâm tới các thừa sô không thứ 
nguyên như 2 hay z). 

(Ð Với điều kiện nào gần đúng Born áp dụng tốt? 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Sóng tới «**? = ¿**#e©% ? là hàm riêng của toán tử /„, thành phần hưởng 
theo trục z của mômen góc L, vói trị riêng z„ = 0. Nếu Hamiltonian bất biên 
đôi với phép quay, mômen xung lượng được bảo toàn và sóng ra vẫn là hàm 
riêng của ?¿ vỏi trị riêng rn = 0, nghĩa là, 


Ï„ (0, #) = mmƒ(6, 2) = 0. 


Vì Íy = $ zc, điều này có nghĩa là ðƒ(9, g)/Ô„ = 0. 


(b) Vì đạng tiệm cận của hàm sóng (r) không phải là hàm riêng của /2, 
ta không thể mở rộng lập luận trên để kết luận ƒ không phụ thuộc vào đ. 
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(c) Khí năng lượng E — 0, nghĩa là, k —› 0, sóng tới chủ yêu chỉ bao gồm 
sóng riêng phần với ¡ = 0; các sóng riêng phần khác có biên độ rất nhỏ và có 
thể bỏ qua. Với những điểu kiện như vậy, tính bắt biến đôi với phép quay của 
Hamiltonian dẫn đến ƒ? bảo toàn. Khi đó sóng đi ra cũng phải là hàm riêng 
của toán tử 2 với trí riêng ¡ = 0 (một cách gần đúng). Vì 


: IS) 8 1 ở 
?2- —gô ca _— 
ủ lạ ø Ô8 (se 5) "HA s| 


1d [, „#0)| - 
Sĩ 0.0010 TAY vấp Độ 


ta có 


Bởi vì ƒ(Ø) phải là một hàm sóng với tật cả những tính chất cần thiết, nên 
đƒ(0)/d8 = 0. 


(đ) Tiết điện tán xa ví phân được cho bởi công thức 
dơ 2 


(e) Trong gần đúng Born bậc nhất, với quá trình tán xạ trong một trường 
xuyên tâm V(z”), ƒ được cho bởi 


ƒ(,œ)= = / V() exp(-iq -r) dì 
2 nen... 
= “Tân : rzV(r} sin (ar ) dị”, 
trong đó q = k— kạ, k và kọ tương ứng là xung lượng của hạt trước và sau 
tắn xa. 
(Ð Để gần đúng Bom áp dụng tốt thì thê tương tác phải nhỏ so với năng 
lượng hạt tới. 
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Xét một hạt có khôi lượng r» chuyển động một chiều và tán xạ trên thế 


(a) Chứng tỏ rằng 
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với e là một số đương vô cùng nhỏ, Œz(+) là hàm Green của hạt tự do đối với 
phương trình Schrödinger không phụ thuộc thời gian với năng lượng £# và các 
điều kiện biên của sóng đi ra. 

(b) Viết phương trình tích phân cho hàm riêng với năng lượng tương ứng 
với một sóng tới truyền theo chiều đương trục +. Sử dụng phương trình này 
để tính xác suât phần xạ trong gần đúng Born bậc nhất với thế 


Vụ. |+ a/2, 
¬ 6. lzl<8/ 
9, la|i>a/2. 


Với giá trị nào của # thì gần đúng này áp dụng tốt? 
(Buffaio) 
Lời giải: 


(a) Để giải phương trình Schrödinger một chiều không phụ thuộc thời gian 


h2 đ? 
FE]ú=Vỳ), 
tt da^2 b ) ụ \ 


ta định nghĩa hàm Green Œ;;(+) thỏa mãn phương trình sau 
h2 4 
tt dự - P) ĐHỆNhP nh vệ 
Biểu diễn Gz(z) và ó(+) qua các tích phần Fourier 
1 bu ¡ 
GŒ,(+)= — J ƒ(k) eƒ“* dk, 
2m J 


l Lx rkz 
ñz)=m— e'** ak 


rồi thay vào phương trình đỗi với Œg(+), ta thu được 


h2kˆ? 

== sp F) ƒ(k) =1, 
2mm 

hay 


J(k) = 
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Vì điểm kì đị của ƒ(*) nằm trên đường lấy tích phân và tích phân Fourier 


có thể coi như một tích phân lẫy trong mặt k phức, ta có thể thêm ¿z, trong đó 
£ là một số dương nhỏ, vào mẫu số của ƒ(k). Sau khi lẫy tích phần, ta lại cho 


ce—>0.Xét 
c*2 
GøÉ) = TN. —".. _ kh 


Tích phần có kì ái khi 


2k2 
E 1 _ =. 
(E+~+#) Nn 0, 
nghĩa là tại 
k= +k, 


trong đó 


V2m(E + :£) 
kị =———————. 
h 
Khi + > 0, tích phân trở thành một tích phân theo đường cong kín trên 
nửa mặt phẳng trên với một điểm kì đị tại kị với thăng dư 
mc†*ˆt? 


TR2k\ ì 


đi —=“_— 


Công thức tích phân Cauchy cho ta 


m 


~ kị 


GŒg(+z) = 2miai = — ca“ (x >0). 
Khi 
V2mE 


£¬ Ô, kị —* h 


Đây là giá trị của kị sẽ được sử dụng trong biểu thức của Gz(z). Tương 
tự, khi + < 0, ta có thể lây tích phân theo một đường cong kín trên nửa mặt 
phẳng dưới và thu được : 

T 


..ẽĂ. —ikiz _ 
GkỆ) = Ti € 1 (z <0). 


Ở đây ta cũng có kị = X22E, Vì thể hàm Green của hạt tự do Œg(z) biểu 
diễn sóng ra với cả + > 0 lấn ¿ <0. 
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(b) Nghiệm của phương trình Schrödinger dừng thoả mãn phương trình 
tích phân 


9g(z) = 9°(x) + Gg(+) + [V{(+)t0e(z)] 
= #0(z) + F‹ Ge(z — §) V(£) 0e(£) đỆ, 


trong đó ý9(+) là nghiệm của phương trình 


h2 42 
(:za+E) (z) =0. 


Trong sẵn đúng Bom bậc nhất ta thay ạ và ú¿ trong về phải của phương 
trình tích phân bằng hàm sóng tới và thu được 


Q@g(+) = c®**# + Ñ Gg(+ — £) V{€) £'*Ê dẹ = e'*# 
š `, Ã 1k 
ĐÚ, (CÔ ga 079 V6) e" dể 


Trong trường hợp phản xa ta cần biết (+) khi z —› —so. Với + — —oo, 
ta Có 


Ệ_ Củng te 9 VỆ RE đc =0, 


co : 2 
cay TT —¡kz 2ikE V(£3 d£ — : Tự TT Tikx 2kỆ „1 
| Củng t2 V4 = Ƒ (C0 pc" YVoc2 ae 


Ấ 2 Ậ ` 
Vì thê xác suất phản xạ là 


m2 Vệ 


n4 sin? ka. 


= lớz(—se)|?/ldal” = 


Khi năng lượng lón, 


LÍ Gz(z — £) V{&) e* đệ | « |e*“], 
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` TA : * 7k Z 1A ^ À ⁄ £ 
và việc thay (+) bằng e'** sẽ là một gần đúng tốt. 
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Tính tiết điện tán xạ vi phân và toàn phần trong gần đúng Born khi một 
hạt khối lượng ,n tán xạ trên thể ở: V{(r) = gôŠ(r). 
(Wisconsin) 


Lời giải: 


Trong gần đúng Bom, 


ƒ(0)= —m l ck_ V(ự cay, 
T 


trong đó k và k” tướng ứng là vectd sóng tới và sóng phản xạ. Đặt q = k' — k. 
Khi đó 
Ti 


2mh2 


I"g 
2n ` 


f()=—z—s l exp(T—+q - r)ỗ(r') dr =2 1; exp(- 10g) = 


2nñ2 
và tiết điện tán xạ vi phân là 


ngờ? 
47243 ˆ 


z(9) = |ƒ(8)|Ÿ = 


Vì phân bố là đẳng hướng, tiết điện tán xạ toàn phần bằng 
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z ˆ , + v `. ˆ ˆ H # + 
Xét một hạt có khối lượng +, năng lượng E tán xạ trên một thế đối xứng 
kì _ Z ` ` z * £ 
cầu Öô(r — œ), trong đó Ö và a¿ là các hãng số. 


(a) Trong trường hợp tán xạ với năng lượng rất cao (nhưng vẫn là phi 
tương đối tính), hãy dùng gần đúng Born để tính tiết diện tán xạ vì phân. 

(b) Tính tiết điện tán xạ vi phân cho trường hợp tán xạ với năng lượng rất 
thập (A > ø)? Chú ý: Trong phẩn (b), có thể thấy các tính toán có phần hơi 
dài dòng. Tuy nhiên hãy giải bài toán đến một mức độ đủ để phần còn lại của 
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lời giải chỉ gồm các tính toán đại số tương đối đơn giản. 
(Princeton) 
Lời giải: 
(a) Như đã chỉ ra trong Bài tập 6013, 
f=-— l  = Há(rh — a}dr 
0 gr 
_ 2m SỈn gd 
h2q 


l1) 


ˆ .Ã _ , + ˆ ` 
Vì vậy, tiết điện tản xạ ví phân là 


dd % 2in sin ga = 
—= = Đ 
UP = (“He 8u) 


(b) Với năng lượng thấp chỉ có sóng riêng phần với /¡ = 0 đóng vai trò quan 
trọng. Nêu đặt hàm sóng xuyên tâm là 8(z) = x(r)/z, thì v(r) sẽ thoả mãn 
phương trình 

2m 
x + ” [È— Bấ(ứ —a)|v =0. 
Nghiệm của phương trình trên là 
x=4sim(kr), Tễ<Ãứ, 
X=sin(kr + ðp), ra. 


trong đó 
k= TH 
Vh 


Từ tính chật liên tục của hàm sóng x(z) tại r = a, ta có 
xí+0) = y(a¿-— 0). 


Lây tích phân phương trình sóng đối với x từ ø — e đến ø + e, trong đó z là 
một sô dương nhỏ, sau đó cho e —› 0, ta thu được 


2m 


x{a+0) T— x(aT— 8) TP Bx(a)=0. 
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Hai điều kiện trên dẫn tói 


k — 3mm ể k 
tan(ka + ổg) — h2 tan(ka) ` 


Khi E — 0, k — 0 và 


tan(ka) + tan ổn kø + ðg 
1 — tan(ka) tan ổn 1 — kaẫãn ` 


tan(ka) — ka, tan(ka + ôn) = 


Thay vào phương trình trên ta thu được 


Vì thế 


Bởi vì biểu thức trền không phụ thuộc tường minh vào góc nên tán xạ là 
đẳng hướng. 
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Một nucleon tán xạ đàn tính trên một hạt nhân nặng. Tác dụng của hạt 
nhân nặng có thể được biểu diễn dưới dạng một thê cô định 


—Vẹ r<R, 
V(r)= 
0, r>Äñ, 


trong đó Vọ là một hằng số dương. Hãy tính tiết điện tán xạ vi phân tới bậc 
thấp nhất của Vạ. 
(Berkeley) 
Lời giải: 
Kí hiệu ¿ là khôi lượng rút gọn của nucleon và hạt nhân, q = k — k' trong 
đó k”, k lần lượt là vectd sóng của nucleon trước và sau tán xạ. Trong gần 
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đúng Born, như trong Bài tập 6013, ta có 


z(8) = |/()|Ÿ = 


e° 
rˆV(') sin gr' dr? 
knn 2 zlÍ 
?ự 


4u 
= hộ bà ` (sìn gR— qR cos qR)2, 


trong đó g = 2k sin(6/2), k = |k| = |kí|. 
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Một hạt có khôi lượng zn, điện tích e, xung lượng p tán xạ trong một thê 
tĩnh điện gây ra bởi một phân bô điện tích có đôi ¡xứng cầu. Cho J r?pdỀ+ = , 
p() d3z là điện tích trong một thể tích nguyên tô d3z. Giả thiết rằng ø giảm rất 
nhanh đến 0 khi z —› oo và ƒƑ pd?+ = 0; tính trong gần đúng Born bậc nhất 
tiết diện tán xạ vi phân đối với tán xạ vẻ phía trước. (Nghĩa là tìm ® |ø=o; 
trong đó Ø là góc tán xạ.) 

(Princeton) 
Lời giải: 
Trong gần đúng Born bậc nhật, ta có 


2 


/ U(r) exp(iq - r)43z| , 


đơ - rn2e? 
dÖ — 4m?F4 


trong đó 
8 2 8 
q=k-k,g=2k sin s=.sip s 
k' và k là các vectơ sóng của hạt trước và sau tắn xạ, U(z) là thế tĩnh điện 
Coulomb thoả mãn phương trình Poisson : 


Vÿ?U = —4mp(r). 
Kỉ hiệu 
FQ) = Í ø(r) explia + x) d2, 


trong đó #'{¿) là ảnh Fourier của ø(r). Sử đụng phương trình Poisson ta có 


ƒ Ư(r) exp(äq - r) đŸz = a r(aạ). 
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Do đó 
đơ m2? — (4m)? » Am^2e2 2 
——  ————— ï là = F ` 
dOQ — 4x2h4 g1 tứ) Ta |F@)| 


Với tán xạ về phía trước, Ø nhỏ và vì vậy „ cũng nhỏ. Cho nên 
F{q) = J g(r) exp(iq - r) d3 + 


= J9 [L+xiarr+aGa-r#+--|#z 


1 : 
= J n)#x- a Í 0ứ')(q:r 4z +... 
2 
~=g1Ê | dơ) 2492 = TT. 


vì khi ƒ 3z = 0, ƒ” cos?"+L ø - sìn Ø dớ = 0, số hạng bậc thấp nhất khi Ø — 0 
là 


À Í no)0a-r)Pdtz<S—®. [ pe)r2dz 
I ø()(q:r VN cn Ð : 


Vậy 
r A?m2e° 
0-0 9A4 
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Sử dụng gần đúng Born để tính, chính xác đến một thừa số nhân, tiết diện 
tản xạ vi phân cho một hạt có khối lượng zr: chuyển động trong một thê đẩy 


VĂ= Ae T727, 


(Berkelay) 
Lời giải: 


Trong gần đúng Born ta có (Bài tập 6013) 


J(0)= ï. Ạ +Vf} sim(gr) dr, 
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trong đó ø = 2k sin(0/2), b& là xung lượng của hạt tới. Vì rằng 


2mA ƒ° mA ƒ®% 
/ƒ@)=~— TT / rẻ 1/4) sìn(qgr) đr = .. rẹ Ta) sin(q7) dr 
—" 
` rrAa2 Go rrÁ 2 ® 
K... J (ae! gin(ar) đr = — J Cư g cos(gr) đr 
0o —œ 


rmwAa3 /% 2 r + 
Hi -ữ/a) Mã kã 
TT dt (an )4( 


m A1aŠ TR _y? 
=— —„— e~” cos (gar) đr 
2h J_ so 


m Aa" Ề { _ ( 2) Ỉ 
=— xp| -|r- — 
4h J „ 2 
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Một hạt phi tương đối tính tán xạ trên một hỗ thế chữ nhật 


—Vọ r< V{oy>0 
Vự)= b, ú (W 9) 
0, tr. 


(a) Giả sử năng lượng của hạt trước khi tán xạ đủ lớn, hãy tính tiết diện 
tán xạ trong gần đúng Born bậc nhất (không cần phải chuẩn hoá) và vẽ dạng 
phân bồ góc. 

(b) Kết quả này có thể sử dụng để đo P như thể nào? 

(c) Giả sử gần đúng Born áp dụng tốt, nếu hạt là một proton và R = 
5 x 10~13 em, hãy đánh giá một cách gần đúng năng lượng của hạt để tán xạ 
đủ nhạy cảm đôi với độ lớn của ñ, 


\+- BY...CHLƯOMéGTỬ 
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(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Sử dụng gần đúng Bom ta có (Bài tập 6013) 


ƒ@) « = "ã V{(r) sin(qr) dr 


V h 
— ai j,- r siB(0r)dr = vn gR — 4 cs gRÀ, 
q 


Vì vậy 


dö „3 


đøơ sỉn z — # cos z\7 
œ ——— Ũ 


trong đó z = gR = 2kR sin §. 
Phân bố góc được biểu diễn trong Hình 6.4. 


BR 


Tr 2n 
Hình 6.4 


(b) #= đạt giá trị bằng không đâu tiên khi z thỏa mãn phương trình z = 
tan +, Ứng với + = 1,43m. TỪ đó, ta có 
. đột | 
2k sin — 
s1" 5 


Bằng cách đo góc nhỏ nhất 6; khi #Z = 0, ta có thể xác định được R 
(c) Để # có thể xác định được từ các điểm mà 4# bằng không, ta cần có 
giá trị lớn nhất của z là 2kF phải lớn hơn 1,43z, hay 
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h2 /1/43m\° (1.43)? Pề Ki 
— 9m„ạ \ 2R ) `8. me XR 
_ (1,43m)? (6.58 x10 32)2  / 3x 101 : 
1. 938 5 x 10-lẻ 
= 4,2MeV. 
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Quá trình tán xạ đàn tính với một thế xuyên tâm V có thể được tính một 
cách thích hợp bằng cách sử dụng gần đúng Born bậc một. Các kết quả thực 
nghiệm cho thấy tiết điện tán xạ vi phân như một hàm của độ lớn của xung 
lượng truyền „ = |k — k'| có đạng tổng quát sau 


Hình 6.5 


Hãy biểu điễn theo các tham số được thể hiện trên Hình 6.6: 
(a) Kích thước xắp xỉ của thê W (kích thước trong không gian) (Gợi ý: Mở 
rộng gần đúng Born cho biên độ tán xạ với q nhỏ). 
(b) Dạng của thế V ở những khoảng cách rất nhỏ. 
(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) GẦn đúng Bormn cho ta (Bài tập 6013) 


2m 


ƒ(0)= .- J rV(r) sin(ar) dr , 


trong đó gñ là độ lồn của xung lượng truyền và ¿ = 2k sin Š. Khí ạ — 0, 


2m ƒR 2y; 2m cac 
Z0 ì là Vrjdr s Tang R V, 
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ta thay V bằng Ữ, là một giá trị trung bình nào đó của thê trong khoảng tác 
dụng hiệu dụng R của thế. Với giá trị nhỏ của xung lượng truyền øọ, ta có 


2m 1 
ƒ(4a) = _ Rˆqo / rVụ) (ø = s2) đự 


2 
> (0) + T5) nhỹ = /(0) ~ S8 B2/(0). 


Do vậy, giá trị gần đúng của # được cho bởi công thức 


10 
h= (aưn 0) — |ƒ(4o)|): 


Chú ý rằng | ƒ(qo)|2 là giá trị đo được của #2{„; với một giá trị nhỏ ¿o nào 
đó, |ƒ(0)|? là giá trị của Em cho một tập hợp øo nhỏ ngoại suy tỏi ạ = 0. Từ các 
giá trị trên ta có thể ước tính được bán kính tác dụng hiệu dụng của thê. 

(b) Quan sát dạng của tiết diện tán xạ ví phân với ø lớn, ta có thể thấy rằng 
đóng góp vào tích phân Born chủ yếu là trong khoảng gz < z, ngoài khoảng 
này, do sự dao động của hàm sin giữa các giới hạn +1, tích phân xấp xỉ bằng 
0. Vì vậy, ta chỉ cần xét tích phân từ øz = 0 tới z. Giả sử rằng V(r) ~ z” với z 
nhỏ, trong đó z¡ sẽ được xác định sau, ta có 


2m sìn (gr) 
#(0)= —z r?V(r) =. đ 
Ki (ạr)°V(q —-..-. 
0 
1 2m ƒ" sin z 
KH gi+n ( h2 ¡ 2V() đ ) 


So sánh với các số liệu đã cho (trên hình) ta thu được + =3+n. Vậy V tỉ 
lệ với r(Z~3) 
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Một mô hình thuận tiện cho thế năng V của một điện tích ¿ tán xạ trên 
một nguyên tử có điện tích hạt nhân @ là ƒ = z e~®“" trong đó œ~} là độ đài 
đặc trưng cho hiệu ứng chắn của các electron trong nguyên tử. 
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(a) Dùng gần đúng Born 
1 ~tAk.p 2m 3 
/=- Je Tz Vữ)dr 
tính tiết điện tán xạ ø. 
(b) œ phụ thuộc như thế nào vào nguyên tử số Z? 
(Columbia) 
Lời giải: 
Với tán xạ đàn tính, |k| = |ko| = k, và |Ak| = |k — kạ| = 2k sin Ệ, trong 
đó Ø là góc tán xạ. Vì vậy, 


ƒ= _z j cakr = Vứựr)dỀr 
mm GP đã “. tr 4 gái 
= -m | r ar ƒ d e V(r) sin Ø0 đỡ 
= - ` €7" sin(Akr) dr 
2m„Q 1 


h2 (a?2+ Ak?)- 
Do đó 
4m?q2qQ? 
h4 [œ2 + 4k2 sin? (0/2))2 ˆ 


ø = J#()|Ÿ = 


(b) Trong gần đúng Thomas - Fermi, khí Z lớn, các electron trong nguyên 
tử có thể được xem như một chât khí Fermi. Một electron như vậy nằm trong 
trạng thái liên kết của nguyên tử, năng lượng của nó thập hơn E(oo) = 0. Vì 
vậy, giá trị xung lượng khả dĩ lớn nhất của nó pmạy tại z phải thoả mân 

1 : 
S— Pmax(r) — eÓ(r) = 0, q) 


27m. 


trong đó ¿(r) là thê tại khoảng cách r tính từ hạt nhân, vì năng lượng lớn nhất 
của electron có giá trị âm. Vì vậy, xung lượng Fermi tại z là 


Đị(r) = Pmax(r) = [medf(r)]'/2. 
Với một chất khí Fermi, 


Dự = h(3r?n)13 Ề 
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trong đó ø là mật độ hạt. So sánh với các biểu thức ở trên 


_ 1 
— đm?2R3 


1 "..—. 
~ 3n?h3 (mf‹ ) 


trong đó Z là điện tích hạt nhân. Vì nguyên tử trung hoà về điện, nên 


^© 
2= / ndŸr = 4m Ị n{r)r?dr 
lÙ 


4 „ %œ ` 
=— ng (2Ze2)3/2 ƒ ca r12 dạ 
3mh Ặ 


—— 2 4m2e? vết 
3 h3 3œ l 


„~ 0° (4N xua 4 (4N ” 1 pua 
3h2 9+ 3 \9z đo ' 


trong đó øạ = B2/mc2 là bán kỉnh Bohr. 


mr(r) [2rmed(r)]32 


Mltz 


Do đó 
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Một hạt khối lượng zw tán xạ trên thê V(r) = Ứ¿ exp(—r/a). 


(a) Tìm tiết điện tán xạ vi phân trong gần đúng Born bậc một. Vẽ sự phụ 
thuộc vào góc trong hai trường hợp khi số sóng k của hạt bị rắn xạ nhỏ và lớn. 
Với giá trị nào của k thì quá trình tán xạ trở nên bắt đẳng hướng một cách rõ 
rệt? So sánh giá trị này với giá trị thu được từ các lập luận cơ bản dựa vào 
mômen xung lượng. 


(b) Tiêu chuẩn để gần đúng Born áp dụng được là 
lA29)(0)/0(01 <1, 


trong đó A0) là bổ chính bậc nhất với sóng tới ý(9). Hãy tìm tiêu chuẩn này 
một cách tường minh cho thế đang xét. Kết quả thu được trong giới hạn & nhỏ 
là như thể nào? Liên hệ điều đó với thể hút cần thiết để có trạng thái kiên kết 
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(xem xét cách đặt của bài toán). Giới hạn & lớn của tiêu chuẩn này hạn ch ít 
hơn hay nhiều hơn đối với cường độ của thể. 

(Eerkeley) 
Lời giải: 


(a) GẦn đúng Born bậc một cho ta 


ƒ(6)=-— => Ñ ?V() sin(g—r' dr 


trong đó g = 2k sin (6/2), gb là độ lớn của xung lượng truyền trong quá trình 
tản xa. Do vậy 


16m2V¿Ệa8 


mu 
h^ ụ -+ 4k2n2 sin2 ;) 


Phân bố góc z(Ø)/z(0) được vẽ trên Hình 6.5 khi kø = 0 và ko = 1. 


Có thể thây rằng với kơ > 1, quá trình tán xạ trổ nên bát đẳng hướng một 
cách rõ rệt. Mômen xung lượng trong trường hợp chỉ có sóng s tán xạ khí quá 
trình tán xạ là đắng hướng phải thoả mãn điều kiện 


a-:kh<bB, nghĩa là, ka <1. 


Khi ka ~ 1, quá trình tán xạ bắt đầu trỏ nên bất đẳng hướng một cách rõ 
rệt. Điều này phù hợp với kết quả thu được từ gần đúng Born bậc một. 
(b) Hàm sóng tính tối bổ chính bậc một là 


ỉ Ăc®*Í[PEPE 2y " 
".-—.. V(ứư ík L 
VữŒ)=c n r—ri h2 Min, tr 
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(8) 
đới0? 
xa=0 
ka s† 
8 
TY 
\ H 
Hình 6.6 
Vì thế 
At0)(0) = Mi ge 3m err (atikz dự! 
3) (0) 4m „ho? 
rnVWh 


h2 


— 2m|Va|la” v1 + 4k?a2 _ 2m|Vold" 
— R(4k?24?2+1) — h2V1+4k2a2` 


, z , “ 
J „ chÊr ~?f/a+ikt” cos Ø sin ở' d0! hˆ 


Vậy, tiêu chuẩn để áp dụng được gần đúng Born là 


2m|Vạ| a2 


————— << Ì 
bˆ 1+ 4kˆa° 
Trong giới hạn k nhỏ, ka¿ < 1, tiêu chuẩn trên trở thành 


2rn|Vo| a2 h2 
— òa <1 h Vạ| < —. 
h2 kế sẽ, Ih] < 2ma2 


Trong giới hạn & lớn, ka >> 1, tiêu chuẩn đó trở thành 


2 


rn|W H?k 
HP vị hy |l&KCS 
Tủ 


h2E 


Bỏi vì, trong trường hợp này k > ¿ nên sự hạn chế đối với |Vạ| là nhỏ hơn 
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so với giới hạn k nhỏ. 
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Với thế tương tác V(r) = 3r~' exp(—œr) hãy tìm tiết điện tán xạ vi phân 
trong gần đúng Born. Điều kiện để gần đúng Born cho kết quả tốt là gì? Hãy 
để xuất một hay một số áp dụng vật lý của mô hình này. 

(Berkeley) 
Lời giải: 
Trong gần đúng Born, trước hết ta tỉnh (Bài tập 6013) 


ƒ(0)= Em 7V (r) sìn ạr' dr 
0 
ÉP . —3m8 
"TP ng ù e ¿ng ng, 


trong đó q = 2k sin Ÿ và rm là khối lượng hạt, sau đó ta có ngay tiết diện tán 
xạ vi phân 
Am2jˆ 

8 = hp) 2 = ————., 


Ta dẫn ra kết quả này dựa trên giả thiết thế tương tác có thể xem như một 
nhiều loạn, từ đó có thể việt hàm sóng của hạt bị tán xa dưới dạng 
Œ) = of) +), — trongđó lới| < #ö|, 
Uo(r) = e* 


—.. ự 
7n c1 ExT! 


tị (r) * _ Ir—rl V(r) 0o(r) Lê : 


Đặc biệt, ta sẽ xét 2 trường hợp, khi lây a là kích thước của vùng không 
gian trong đó thê có giá trị đáng kể. 
() Độ lón của thê đủ nhỏ hoặc trường thế đủ định xứ. Vì 
Tmr Kế r2)| 
2zh2 —r'| 


4nT2dr 
2 sp IV Ma 


= m.|V|a2 Iớo|/R2, 


lứi| < lúo(r)|a*r” 
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nên để thỏa mãn điều kiện |j¡| < |ủa| ta cần có 


mmị|V| a2 
Vip, êt 
tức là, 
„2 h 
¡VỊ < hay a< 


ma2 l vm|V] 


Điều này nghĩa là khi độ lớn của thê đủ nhỏ hoặc trường thê đủ định xứ, 
gần đúng Bom có thể áp dụng tốt. Chú ý rằng điều kiện trên không liên he h 
gì tới vận tốc của hạt tới, vì thê chỉ cần thế thoả mãn điều kiện này thì gần 
đúng Bom áp dụng tốt với hạt tới có năng lượng bất kì 

(ii) Tán xạ ở năng lượng cao với ka > 1. Gần đúng Born giả thiết rằng 
Ủo = e'*? và hàm y thoả mãn phương trình 


V`?2ụn + khủ) = c _ Tờ kz 


Đặt ạ = e**Z ƒ(Ø, ¿). Phương trình trên trở thành 


Ôƒ _ _ ?m v, 
öz 2k ` 
và vì thể 
_. vé  [Vax, 
Từ đó, đo 


lời ~ yp ÍVIe li, 
nên để thỏa mãn điều kiện || << |øo| = 1 ta phải có 


h*k _ hu 


trong đó o là tốc độ của hạt tới, » = # = $*. Như vậy, chỉ cần năng lượng của 
hạt tới đủ lớn, gần đúng Born sẽ áp đụng tốt. 

Từ những kết quả trên ta thấy nếu trường thể có thể xem như một nhiễu 
loạn nhỏ dôi với hạt tới có năng lượng thấp, thì cũng có thể coi là nhiễu loạn 
nhỏ với hạt tối có năng lượng cao. Tuy nhiên, điểu ngược lại thì không đúng. 
Trong bài toán đang xét, khoảng tác dụng của thê có thể lây bằng a ~ › tức 
là V(œ) ~ nh Cho nên các điều kiện trên trở thành 
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h : 2 
() |2| < S4, 


(Ù |2 


‹< hu = Đnh, trong đó k = Tư, 


Thể được cho ở trên đã được Yukawa sử dụng để biểu điễn tương tác giữa 
hai hạt nhân và giải thích tầm tác dụng ngắn của lực tương tác mạnh của hạt 
nhân. 
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Xét quá trình tán xạ của một proton có năng lượng 1 keV với một nguyên 
tử hydro. 


(a) Phân bố góc sẽ có đạng như thê nào (vẽ đổ thị và giải thích kết quả 
thu được). 

(b) Đánh giá tiết điện tán xạ toàn phản. Tính số với đơn vị cm?, m? hoặc 
barns = 10?! cmỶ, và giải thích tại sao. 

(Wbconsin) 
Lời giải: 

Bài toán này tương đương với quá trình tán xạ của hạt có khối lượng rút 
sọn u = 31mp = 470 MeV năng lượng # = 0,5 keV lên một thê có dạng 
_ c"*/° nêu tính đến hiệu ứng chắn của lớp vỏ electron, trong đó ø là tằm tác 
dụng được lây bằng bán kính Bohr 0,53 Ả. Vì 


kủ =S— V22 
hc 


_ 0,53 x 10 Š x V2 x 470 x 108 xÚ,ố x ID 1n 
6,58 x 10-18 x 3 x 1010 " : 


cho nên để áp dụng được gần đúng Born ta cần có điều kiện sau (Bài tập 
6026) 

2 2 

e hu e U 
~—«&— 1a là, —— << —. 
|VỊ —< vã nghĩa là, Thi 


Do 


LHS = —_— =7,3 x 103, 
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J2E„ 2x0,5x103 _ 
RHS = ¡nẽ ” TC i0 r6” ÐU ` 


điểu kiện trên không hẳn được thoả mãn một cách thỏa đáng. Nhưng để đánh 
. ^ Lệ . ~ Z Zz z7 À Ù 
giá một cách đại thể, ta vẫn có thể áp dụng gần đúng Bom. 


(a) Khi proton va chạm với nguyên tử hydro, nó chịu cả tác dụng của tương 
tác đẩy Coulomb với hạt nhân, lần tương tác bút của electron quỹ đạo được 
coi như một đám mây điện tích có mật độ «p(r). Do vậy, thế năng tương tác 
của proton bằng 


2 
=4 
MIẾ HƠI (6i Ir—rí| 


Dùng gần đúng Born và công thức 


cjqT 4m 
j : dì = F9 ' 


ta thu được 
c5 ue? tqr |ˆ —_ ø(')' 
/0)= _ 2h2 : Ễ J |r — r'| n, 
2ue 
= - xa — F(), 
trong đó 
HS Si kiếng, 


sn 
2 c?q- Tó 
kí L 
=— Tp ở 
và) 4z J IE lJrerl|- —r'| * 
2 ỳ ¡qF 
_ l 4T n(y2) dự / “—dr 
An ĩ 


= J c14T s(r) đr. 


Với trạng thái cơ bản của nguyên tử hydro, ta có 


1 _- 
ø(r) = lớioo | = — se ?⁄^, 
Ta 
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cho nên 
1 
F(0 =—y | £9*S ảr 
Tu 
ñ ĐÁ nà 
ag 
=|l1l+—— 
Vậy 


"ốc 
J0) =- gay - sin2(0/2) _ (1+ø?k? sin? 5| 


Chú ý tới tính đồng nhất của hai hạt tán xạ (hai proton), ta có đối với 
trạng thái đơn tuyến: ø, = |ƒ(9)+ ƒ(x— 6)|2, còn đỗi với trạng thái tam tuyến: 
ơA = |ƒ(8) — ƒ(m ~ 9). 

Vậy tiết điện tán xạ (không xét đến sự phân cực) là 


1 
vn 7i 0970 4à 


Dưới đây, ta xét một vài trường hợp đặc biệt. 
()9=0: 
u2e1 Ệ —#(0)_ 1— F{x— 2 


”+— 18TkT | sin2 0/2 cos2 8/2 


2,4 2 
học 22 Ì 
——— |92ø2?E2 + —_—— 
Ah^k ( Thi TE nog5 5a) 


HE” á Tp ì 2 
ø =|——B- |] 0ˆ, 
ha 21m 


Để thu được công thức trên ta đã sử dụng gần đúng khi z ~ 0 


ầ 


ù 


1/1++)Ở~1—2z, 


và biểu thức 
R2 J2 


_ ( Trưp ) 
mnạe? — ứe2 \2me 


Hoàn toàn tương tự ta thu được 
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(ii) Ø ~ x: Bằng những tính toán tương tự ta có 


2 
" Trp _ 
2e 


10 hay 0 


(1) ø2k? sin? Ệ 


= 0,077: Với 0,07x < Ø9 < 0,937, ta có 


mẽ [an * mg n5) 


cos2 Ø/2 
c4 1 1 : 
4h+k* Tư (ge 0/2~ ) 


cos2 Ø/2 
s 2e?“ /3 cos2 0+1 
_ h4k 


N z 


sin! Ø 
`. cos2 Ø +1 
Be: sint Ø ì 
trong đó ơo — ni Phân bồ góc được biểu diễn trong Hình 6.7 


ơi8) 


8 
0£ ‡Ệ 
Hình 6.7 


(b) Bởi vì ƒ(Ø) — œ khi Ø —¬ 0, Ø ¬ r, nên khi đánh giá tiết điện tán xạ 
toàn phản, hãy xét các trường hợp với các góc tản xạ lồn (0,07z < Ø < 0,93z) 
và các góc tán xạ nhỏ 


X 0,93m 3 
ù 3 ¬S° ý) 1 
Øyl6n — 20p IẠ th na B ) sin Ø đØ 


sin? Ø 
0,93m s : 2 
= 2mơn j) D1 hh Ễ đø 
0,077 sinẺ Ø 
ọ tổ] |0 93m 
= 2rơg |—Ìn | tan —- | —3 — = 15570ạ, 
2 sin Ø | |ggz„ 
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0,071 
Øtnhà > 27 / ơ(0,07m) sin 948 x 2 


= 2z x 1703øg [1 — cos(0,077)} x 2 
= 1647rơoa. 
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Việc nghiên cứu quá trình tán xạ của các electron năng lượng cao với hạt 
nhân đã dẫn đến nhiều thông tin đáng quan tâm về sự phân bồ điện tích trong 
hạt nhân và các nucleon. Ở dây, ta sẽ xét một mô hình đơn giản, trong đó các 
electron giả thiết không có spin. Ta cũng giả thiết là hạt nhân, với điện tích 
Ze, không thay đổi vị trí trong không gian (nghĩa là giả thiết nó có khối lượng 
vô cùng lớn). Gọi ø(x) là mật độ điện tích trong hạt nhân. Giả thiết phân bó 
điện tích có đỗi xứng cầu. Gọi ƒ.(p,, p ;) là biên độ tấn xạ trong gần đúng 
Born bậc một của quá trình tán xạ giữa một electron với một hạt nhân được 
xét gần đúng như một điện tích điểm Ze, trong đó p; là xung lượng trước tán 
xạ và p¿ là xung lượng sau tán xạ. Gọi ƒ(p;, p;) là biên độ tán xạ, cũng trong 
gần đúng Bom bậc một, của quá trình tán xạ giữa một electron và một hạt 
nhân thực có cùng điện tích Ze. Kí hiệu q = Đị— p/ là xung lượng truyền. Đại 
lượng F' được xác định bởi ƒ(p¡, p;) = (q2) /e(Đi. Pÿ) được gọi là thừa số 
dạng: dễ đàng thây rằng Ƒ thực ra phụ thuộc vào p; và p/ chỉ thông qua đại 
lượng q?. 


(a) Thừa số đạng F(q?) và ảnh Fourier của mật độ điện tích ø(x) liên hệ 
với nhau qua một hệ thức rất đơn giản. Hãy dẫn ra hệ thức này trong khuôn 
khổ lý thuyết Sehrödinger phi tương đối tính. Giả thiết các electron là phí 
tương đôi tính được đưa ra để làm cho bài toán trở nên đơn giản nhất có thể, 
nhưng nêu xem xét kĩ hơn thì có thể thấy rõ ràng là giả thiết này không cẩn 
thiết: kết quả đó vẫn áp dụng được cả trong trường hợp tưởng đỗi tính trong 
các thí nghiệm thực tê. Ngay cả việc không xét đến spin của electron cũng 
không ảnh hưởng đến thực chât vẫn để mà ta đang quan tâm. 

(b) Đô thị trong Hình 6.8 thể hiện một số kết quả thực nghiệm liên quan 
đến thừa số dạng đối với proton. Giả sử là lý thuyết mà ta đang xét áp dụng 
được với các sô liệu đó. Dựa vào các số liệu được đưa ra, hãy tính trung bình 
bình phương của bán. kính (điện tích) của hạt nhân. Gợi ý: Chú ý rằng có một 
mỗi liên hệ đơn giản giữa trung bình bình phương bán kính và đạo hàm của 
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522 
thừa số dạng Ƒ(q?) theo q” tại q2 = 0. Đầu tiên hãy tìm mối liên hệ này để từ 
(Berkeley) 


đó tìm ra kết quả. 


32 14 36 18 


¿, B5 §10 
g2 x 10 Šcm 2 


Hình 6.8 
Lời giải: 
(a) Trong lý thuyết Schrödinger phi tương đối tính, gần đúng Born bậc 
một cho ta biên độ tán xạ của một electron (có điện tích —e) do một trường 
lực xuyên tầm như sau 


ƒ#Œ¡, P/) = ác Ỉ rV(r? sin(qr` đr", 
h^q do 


trong đó g là độ lớn của xung lượng truyền trong quá trình tán xạ. 
Khi coi hạt nhân là một điểm, thế năng tán xạ là 


7 2 
V;(r) = “. 


Với hạt nhân thực với mật độ điện tích a(r), thế năng tán xạ là 


`... 8s. - 
V(r) = —e FT iêN 4ne Ẳ Em 


thế năng này thoả mãn phương trình Poisson 


3 1 dZ 
VˆV{ự)= mm (rV) = +ámep(r). 


+ 
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Xét tích phân trong biểu thức của ƒ 
= tr ] Ù 1 , 
rVe"" dự =— |e”” |rV— —(V) 
0 1q ki 


_ -j (rVỲY"ez*“ dr. 
@ vo 


œ 


Ũ 


Bằng phương pháp của Wentzel, số hạng đầu tiên có thể cho bằng 0 và vì 
vậy 


2m /® ¬ 
mi P/)= ~ lạ. / rV(r) sin (qr) đï 


VỆ œ 
= `. (-m) li (rV)” sin ạr dr 
q q 0 


_ 2n 1ne Í rø(r) sìn (qr) dr, (2) 
0 


_ h2q cực 
nêu dựa vào phương trình (1). 
Trong trường hợp hạt nhân là điện tích điểm, chỉ có miễn gần z = 0 mới 
đóng góp đáng kể vào tích phân, vì vậy 


œ œ 
An J rạ(v) sin (qr) dr  đng J r^p(r) dr = q26. 
0 Ô 


Do đó nếu coi hạt nhân là một điểm, thì 
2m .Ze2 
ƒz(P¿, P/) = "Nệ 
Khi chú ý tới kích thước hạt nhân, ta có thể viết 


". _ an ƒ“ 250 (4P) 
ƒŒ¡. P/) = (s(P:, Pÿ) >j rˆp() " dư. 


Theo định nghĩa thừa số dạng là 


F\a®) = S [ˆ ru) ĐH ø G) 
Ẻ h 1 
hay 
F(a?) = ợc | nữ)< ®*ác, 


3⁄4- BT..CNUƯỢNGTỪ 
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Đây chính là mỗi liên hệ cần tìm giữa thừa sô dạng và ảnh Fourier của mật 
độ diện tích. 
(@®) Lây đạo hàm phương trình (3) theo ø, ta có 


đF _ 4m lÃ sin(5i r cos(qr) _ sin (qr) đẸ, 
dữ Z8 la qr g”r 


d4?) dạ d@? 2g 2c h 


» Q5 : nh 21 
dF dt dạ — L 4m 2g r cOS (gr) — sin (g7?) dự, 
' qr gỀr 


Để tìm đu |„z_o trước hết ta tính 


, [ cos(gr)  sỉin | 
lim |—————~— 


q—0 qgr gr 
1 1 
= lm _ ồ 
q0 qˆr qẦr 


xZ sô 


1 hs li 
=—- : Ị r2p(r) - Arr? dự = —— (r2 / 
hộ 6 


Vậy 


6 Z 


4—0 


Từ Hình 6.8 ta có thể tính được hệ số góc của đường cong Ƒ(42) tại ợ? = 0, 
từ đó tìm được căn quân phương của điện tích bán kính hạt nhân 


dP B 
21V SH IS, Su li : 
h2) 6 d(4) mì 
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Trong thời kì đầu những năm 1920, Ramsauer và Townsend (độc lập với 
nhau) đã phát hiện ra rằng tiết diện tán xạ của các electron với năng lượng 
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vào cö ~ 0, 4eV nhỏ hơn rât nhiều so với tiết diện hình học (za?, với ø là bán 
kính nguyên tử) trong khi xét tắn xạ trên các nguyên tử argon ở thể khí. Người 
ta cũng thấy rằng tiết điện tán xạ với năng lượng 6 eV lớn gấp 3,5 lần tiết điện 
hình học và quá trình tán xạ gần như là đẳng hướng. Bản chất của những tiết 
điện “dị thường” này là gì? Tiết diện lớn nhất có thể trong quá trình tán xạ 
của electron có năng lượng thấp (với bước sóng À > z) là bao nhiêu? 

(Princeton) 
Lời giải: 

Nếu thế hút đủ mạnh, tại một năng lượng nào đó sóng riêng phần với ý = 0 
sẽ có thêm đúng một nửa chu kì đao động trong thế của nguyên tử. Khí đó, 
nó sẽ có độ dịch pha của sóng là đ = r và vì vậy không đóng góp gì vào ƒ (8) 
cũng như vào tiết điện tán xạ. Ở năng lượng thấp, bước sóng của electron lớn 
so với ø vì thê đóng góp của các sóng riêng phần có ¿ lớn hơn cũng không 
đáng kể. Đây là nguyên nhân dẫn đến hiệu ứng Ramsauer,— Townsend trong 
đó tiết diện tán xạ rất nhỏ ở một nắng lượng nhất định. Với các electron có 
năng lượng thấp, tiết điện tán xạ lớn nhất khả đĩ lớn gập 4 lần tiết diện hình 
học. Cần chú ý răng một nguyên tử khí hiếm có các lớp vỏ lắp đầy hoàn toàn, 


thì kích thước khá nhỏ và lực tổng hợp do hạt nhân và các eleetron quỹ đạo 
tác dụng lên electron tới là lớn và xác định tắm tác đụng một cách rõ nét. 


6030 
Gọi ƒ(¿›) là biên độ tán xạ về phía trước của ánh sáng lên một tâm tán xạ 
riêng lẻ trong môi trường quang học. Nêu kí hiệu biên độ sóng ánh sáng tỏi và 


sóng ánh sáng ra lần lượt là A¡n(¿;) và Asu(ð), ta có Aaut(ð) = ƒ (2) Ain(6). 
Giả thiết rằng biến đổi Fourier 


à +oc l 
Ain(+— É) =—— J chung Ain(G@) dự 


bằng 0 khi z — £ > 0. 


(a) Sử dụng điều kiện nhân quả (không có sự lan truyền nào nhanh hơn 
tốc độ ánh sáng c = 1) để chứng minh rằng /(u) là hàm giải tích trên nửa mặt 
phăng Imu > 0. 


(b) Sử dụng tính chất giải tích của ƒ(o›) và tính thực của Ä¡n(œ} và Aasut(), 
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đồng thời giả sử rằng / (œ¿) là hữu hạn ở vô cực để dẫn ra hệ thức tán sắc 


Ẹ =- (u + Im ƒ(œ' + 1e) 
Re[ ƒ(¿ + £) — ƒ(0)}| = —— `p —PỆ 0W 
với e là đại lượng đương nhỏ tuỳ ý. 
(Chicago} 
Lời giải: 
(a) Ain(z — #) =0 với † < z nghĩa là Äou¿(+ — £) = 0 với ¿ < z. Từ đó 


An (}) = vớ j e Fì m (r) dr 
—œ out 


là một hàm chính quy khi Imu¿ > 0, bởi vì khi z < 0 thừa số exp (Im¿27) của 
hàm dưới dấu tích phân sẽ hội tụ. Vì Asu() = ƒ(0) Ai(0}, ƒ() cũng là một 
hảm giải tích với Imu, > 0. 

(b) Khi ¿ —› co, 0< arg, < 7, ta có [/(œ¿)| < M, một số dương nào đó. 
Giả sử ƒ (0) hữu hạn (nếu không thì ta có thể chọn một điểm khác mà tại đó ƒ 
hữu hạn). Khi đó, x(œ) = ". đủ nhỏ ở vô cùng, và do vậy 


+œ , h 
x)=m Í Lá n2 Imư >0. 


2m1 J_— tk” — 0U 
Với ằ là sô thực, sử dụng hệ thức 
P 
=—— + tnô(/ — u), 
— 
ta thu được 
JẺ° ⁄ƒ *S'UÏ +70 
Rex(4) =+ Í HH 0Ó 0 Uy 
TP đe / — œJ 


Ä» (œ) là số thực đồng nghĩa với A% (—u*) = An (0). Vì vậy ƒ*(2") = 
ƒ(—¿›), cho nên Im ƒ(¿ + 70) = —Im f(-ò +00), v 


NGI@RESSV/ Em ƒ(2 +10) 2, 


tớ! (2 == œ2) 
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trong đó P là kí hiệu giá trị chính của tích phân. 
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Một hạt với spin 1/2 và khôi lượng zn, năng lượng E = hề _= tán xạ trên 
một bia võ cùng nặng với spin 1/2. Hamiltonian tương tác là 


—jt 


e 
Hịm = AØ) - đa (u > 0), 


trong đó ơi và đa lần lượt là các toán tử spin Pauli của hạt và bia. Tính tiết 
điện tán xa vi phần Ea trong gân đúng Born bậc thấp nhất, lây trung bình theo 
các trạng thái phân cực spin ban đầu và lây tổng theo các trạng thải phân cực 
spin cuối. Biểu điễn ##Z như một hàm của k và góc tán xạ ô. 

(Princeton) 
Lời giải: 


Giả sử hạt tới bia đọc theo trục z, nghĩa là, xạ = ke;. Trong gần đúng Born 
bậc thập nhất, biên độ tán xạ là 


= Ú} ¡(ko—k)-F BE ạ, 
J0) =5 lo Aø -øy —— đí 
_— ¡q.r c—tt 8. 
= 2nhˆ ; «q AØn + 2 „ đr 
—Tt c , L , 
= =y AØi -Ø; : c—#" r dự / *Ar cosỞ s0 J0 
h 0 0 
2m 1 
= —? Aøt o2 2 1 4 


trong đó q = kọ — k, q= 2k sin ý. Kí hiệu spin tổng cộng của hệ là S. Khi đó 
S=š3(ø¡ +øa) và 
„mẽ... 
Øi-ỡa = n(G ~ øi — Ø2) = + |45(8 + 1) — 3~ | 
h2 
Bắn” |4S(8 + L - 6|. 


Với 6S = 0 thì ơn : ơa = —3ñ? và 


6Am — dơa (6Am)? 
Ở}ì=———z: —=—=za.¬a- 
so U2+q?2` 4Q (w?2+d?)2 
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Còn với 9 = 1 thì ơ¡ - ơ; = h2 và 


2ÁAm — dơ (2Am)? 


_u2+g?` dQ (w+a?)?` 


ƒ:(0) = 


Nếu trạng thái spin lúc đầu của đạn và bia lần lượt là (ạ)p = ứp, 
()z = œr, thì trạng thái spin ban đầu của hệ là ©ạ = œpœz, sóng tán 
xạ là ƒi(6) “ ©ạ¡, và tiết diện tán xạ vi phân tương ứng được cho bởi các 
công thức 


Tr 


Ð 
đđ (11 1 _l\ đơ (11, L1 
d0 \22'92`) 27 da \22' 232 


Chú ý rằng các vectơ trạng thải tam tuyên là 


ni = œpơứr, SN: = 8p, Địo = œp8;+ + ØĐpœr) h 


sỉ 
V2 
còn vectơ trạng thái đơn tuyến là 


1 
Ôan = N2 (xpØr — 8peœ+) 
và 
1 ` 
œpÔr = v3 (Đo + Đọp), V.V. 


ta có thể thư được các tiết điện tán xạ ví phân còn lại như sau 


dư (1 l1 1 1 1 : 
8 (5: T3! š' ~8) = 4106) = #09Ÿ, 


dỡ (1 1, 11\_ 1 ? 
b: ~51 “8 3) =z l(8) — /a(0)Ê. 
d6 /f TU 1 VIIENv 8y (*‹ đế v1: VÀ ấy 
7O 3` 2›n0 — đQ 23 27 2" Mì mĩ“. 
dơ ( 11 1 1\ 1 ? 
- (-; sào: ~) = ä l(6) — ƒe(@) 
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dơ ( 11 T1 Ì : 

30 (-š p== ;) = 1lñi0) + /s0) : 

đốt TÚ TÂU «i30 7ƒ TRẾn 3 1U với ah 
22'22 dÕ 2` 2` 2 l 


Lẫy trung bình theo các trạng thái phân cực spin ban đầu (¡) và lẫy tổng 


theo các trạng thái phân cực spín cuỗi (Ð, ta thu được 
dc _ 1 đỡ ,e) e(), eỮ) e) 
Tin TẾ 3” ao (SPz T2: SP; 37; ) 
sử) sẽ) gƯ) gƠ) 


12A?m? 


mị 


= „ l3f?(0) + /ễ(9)] = 
u2 + 4k2 sin? 


t2 <&œ 
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Hãy tính trong gần đúng Born tiết điện tán xạ vi phân của quá trình tán xạ 
nơtron - nơtron, giả thiết rằng thế tương tác gầy ra tán xạ bằng 0 với trạng thái 


PhHud 


spin tam tuyến và bằng V(r) = Vụ 


Ll 


với trạng thái spin đơn tuyến. [Tính 


tiết diện tán xạ với trạng thái ban đầu không phân cực (định hướng spin ngẫu 


nhiên)] 


Lời giải: 
Gân đúng Born cho ta (Bài tập 6013) 


f#z(9) =-—= l8 rY(r) sin qr dđr 


œ 
———— ¡ Vạc ? sin ợr dr 
0 


(Berkeley) 
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2rrV q l 
= “mm: q= 2k sin (0/2), 


trong đó k là vectd sóng của chuyển động tương đôi của các nơøtron, rn: = 
m„/2 là khôi lượng rút gọn. 


Vì hàm sóng spin của trạng thái spin đơn tuyên phản đối xứng, nên hàm 
sóng không gian của nó phải là đôi xứng. Vì vậy 
ơ, = |ƒ(6) + ƒ( ~ Ø)Ƒ 
4in? V¿ 1 kề 1 
ha u2 + 4k? sin2 Ÿ — ð2 + 4k? cos? Ệ 


16rmn2V2(u2 + 2k)? 
R4 (u? + 4k2 sin2 s8 (2 + 4k? cos2 LẬU 


Do các nơtron ban đầu không phân cực nên tiết điện tán xạ là 


1 R) 1 
ơ(8) = ¡In SỀ 15 


4m2VỆ(u2 + 2k°)? 


ax? Tm.._ 
hA (2 + 4k2 sin2 3) (2 + 4k? cos? ;) 
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Quá trình tán xạ của các neutron năng lượng thập với các proton phụ thuộc 
vào spin. Khi hệ ta hoi - proton ở trạng thái spin đơn tuyến thì tiết điện tán 
Xạ ơi = T8 x 10?“ cm2, trong khi đỏ với trạng thái spin tam tuyến, tiết điện 
tán xạ là ơạ = 2 x 10-24 cm?. Gọi ƒị và / là các biển độ tán xạ tương ứng. 
Hãy tính các đại lượng sau đây theo ƒ: và ÿ. 


(a) Tiết điện tán xạ toàn phân đối với trường hợp nơtron không phân cực 
tần xạ với proton không phân cực. 

(b) Giả sử một nơtron ban đầu có spin hướng lên tán xạ trên một proton 
ban đầu có spin hướng xuông. Xác suất để nơtron và proton đổi chiều spìn của 
chúng bằng bao nhiều? (Giả thiết chỉ cỏ tán xạ sóng s). 

(c) Phân tử #?; tồn tại ở 2 dạng: hydro thuận trong đó spin toàn phần của 
các proton là 1 và hydro nghịch trong đó spin toàn phần của các proton là 
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0. Bây giờ giả sử một nơtron có năng lượng rất thấp (A„ >> (2), khoảng cách 
trung bình giữa hai proton trong phân tử) tán xạ trên các phân tử hydro nói 
trên. Tỉ số giữa tiết điện tán xạ trong quá trình tản xạ của nơtron không phân 
cực với hydro thuận và tiết điện tán xạ trong quá trình tán xạ của chúng với 
hydro nghịch bằng bao nhiêu? 

(Berkeley) 
Lời giải: 


(a) Các trạng thái spin tam tuyến và đơn tuyến của hệ nơtron - proton có 
thể được biểu diễn lần lượt như sau 


1 2 
xỶ Z= nôn, xì = v5 (œa Øp + œpÖn), XỔ: = Ủny ` 
1 
1 
Lên lu v2 (ơn; = œyfa), 


ö)› Ø= (Ÿ). Nếu ta định nghĩa toán tử ƒ như sau 


VỚI œ = ( 
—-: 1 1 
{=1#Sầ†1f+x— ñ) (đa - p), 

thì bởi vì 


Øn - Ởp = OnrØng -F ƠnyØợ, † ƠnzƠnz v 


Ơơyờu = 8, đuơ = 18, Øzyœ = œữ, 
ơy8=œ, du = -íoœ, ø;8 = -Ô, 
nên ta có 
ÍÊxi max - Đ= By - XI hxa, 
MÀ S4 = ]xhi › 


nghĩa là các trị riêng của toán tử ƒ ứng với các trạng thái spin tam tuyến và 
đơn tuyên lần lượt là 7a và /¡. Tương tự, nêu ta định nghĩa 

: 3 1... 1 

?=3/2+1/f + 3 Ưï — fP øa cơn) 


`.â Z lệ co TA ` “ Z.x lê) H\ ` Ã 
thì ƒ? có các trị riêng ƒƒ và /? ứng với các trạng thái tam tuyên và đơn tuyên, 
và ta có thể biểu điễn tiết diện tán xạ toàn phần của quá tình tán xạ như là 
ø¡ = 4mƒ?, Giả sử trạng thái spin của nơtron tới là 


e~!2 cos, 8 
£“ sin 8 J ` 
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Chú ý ở đây (22, 2ø) là các góc cực của hướng spin của nơtron. Nêu trạng thái 
của proton phân cực là (¿), thì tiết điện sẽ là 


: tÈ1l ts&ØñŸ” ZI\T „ 1 e2 cọos 3 
Ø; — 4ñ : : 
: e2 sìn ( 0 0 e! sin Ø 

L p D " 


Vì 
ì „ 1 
(z„ - øy) ( ) 
Ệ P 07; 
: 0 1 
=1 0)p Znz -f tỡng 1 + Ønz 0 
p P p 
— Cnz, 
c 12 cos Ø » 6% cos Ø 
: Ø - 
e*“ sin Ø : ”# | 2# sin Ø ụ 
_ 10 6?“ cos 2 
= „1Q cos 8 —tœ s ứ - , 
(c D In độn Ỹ 3) . mộ 
=Í ta 8 —‡# Qị 3) ca C05 ö 
= (eŸ cos @ sin đ)n -12 lắp in 78 
TL 
= cos? Ø — sin? Ø = cos 2đ, 
ta có 


m{3ƒ? + fˆ~ (f?— F2) cos 20} 


3 1 cos 2/ 
{tam — 6á =ø) > ˆ}, 


ỚƠy 


Vì các nơtron tới không phân cực, cos 2đ = 0 nên 


. 
Ới —= ~ Ớn + TỚI. 
TS; 3 XP ĐuẢi 
Bởi vì hướng của trục z là bât kì, tiết điện tán xạ toàn phần của các proton 
không phân cực cũng bằng tiết điện tán xạ toàn phần của các proton phân 
cực. 
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(b) Vectơ trạng thái trước tương tác là 


(6), (), 


Ta có thể khai triển vectơ trạng thái này theo các hàm sóng của các trạng 
thái đơn tuyến và tam tuyến 


ñ 0» 10) 0)20) 0| 
+% |0), 0),- 0), @)J|}- 


Do đó, sóng tán xạ là 


## “2 |@.(„~(, (9) 
+23 |(9). (),-(, (9) 
=# {222 (0). (),+252 0), @,} 


2 £ 2 ` À -Ä + ` 
Vậy, xác suât để cả ndtron và proton đều đảo chiều spin là 


lŠR me ` xối CN S70)" 
Œ+)2+(a—fh)) 2 2+7? 


(c) Đặt 
ˆ=h+fa= “ang + Úà — ñ)#n 5 
với 
S= g (0, + Øp;) = (Sp, + 5p). 
Vì 


ƠyƠy — 1Øz, 
ØuØy — 1Ø, 
Øz7x = iØy, 


đ;ơ; + Ø;Øø¡ = 2ã; D 
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nên ta có 
(2a - S) = S - ơ„-S, 
và vì thế 
2 _ ? 2 2 
Đ= 3 {3 + Ø1)” + (5/2 — 2hfa — 3/7) ơn -S 
+(00) ˆS?}. 
Với hydro nghịch, 9 = 0 và do vậy 
ỚP— z(3ƒa + fn)2. 


Trong trường hợp này, vì không có hướng nào là hướng ưu tiên nên tiết 
diện tán xạ không phụ thuộc vào phân cực ban đầu của các neutron tới. 

Với hydro thuận, S2 = 1(1 + 1) = 2. Chọn các trạng thái proton là 
th 0b» và sử dụng 


ơn - 3 = ~ (Øn - đp + ơn - Ơp,) 


b3 


dựa vào những tính toán ở phân (a) ta có 
ơ:S—cos 28. 
Vậy 
øo =z{(3ƒ3 + ƒÙ” + (5ƒ — 2j¡ƒa — 3/7) coa 28 
+2 — /)?}. 


trong đó 2 là góc giữa 8 và ø„. Nêu các neutron không phân cực, cos 2 = D 
vì thể 
ơo = (3ƒ + ƒi)? + 2đ ~ #1)). 
Kết quả này không phụ thuộc vào phân cực của hydro. Tỉ số ta cần tính là 
Øg 


—=1+22— ƒ)”/(h +33)”. 
Ớp 
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Xét một quá trình tán xạ nơtron — nơtron tại năng lượng bằng 0. Thế tương 
tác là 
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trong đó ơi và ơa là các ma trận Pauli của hai nøtron. Hãy tính tiết điện tán 
xạ toàn phần. Cả nơtron tới và bia đều không phân cực. 

(CUS) 
Lời giải: 


Xét bài toán trong biểu điển các spin liên kết. Đặt 


Khí đó 


lì 


s 45(5 +1) — 8 ~3) 
=25(S+1)-3, 


trong đó S = I hoặc 0. Lưu ý là trạng thái riêng của Š cũng là trạng thái riêng 
của V{(r}. Với quá trình tán xạ ở năng lượng 0, ta chỉ cần xét sóng riêng phần 
s, đối xứng theo các tọa độ không gian. Khi đó nguyên lý Pauli đòi hỏi hàm 
sóng spin phải phản đối xứng. Vì vậy, ta có Š — 0 và 


—dÙ), <«ứa, 
V_-= 
0, ra. 


Với sóng s, phương trình sóng với r < ø là 
—z + kậu =0 : 
trong đó ä(r) = rụ, ú là hàm sóng xuyên tâm, kệ = 6rm.V¿/h2, và nghiệm của 
phương trình trên là ¿(r) = A sin (kar). Với r > a, phương trình sóng là 


d9. 
Ta thấu =0, 


trong đó k‡ = + E, và nghiệm của nó là u(r) = sin(kịr + đụ). 


Tính chât liên tục của và ư' tại r = ø cho ta 


kị tan(keø) = kọ tan(*)a + ôp). 
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Khi £ —¬ 0, kị — 0 thì 


tan (kiơ) + tan ổo 
1 — tan (kịa) tan áo 


kì 


ko 


tan (koa) = 


— kịu + tan ốp, 


nghĩa là, 


ái 0 1 
ko 


Với quá trình va chạm của các hạt đông nhất, 
ơ(8) = |ƒ() + ƒ(m — 8)| 
1 


— T5 
1 


2 


Š ` 2(21+1)e!? sin ôy#P; (cos đ) 
!~0,2,4 


Chỉ xét sóng riêng phân s, ta có tiết điện tán xạ vi phân 


và tiết điện tán xạ toàn phần 


tan(koa) - | 


Øi = Anø = 16m2 
kọ@ 


Vì các nơtron tới và bia đều không phân cực nên xác suất để % = 0 (nghĩa 
là, các spin đôi nhau) là ‡. Vậy, 


2 
Ơy = 4ma2 |“ Ì : 
kọa. 
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Một chùm hạt có spin 1/2 và khối lượng øw tán xạ trên một bía gồm các 
hạt nhân nặng cũng có spin 1/2. Tương tác giữa một hạt tới và một hạt nhân 
là cay - s;ð3(xị — xạ), trong đó c là một hằng số nhỏ, sạ và s; lần lượt là spin 
của hạt tán xạ và hạt nhân, còn x¡ và xa tương ứng là tọa độ của chúng. 


(a) Hãy tính tiết điện tán xạ vi phân, lây trung bình theo các trạng thải 
spin ban đầu. Tiết điện tán xạ toàn phần bằng bao nhiêu? 
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(b) Nếu các hạt tán xạ đi tỏi đều có spin hướng lên đọc theo trục z nhưng 
spin của các hạt nhân lại định hướng nsẫu nhiên thì xác suât để sau tấn xạ 
các hạt tán xạ vần có spin hướng lên đọc theo trục z là bao nhiêu? 

(Princeton) 
Lời giải: 
(a) Vì bia hạt nhân năng và có vai trò như một tâm tán xạ cô định, nên 


hệ quy chiếu khối tâm và hệ quy chiêu phòng thí nghiệm trùng nhau. Vậy, 
phương trình của chuyển động tương đổi là 


2 
|-an VỆ + day - sạốt?) ø)| U(r) = Eu(r). 


2mm 


Vì là hằng số nhỏ, ta có thể áp dụng gần đúng Born 


_m 


ƒ() = B7 / ci(Œ&=k ai . saðt3) (r) 


crn 


=——-s: -8› 
2nB2 ` 


ở đây ta đã sử dụng tính chất của hàm ð(3(r“), Tiết diện tán xạ vi phân là 


2 T „ 


= 2— 2 
ơ() = |ƒ(0)|Ý = (anh? |5: - sa|Ý, 
trong đó 
Ì 2.242 
Si cất HS [S“ — gí — s§) 
1 I1 3 L1 3 
= |60 94012 svố=c có | 
z |5 TẠI cu So | 
53 =&8¡+8¿. 
Với trang thái có spin tổng cộng # = 0, ta có 
22 3 2 
sử ch 1 / 3 p?|[' = tác) 
(2mh2)2 |2 2 (8z) 
Còn với $ = 1, 
ø¡(8) = cm? |1 xã R? : _ (re) 
(2nh2)2 |3 2 (8a)? 
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Lây trung bình theo các trạng thái spin ban đầu, tiết diện tán xạ vi phân là 


3(rmc)? 
(8m)2 - 


ø((0) = 2.øa(9) + 3 øx(6) = 


Một cách giải khác: 

Kí hiệu |œp) là trạng thái spin ban đầu của hạt tới. Spin của bia không phân 
cực, vì vậy trạng thái của nó là “hỗn hợp” (chứ không phải "chẳng chất") của 
các trạng thái |ơ) và |ở) , c¡() |lœw) + œ)|Øw), ở đây œ¡(£) và œÑ) không 
có hiệu số pha xác định, và vì vậy giá trị bình phương trung bình của môi đại 
lượng đó là 1/2. Trong biểu điễn spin liên kết, trạng thái spin ban đầu là hỗn 
hợp của các trạng thái 


ca) 


địi()| X), v5 (Ixð) + Ìxô)); 


trong đó 'x) = lap) la), 


|xạ) = 2g (lap) [đw) + |đp)|œw)), 
Ix) = m (laz) 19w) — 19p)|aw))- 


`. 7a È ˆ ` À LA ^ l ` z 
Sau khi tán xạ, trạng thái spin của hệ cùng phân tiệm cận của hàm sóng 
không gian, sẽ là 


|ớ(8)\y =e0) h0) lx]) + = Lñ.(9) Ixả) 


+ #o) Ixi)]- 


Lây tích vô hướng của các trạng thái |x) khác nhau với |/);, ta thu được 
các biên độ tán xạ tương ứng. Các đại lượng này sau đó sẽ được cộng lại để 
thu được tiết điện tán xạ toàn phần 


Z4) =|e(ĐĨ” øi(8) + z 2 lesữ )P z:() 


+ại |ca()J? øo (9). 
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Vì ej(9, e¿(Ð đều có giá trị bình phương trung bình là 1/2, nên ta có 


øi(6) = 2ø1(8) + 1ø1(0) 3 2 øa(8) 
= =au(01-3 1 9(8), 


Đây chính là kết quả đã thu được ở trên. 
(b) Sau khi tán xạ, hai trạng thái spin cần xét của hệ là 


lx) - và " (Ix)) + Ix8))- 


Lây tích vô hướng của hai trạng thái trên với |¿;), ta thu được các biên độ 
tán xạ tương ứng. Vậy, tiết điện tán xạ là 


t9 = |a(0#ø(6) + 2 |ea(Đ|Ê !/4(6) + /e(9)| . 


Lây trung bình theo tập hợp, ta có 


m2¿2 
29 = 2 a8) + š (8) + fa(Đ) = taaS- 


z £ 8. z X z . Z ^ ` 
Xác suât để các hạt tán xạ vần có spin hướng lên là 


— ơ0) 


1 
ƠỚy; 3 
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(a) Hai hạt đồng nhất có spin 1/2 À khối lượng mm tương tác với nhau 
thông qua thê Coulomb bị chắn V(r) = «2 exp(— Ar)/, trong đó 1/A là độ dài 
chắn. Xét một thí nghiệm tán xạ trong đó mỗi hạt có động năng E£ trong hệ 
quy chiếu khối tâm. Giả sử lớn. Các spin tới định hướng ngẫu nhiên. Hãy 
tính (trong hệ quy chiêu khối tâm) tiết điện tán xạ Ÿ# khi quan sát hạt bay ra 
theo phương tạo góc Ø so vói trục của các hạt đi tới như trong Hình 6.9. 

(hb) Giả sử các hạt bay ra được quan sát ở góc Ø so với trục của chùm hạt 
tới, xác suất để sau tán xạ hai hạt nằm ở trạng thái với spin tổng cộng bằng 1 


3#- BY..CHLƯỢNGTỪ 
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hạt bay ra 


hạt tới hạt tới 


hạt bay ra 


Hinh 6.9 


là bao nhiêu? Xác suất để nêu một hạt có spin hướng lên dọc theo trục z, thì 
hạt còn lại cũng có spin hướng lên theo trục z là bao nhiều? 

(c) Năng lượng cần phải lớn đến đâu để các gần đúng đang sử dụng cho 
kết quả tốt? Giả sử thay vì như vậy, năng lượng lại nhỏ hơn rất nhiễu so với 
yêu câu. Trong giới hạn năng lượng thấp, xác suất để sau tán xạ hai hạt ở 
trạng thái có Š = 1 là bao nhiêu? 

{Princeton) 
Lời giải: 

Trong hệ quy chiếu khối tâm, chuyển động của bai hạt có tính chất đối 
xứng. Tương tác giữa chúng tương đương với một thế có tâm nằm ở trung 
điểm của đoạn thắng nỗi các hạt. 


V(ø) = e? exp (—2À0)/2p, 


trong đó ø = 5, r là khoảng cách giữa hai hạt. Vì năng lượng Z lớn, ta có thể 
sử dụng gắn đúng Born bậc một 


ƒ()= “nề c~'aPV(ø)d2 

% e2 

.. na exp(~2Àø) sin(qgø) dp 
mmeˆ 


— h?[g2+ (2A) 


trong đó q là xung lượng truyền trong quá trình tán xạ, ạ = 2k sin(0/2). Xét 


Lý thuyết tắn xạ và các chuyển đời lượng tử 541 
tính đối xứng của hàm sóng hệ hai hạt đồng nhật, ta có 


(0) = |f(8) + Ƒ(m ~ 9), 


với S = 0, Øạ(0) = 
với 9 = 1, øa(Ø) = |ƒƑ(8) — ƒ(m — 0)”. 


Vì vậy 


ơ;(0) = 


} 
>ị= 
7¬ 

lễ 

Mị(t 
te 
"——=“ 
» 


2 
1 Ậ 1 
k? sin2 § +A2 k2 cos? ỹ + A2 


| 
: k? + 2A? 
(k? sìn? Š + A2) (k? cos2 9 + A2) 


2 


|| 
mm 
Z7 
Ki 
BE 
kh 
¬—=~- 


N Bo, 
Ø, = —~ ——ễễ ———-- 
l 4À” (k2 sin? § + A?) (k? cos? $ + À?) 


Vậy, tiết điện tán xạ toàn phần là 


1 3 
ƯNGG: HD 6 


_: (x) (k? + 2A2)? + 3(k? cos Ø)? 


g > 
k2 sin2 : + #) & cos2 Thù 32)| 


(b) Nếu hạt tới không phân cực, xác suất để sau tán xạ hai hạt ở trạng thái 
có spin toàn phần bằng 1 là 


Rì 
4 Za ` 3(k? cos 0) 


ơ, — (k?+ 2A2)? + 3(k2 cos 9)2ˆ 


Z Á zy 2 & lá : 2, ^ ` 
Xác suật để sau tán xạ cả hai hạt có spm hướng lên theo trục z là 


+.7a (k? sos 8)? 


Ớy (k2 +2A2)? + 3(k? cos 0)2 ` 


(c) Sóng riêng phần với  = 0 có tính chất đối xứng ƒ(6) = ƒ(m— 8). Nó 
không cho đóng góp nào vào trạng thái # = 1, trong khi lại là thành phần 
đóng góp chủ yếu vào trạng thái 9 = 0. Vì vậy, tỉ số giữa tiết diện tán xạ của 
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trạng thái có 8 — 1 với trạng thái có Š = 0 bằng tỉ số giữa tiết điện tán xạ của 
sóng riêng phẩn với ý = 1 và sỏng riêng phần với ý = 0. Tỉ số này tiễn tới 0 
trong giới hạn năng lượng thâp. 
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Một electron (khối lượng mm) có xung lượng p tán xạ với góc ớ trên một 
thê phụ thuộc spin (và vi phạm tính chẵn lẻ) V = cứ? (A + Bz - r), trong 
đó u > 0, 4, B là các hằng số và ơx, ơy, ơ; là các ma trận spin Pauli thông 
thường. Gọi án là tiết điện tán xạ vi phân, được lấy tổng theo các trạng thái 
spin cuối nhưng với trạng thái spín ban đầu xác định, kí hiệu bởi chỉ số ¿ của 
electron tới. Cụ thể là, chọn trục lượng tử hoá của các spin là đường thẳng quỹ 
đạo của electron tới, ta có thể có các lựa chọn sau: spin tới “hướng lên”(¡ =}) 
hay hướng “xuống” œ =l). 

Tính mm và ca. như các hàm của p và # trong gần đúng Born bậc thập 
nhất, 

(Princeton) 
Lời giải: 

Chọn hướng quỹ đạo của electron tới là trục z. Trong biểu diễn chéo của 

;, hàm sóng spin của electron tới có thể được viết dưới dạng 


"`... 


Gọi m là vectơ đơn vị dọc theo hướng r, nghĩa là, n = (sin ổ cos ¿,sin ở 
sin ¿, cos Ø). Khi đó 


0 1Ì „ h _ 0 —¡\ „ ghế 
-.  —= 3 
đ . sin Ø cos T th sin Ø sin ¿ 
1 ll) cos Ø sin Øe”?# 
+ cos 8 = : : 
0 —I sin 0c? — — cos 9 
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Trước hết ta xét J„ 


( T 1 (cos Ở +sin 0e ” 
Ø:n)Ủ; =-— 
* V2 Ì sin đe* — cos 8 
1 1 
= Nêu Ø +sin 0e *“)œ + Noi so Ø8e*? — cos 8) 0, 


trong đó œ = (¿), ở = Ñ) là các trạng thái riêng của ø; trong biểu diễn Pauli. 
Trong gần đúng Born bậc một biên độ tán xạ (đã tính tới spin) được cho bởi 


Tt 


ƒ()=—s— 


trong đó q = ¿(P; — Ð), ql = ¿ = 3Ÿ sin(Ø/2). Ta có thể viết biền độ trên 
dưới dạng 


¬ Trì —igT” cos Ô" —jr2 
/0= =mg |* « 
x [|A0, +?7B(ø-n)0,]d)+z” = H(6)d + 1a(6) 8, 


trong đó 


T?L an! ⁄ ra Ì 
(0) =— —tqT” cas Ø8) r2 2 — 
TP? 3 Dan? } E ": 
x [A+r“B(cos 6' + sin 8'e~#)| +!” sin Ø' dư! d0! dự! 
m B 2 Nhu 2 2 kì 
!lạ(9)= — ——ẶĂ= | c? 9% ,*H” (sin Ø e!P — cos 8) r 
2nh2 v2 
x sin Ø dt d0 dụ". 


Vì 


27 . 
Ỉ c+2 dự =0, 
0 


nền ta có 


m LEO. h 2 1 
ĩ 8) CS 3 j ị c 1 cos Ø cứ _— 
: ( 212 0 0 V2 
x (A+rB cos Ø)r” sin 0! d0! dịt, 
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hay là, bằng cách lây tích phân theo ', ta được 


2m 2m 


"......- ị TỔ t.-h"^ gin(gr)dr ¬ TC 
h?ụạ V2 do h2q 


3 . , 
x — J rổ ạMr3 cos(4r”) dr! 


2; ZƑ B @O h 
tạ V3 |, 76 7 sn(09) 47, 
g 0 
Vì 
Xe 1L ƒ/m 2 
Tú q) = ' c, cos(„r) dị” — 5 hị exp (-£) : 
nên ta có 


hay 


œ 2 
/ re” sìn (qr") dư" = l - _ˆ exp (-£) : 
0 H 4U 4u 


đồng thời 


hay 
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Như vậy 
2m A jn q q 
Ẵ.(0) 7=: S222 =0 va THiế 
hoc 2q 2Ý mm S9 Í 4u 
`1... 
h2q v2 Vu 4u/ \Au 8u? 
 . l« (-‡) 
h2 v2 Vu 4„/ 4u 


T m . 3q q 
=2 bé =2 .pø=^ Ca 
2u 2h2u ( G ) YêN: ( m) 


Do đó 


Với _, ta cũng thu được những kết quả này. 
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Một hạt mang điện P› có spin bằng 0 được liên kết ở trạng thái có đối 
xứng cầu mà hàm sóng của nó là j¡(r) = (xa)~3⁄/2 ¿~r?/24?. Giả sử có một hạt 
P; phi tương đối tính có spin bằng 0 và tương tác với P¡ thông qua thê tiếp 
xúc V{r — r) = Vob3ô3(r — rˆ), hãy tính trong gần đứng Born bậc một biên độ 
của tán xạ đàn tính giữa P› và trạng thái liên kết nói trên của P¡ (không cần 
phải chuẩn hoá). Giả thiệt rằng ) đủ nặng để năng lượng chuyển động giật 
lùi của nó có thể bỏ qua, hãy vẽ phân bố góc #2 của các hạt bị tán xạ. Dạng 
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của nó sẽ thay đổi thể nào theo năng lượng tán xạ? Có thể dựa vào đó để xác 
định kích thước của trạng thái liên kết P, không? Đại lượng nào quyết định 
giá trị nhỏ nhật cần có của P; để đo được kích thước này? 
(Wtsconsin) 
Lời giải: 
Bởi vì P¡ rất nặng và do vậy có thể xem như là đứng yên, phương trình 
Schrödinger của ?¿ là 


h2 
| \với + ỷ dr '@t(r) Mụ bŠð(r = r9| (r) = hụ(r) h 
hay 
h2 
lc Việc: tii22()) ÚŒ) = E0), 
trong đó ø¡(r) = |¡(r)J? là mật độ xác suất để hạt P\ ở vị trí r và rn là khối 
lượng của Ƒ›. Khi đó dùng gắn đúng Born ta có 
2m. ƒ 9 â . 
ƒ(0)= —lPa j rˆWb°pi(rˆ) sim(4ˆ) dr/ |. 


Như vậy 


` ` Ấ 
và vì thể 


đa 7 Ư (ĐI = øa exp |~š (qaÏŸ] 


= ơn ©Xp |~s(ks} sin? 3| : 


trong đó k = Ƒ, øo = ø(9 = 0). Sự phụ thuộc của n vào 0 với các năng lượng 
khác nhau được biểu dến trong Hình 6. 10. 


Khi năng lượng hạt tới tăng lên, # sẽ giảm nhanh hơn khi Ø tăng. Vì 


dơ 2 8 
In — =—2k2¿? RỂ 
n n3 g sin2 21% 
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Øạ(6) 
E;>E;>Et 
FÌ 
3 ? 
0 8 
E tăng 
Hình 6.10 


trong đó c là một hằng số, đỗ thị biểu diễn sự phụ thuộc của In # theo 
sin?(0/2) sẽ là một đường thẳng với hệ số góc -2k2a? = ~2 (Ƒ)? ø? sIA vì thể 
được dùng để xác định kích thước a của trạng thái liên kết P¡. Biểu thức của 
#* không áp đặt bắt kì ràng buộc nào đối với năng lượng tới, ngoại trừ việc 
phải quan tâm tới giới hạn để áp dụng được gần đúng Bom. Trên thực tế (Bài 
tập 6026), để áp dụng được gần đúng Born ta cần có 


h2k b\! 
nà DI w (9) 
Tra a 


mmbŠVọ 
2a 


nghĩa là, 
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(a) Phát biểu các quy tắc chọn lọc đối với chuyển đời lưỡng cực điện giữa 
các trạng thái của nguyên tử trong các quá trình bức xạ hay hắp thụ một 
phorơn. 

(b) Đưa ra các quy tắc chọn lọc đựa vào mômen xung lượng quỹ đạo, spin, 
tính xoắn và tính chẵn lẻ của photon. 

(c) Tính theo phương pháp bán cổ điển thời gian sống của trạng thái 2p 

kì H 7 2 Lì ` ` ˆ Ø ” -A, 
của nguyên tử hydro, sử đụng mô hình Bohr và công thức cô điển 


2 
P= sai LN gÙ (hệ đơn vị c.g.s.) 


đối với công suất bức xạ bởi một hạt điện tích ạ và có gia tốc ò. Hãy biểu diễn 
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H ` l ` z h ` ` ^ * Z 
kết quả qua e, B, c, a và u, trong đó ø¿ là bán kính Bohr và œ là vận tốc góc 
trên quỹ đạo tròn. 


(d) Theo kết quả của câu (c), bể rộng của mức 2p theo đơn vị electron vôn 
bằng bao nhiêu? 
(Berkelsy) 
Lời giải: 
(a) Các quy tắc chọn lọc là 
Ai = +1, Am = +1, 0. 


(b) Photon có mômen xung lượng bằng 0, spin 1, độ xoắn +1, và tính chăn 
lẻ âm. VÌ mômen xung lượng được bảo toàn, ta có 


AIl=0, +1, Am = +1, 0, 
trong khí đó sự bảo toàn tính chắn lẻ đòi hỏi 
(=I' ==(<U'. nghĩa là !zử. 


Vì vậy, 
Ai = +], An = +I, 0. 
(e) Theo lý thuyết cổ điển, công suất bức xạ bởi một electron có gia tốc ở 
là 
„I2 
j.. 
Một electron chuyển động theo quỹ đạo tròn bán kính ø có gia tốc 


lừ| =,a, 


trong đó ¿Ýa được cho bởi 
2 


k1 
im TH“. . 
Với trạng thái 2p, øò = 2, Ì = I, vì vậy bán kính trung bình của quỷ đạo 
electron là 


a= iản? — i(I+ L] = 5aa, 


trong đó a¿ là bản kính Bohr. Ta cũng có thể thu được công thức này bằng 
cách lẫy trực tiếp tích phân 
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trong đó Hại % z exp(—z;-). Do đó, công suất bức xạ 


—__2 cẽ 
—3 (Bao)®m2c3 ` 


Khi chuyển xuống trạng thái cơ bản, hiệu hai mức năng lượng là 


lạ l 1 3e? 
A HIẾN —) .. =—— == mm“ —= —-.. 
SG bờ N7" Ế T) Ban 


Vì vậy, thời gian sông của mức 2ø là 


# 75\2 dằmm2cŠ 


_ (7ö È /(ựnc2 đỗ 
—Ñ4 c? € 


ï/Ệ T8 1 ? (0.53 x 10-893 : 
— ————-a ——————— = 2,2 x 10 }. 
(7) sm 10-5) 3 x 1010 : 


€ 


(đ) Độ rộng của mức 2ø là 


=h/T = 3,0 x10ŠeV. 
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Các trạng thái của  meson trung hoà |K°) và |K°) có thể biểu diễn theo 


các trạng thái |}. |Ks) 


IK*) = —E (lu) + |), 


S 


|K°) = (|Ku sX Í, 


trong đó |K,) và |Ks) là các trạng thái với thời gian sống xác định r¡, = T 
+; và năng lượng nghỉ khác nhau rnrc2 # m;sc?. Tại thời điểm ¿ = 0, 
một meson được sinh ra ở trạng thái |j(¿ = 0)) = |°). Gọi xác suất tìm thấy 
hê ở trạng thái |JZ°) ở thời điểm ¿ là Ƒ„(?) và xác suất tìm thầy hệ ở trạng thái 


V3 Tg = 


550 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


|K°) ở thời điểm ¿ là P.(/). Tính Fo() — Pà(U) theo +r, +, mz(Ê và msc?. Bỏ 
qua sự ví phạm CP 
(Cohuimbia}) 


Lời giải: 
Giả sử K meson là một trạng thái bán giả bên với bể rộng T' ở năng lượng 
£u. Trong khoảng năng lượng 
tĐ—E. : Ụ 
o—st. 


hàm sóng của nó có thể biểu diễn đưới dạng 
? 
MH HN. 
+ |Ks) exp |- ỉ (sa2/n- 319) ' 
== |Xz) (—zmpc2t/R) exp | ~ Pyg 
= v3 L) ©XD b€ p P *r 
+ |K#) á SEN DU 1 : 


Xác suất để hạt ở trạng thái |K°) tại thời điểm ¿ là 


Po(8 =|f|lø@))Ï” 


=Ã rk ~fc?1ƒh ,—+ut/2 + e—fmse?t/R e—+st/2 2 


_- 


——(e 7L! + ¿~TSt +} 2g T(L†XS)E/2 eog [(ny — mg) c2t/BÌ}, 


#>Í 


và xác suắt để hạt nằm ở trạng thái K° là 
Bo) =|@® l¿@)) 
1 
=h (e 22! + ¿~*st —- Qe~OLTS) L2 cóg |(rmy — rns) c?t/RÌ}. 
Vì vậy 


Pạ( — P0) = e 42*3)/3 coslruy — ras) 2t/ 0]. 
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Các mức năng lượng của 4 trạng thái thấp nhất của một nguyên tử là 
b2 = —14,0eV, 
—9,0eV, 
tạ —_—ï.0eV, 
tạ — -5,5eV, 


Đ 
l 


Hình 6.11 
và các tốc độ chuyển dời 4,, (các hệ số Einstein) đối với quá trình chuyển dời 
;z— j là 
Aio=3,0x 10s 7Ì, 4¿p=1,2x10s 7”! Asaa=4,5x 10737), 
Aaa =8,0x107s 7! 4aj=0, 4ss=1,0x1074Ð1, 


Giả sử có một bình chứa một số rất lớn nguyên tử ở mức năng lượng E›. 

(a) Tìm tỉ số giữa năng lượng bức xạ trong một đơn vị thời gian trong quá 
trình chuyển đời ; — Eụ và quả trình chuyển đời E;¿ — E\, 

(Œ) Tỉnh thời gian sông dỗi với bức xạ của mức E2. 

(Wisconsin) 

Lời giải: 

(a) Năng lượng bức xạ trong một đơn vị thời gian được cho bởi (E; — 
E)) A¡;, và bởi vậy ta có tỉ số 


bạ Fo A 7 12 
=—_ mẽ. 82. 
Eạ-EI ai 2 8 
(b) Một nguyên tử ở mức E có thể chuyển xuống các mức Eụ hoặc F¡ do 
sự chuyển đời tự phát. Vì vậy, số nguyên tử đó bị giảm đi trong khoảng thời 
gian 4 là 
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đN: = —(Á2so + Aan) Na dt, 


nghĩa là, 
dN; 


M —(Azø + 4at) dt, 


Hay là, bằng cách lây tích phân, ta có 
N = Nào exp [—(A2o + 4a) f], 


trong đó NM;o là số nguyên tử ở mức năng lượng E3» tại thời điểm £ = 0. Vậy 
thời gian sống trung bình là 


1 ° mã 
T7“ Í t(TảMN} = (Ase + Aan) ¡ t exp [—(4¿o + 4a) f] di 
20 J?—0 0 
: 50x103 
= ——_>=.., Š.‹ 
4¿o + 4ai 
6042 


Một nguyên tử hydro nằm ở mức kích thích thứ nhất (2p) được đặt vào 
trong một hốc. Với nhiệt độ ở trong hốc bằng bao nhiêu thì các xác suât chuyển 
đời trong quá trình bức xạ tự phát và bức xạ cảm ứng băng nhau? 

: (Rerkeley) 
Lời giải: 

Xác suất của quá trình chuyển dời cảm ứng trong một đơn vị thời gian của 

nguyên tử ở trong hốc là 


4m2e? 2 
t2 = “ 2— Irizlˆ 2221), 


còn xác suất của quá trình chuyển dời tự phát của nguyên tử là 


Nếu hai xác suất này bằng nhau, ta có 


2 RÌ 
7L X“ (21 
h p(1) = 397 
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Đôi với bức xạ của vật đen 
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li R3 1 
U) “ —+++ —————m—; 
P x?c) exp(Rø/KT) — I 
ta có 
: =1 
¬. 
và 
% BưJ2) 
kìn2' 
Với 
rre1 1 
em =— mg V21}! 
mc? /c2\? 3 051x109 /1\? 3 
= NÓI He CS ni coóiC lÍ ChHẾo =1,71 x10 K. 
Sư (E) 8In2 502 x10 (T8) BiWO, v1 27) 
6043 


Một ngyên tử hydro (với electron và proron có spin bằng 0) ở trạng thái cơ 
bản được đặt giữa hai bản của tụ điện phẳng và chịu tác dụng của một điện 


trường đều và yêu 


E=Eqe P0), 


trong đó 6(2) là hàm bậc thang: Ø(2) = 0 với † < 0 và 0() = 1 với ¿ > 0. Tìm 
xác suất ỏ gần đúng bậc nhất để nguyên tử ở một trạng thái bất kì ứng với 
„ = 2 trong một khoảng thời gian dài. Cho biết một số hàm sóng của nguyên 


tử hydro trong hệ toạ độ cầu 


° " e_r/ao ¬ F = ————- e 
100 V»xaä 210 V32md_ 
Ở20o = : ụ HC ) CC coi 
Vzuä 2ao 


1 


kh, : 
—€ 7/240 gìn @ ;*Í6, 


Ủ2L+ì = T———= 
VB4rdi do 


và một tích phân cần dùng ƒ ° z"e~*# du = 


LỎI 


an+T- 


(WGconsin) 
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Lời giải: 
Chọn hướng của điện trường là dọc theo trục z. Khí đó, Hamiltonian nhiễu 


loạn có dạng 
H' =cr- E( = czE(). 


Các yêu tổ ma trận khác O của #ƒ' phải là các yêu tô giữa các trạng thái có 
tính chăn lẻ khác nhau. Vì vậy, P(1s — 2») = 0. Xét P(1s — 2p). 
Trạng thái 2p suy biên bậc 3, nghĩa là, 


|2p, m), VỚI zm = 1,0, —1. 
Để (rm/|z|rr”) khác 0, cần có An — 0. Vậy 
(2p, 1|H7I1s, 0) = (2p, —1|H'J1s, 0) =0, 


và việc tìm xác suất của quá trình chuyển dời 1s —› 2ø quy về việc tìm xác suắt 
của quá trình chuyển đời |1s, 0) — |2p, 0}. Vì 


(2p, 0|H'|1s, 0) =ef(® J 2Io7 cos ổ ìọoo dư 


". ¡ï ÿ (cấm) 


x r' cos? Ø sìn 0 đr đ0 đo 


! 7 
X eE(Ð Su 2- 4! se 2 v— đc Et). 
4 V2nu2 R) 3 R) 
2ơo 


nên biên độ xác suất là 
lb/ : 
C2p0.1s0 = + j (2p, 0|H'|1s, 0) e2 đ¿ 
HN : 
¡h 35 


— 2T V2aacEp | 
_ đ5nh TT ni ` 


_ 1 2” W2 uạe Ea Ẹ x..... 
0 


trong đồ ä¿¡ = ÿ (E¿ — Eì). Vậy, xác suất chuyển đời |1s, 0) — |2p, 0) là 


15,,2_,2 m2 
2`*uậ€ˆ bã 


ˆ : — 2 = 
P(s — 2p) = |Cpoxsol? = 30720910) 
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Chủ ý rằng 
1 e 1 1 3e? 
c (0227 0 = 
SG 3E 710009007777 Ế 1) Sanh 
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Một phần tử phân cực gồm có hai nguyên tử với khối lượng bằng nhau, 
mỗi nguyên tử có khối lượng là A⁄, cách nhau một khoảng D, quay quanh một 
trục vuông góc với D và đi qua khối tâm của phân tử. 

(a) Biểu diễn năng lượng của trạng thái quay của phân tử theo số lượng tử 
mômen xung lượng J theo các tính chất cơ học của nó. 

(b) Tìm quy tắc chọn lọc của bức xạ lưỡng cực điện của phân tử từ một 
trong các trạng thái quay của nó? 

(c) Xác định tần số bức xạ lưỡng cực điện do chuyển động quay của phân 
tử như một hàm của /. (Biểu diễn kết quả như là hàm của 7, M, D và các 
hằng số vật lý). 

(Bufaio) 
Lời giải: 

(a) Vì  = Di 32, trong đó 1 là toán tử mômen xung lượng toàn phần, 
ï = 2D) là mômen quán tính của phân tử đỗi với trục quay, năng lượng 
của trạng thải quay với số lượng tử J7 là 


Eu J(J +1) B2. 


1 
— MD2 
(b) Các hàm riêng ứng với các trạng thái quay là các hàm cầu điều 
hoà. Chọn trục z trùng với hướng của điện trường và xét điểu kiện để 
(Jm”| cos 8 |/+rv) # 0. Vì 
(J"m | cos Ø | J 2n) 


(7+1 —›nw)(7'+ 1+) ặ ậ 
(2J'+1)(2J' +3) KIÊN 222826: 


(Ở! +?) (J' — mm) 
———— DIN¡ Ôm¿ 
+ 7110771) 22-1 


3⁄2 BT...CHLƯỢMGTỦ 


556 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


ta có 
J = j0 Ea 
Am = rn” — nh =0. 


(c) Đối với quá trình chuyển đời từ mức năng lượng J đến mức J — 1, ta 
có 


27h? 
AMíD2` 


hờ =EjT— Ey ) = J(J+1)1*ˆ2 J—1)Jh? = 


1 1 
¡D2 M D2 


từ đây suy ra 
— 3/h 
#—MD' 
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(a) Tìm năng lượng tính từ đáy hỗ thể của trạng thái cơ bản và hai trạng 
thái kích thích đầu tiền của một hạt có khối lượng rn ở trạng thái liên kết 
trong hồ thế chữ nhật sâu một chiểu bể rộng ý như trong Hình 6.12. Vẽ các 
hàm sóng tương ứng. 


Hình 6.12 


(b) Tính các yêu tô ma trận của quá trình chuyển đời lưỡng cực điện từ 
hai trạng thái kích thích đầu tiên xuống trạng thái cơ bản. Giải thích sự khác 
nhau nêu có của hai kết quả. [Không cần thiết phải tính tất cả các tích phân]. 

(e) Đưa ra quy tắc chọn lọc đối với sự chuyển dời lưỡng cực điện giữa hai 
trạng thái bắt kì của hệ. 

(Wisconsm) 
Lời giải: 
(a) Các mức năng lượng của hệ là 
xhˆn? 


= Hy nn trong đó  = 1, 2,.... 
Trì 
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Các hàm sóng lẻ được cho bỏi 


2 (+) = V cos _T trong đó ø = số nguyên lẻ. 


Các hàm sóng chẵn là 
2 1 : h Ặ ˆ Eị 
Ủ„(#) = Vĩ sin TT: trong đó  = sô nguyên chấn. 


Năng lượng và hàm sóng của trạng thái cơ bản và hai trạng thái kích thích 
đầu tiền tương ứng là 


: hˆn? - V Tư 
me — Ì1, k = 2u g8 7 Úị (x) = Ti (7) : 


¡„— 2, Ea = 4E\ h ủ¿ (x) "¬ ~ SIn (T) ' 


2 3mz 
„w= 3. Fà = 91, ty (x) = V7 c0S (“) 


Các hàm sóng trên được vẽ trên Hình 6.13. 


Phụ 


Hình 6.13 


(b) Hệ số Einstein của quá trình chuyển đời lưỡng cực điện là 


Ae2ui : 
< KÉ' lạ ,|2, 
kk qua (rkki| 
Yếu tô ma trận của quá trình chuyển dời lưỡng cực điện từ trạng thái kích 
thích đâu tiên xuống trạng thái cơ bản là 
1/2 


(+)z¡ = ï (X) ra (x) dư 


_1 


ự2 27+ 
“Ti, # COS — SÌn —— +, 
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Yêu tổ ma trận của quá trình chuyển dời lưỡng cực điện từ trạng thái kích 
thích thứ hai xuống trạng thái cơ bản là 


1/2 
(#]a = J „ VÌ) zh(x) 
-1/2 
TẠI 7+ 3mz 
=~ 4# C€OS —— COS ——— +. 
Ù j dựa h ị 


Yêu tô ma trận thứ hai (z)z¡ bằng 0 vì hàm đưới dẫu tích phân là hàm lẻ. 
Vì vậy, không thể có chuyển đời lưỡng cực điện từ trạng thái kích thích thứ hai 
xuÔng trạng thái cơ bản. Với sự chuyển đời lưỡng cực điện từ trạng thái kích 
thích thứ nhất xuống trạng thái cơ bản thì không có sự hạn chê nào. 


(e) Yếu tô ma trận của quá trình chuyển đời lưỡng cực điện từ trạng thái k 
sang trạng thái k” của hệ là 


1/2 
(+)k_' = J. Đại (X) Ủk(X) - zdz. 


Nếu các trạng thái ban đầu và trạng thái cuối có cùng tính chẵn lẻ, hàm 
lây tích phân là một hàm lẻ và (z)¿„; bằng 0. Vì vậy, quy tắc chọn lọc tổng 
quát cho quá trình chuyển dời lưỡng cực điện là bất kì quá trình chuyển đời 
nào giữa các trạng thái có cùng tính chấn lẻ đều bị cắm. 
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Xét một hạt ở trong hỗ thể một chiều sâu vô hạn. Chọn gốc tọa độ ở tâm 
hồ thế như trên Hình 6.14. 


_g 9 a 


Hình 6.14 


(a) Tìm các mức năng lợng khả dĩ? 
(b) Tìm các hàm sóng khả dĩ? 


(c) Với lớp lời giải nào thì thế nhiễu loạn AV(+) = kz không cho bổ chính 
bậc một đôi với năng lượng? 
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(đ) Nếu các quá trình chuyển đời giữa các trạng thái có thể xảy ra do bức 
xạ lưỡng cực, hãy nêu quy tắc chọn lọc của chúng? 
(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Các mức năng lượng khả đi là 


h2m2n2 


TS. ng (u=1.2...) 


(b) Có hai lớp hàm sóng khả dĩ, một là các hàm chấn, 


1 T713: 
+/x) IV 
L8 (+) V? cos BẠN 3 


trong đó nò là số nguyên lẻ, và hai là các hàm lẻ, 


3 l1, n?ưz 
Ủạ (+) = VỆ NI 


trong đó ¡ là một số nguyên chẫn. 
(c) Năng lượng khi tính đến bổ chính bậc một của nhiễu loạn 


En = E() + (AVìana = E49) + (kz)an - 


Vì AV = kz là hàm lẻ, các yêu tố ma trận chéo đều bằng 0. Điều đó có 
nghĩa là, chỉ cần hàm sóng có tính chẵn lẻ xác định (dù là chẵn hay lẻ), thì 
bổ chính bậc một đối với năng lượng đều bằng 0. Chỉ các trạng thái không có 
tính chẵn lẻ xác định thì mới có bổ chính bậc nhất của nhiễu loạn vào nãng 
lượng. 


(đ) Các quá trình chuyển đời lưỡng cực điện được xác định bởi (+) z¿:. Vì 
(#)k = (|z|k) œ (È |aT + a|k) 
% VE+ lốp kịa + VẼÖ⁄,k~L, 


nên quy tắc chọn lọc là Ak = +1. 
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Một hạt có điện tích z chuyển động một chiều ban đầu ở trạng thái liên kết 
do thế delta ở gốc toạ độ. Từ thời điểm ¿ = 0 tới ¿ = r hạt chịu tác dụng của 


560 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


một điện trường không đổi eo dọc theo trục + như trên Hình 6.15. Mục đích 
của bài tập này là tính xác suất tìm thây hạt tại thời điểm ¿ > z ở trong trạng 
thái liên kết với năng lượng nằm trong khoảng ¿ và E„ + JE. 


ExÌF) 
tọ 
0 1 : 
Hình 6.15 


(a) Tìm hàm riêng đã chuẩn hoá ứng với trạng thái liên kết tương ứng với 
thê delta V{(z) = — Aä(+). 

(b) Giả sử các trạng thái không liên kết có thể coi gần đúng như là các 
trạng thái của hạt tự do với điều kiện biên tuần hoàn trong một hộp chiều dài 
r. Tính hàm sóng đã chuẩn hoá với vectd sóng &, @¿(+), mật độ trạng thải 
như là một hàm của £, 2(k), và mật độ trạng thái như là một hàm của năng 
lượng hạt tự do, D(y). 

(c) Giả sử điện trường có thể xem như một nhiều loạn. Hãy việt số hạng 
nhiều loạn f, trong Hamiltonian, và tính yêu tố ma trận của Ế; giữa trạng 
thái đầu và trạng thái cuối, (0| h | k). 

(d) Xác suất của quá trình chuyển đời giữa trạng thái đầu được chiếm |7) 
và trạng thái cuôi |F) do Hamiltonian nhiễu loạn yêu (0) được cho bởi 


1 


1 "M... 
Pị_.r) = Tạ j Œ 09 | th áp |, 


—œ 


trong đó ør = (E— E;)/h. Tìm biểu thức của xác suât P(Fx)dEr để hạt nằm 
ỏ trạng thái không liên KẾ với năng lượng nằm trong khoảng Ƒ¿ và #¿ + dEy 
khi † >-T. 


(MIT) 
Lời giải: = 
(a) Hàm sóng thoả mãn phương trình Schrödinger 
h2 đụ 
trong đó J < 0, hay là 
2 ai v4pe3)])2EÑ: 


d+ m1 
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với 
J2m| E| 2mA 
k = P2 s Ao —= _Rˆ” * 


Lây tích phân phương trình trên từ —z đền +, với z là số đương nhỏ tuỳ ý 
và sau đó cho e — 0, ta thu được 


'(+0) — (—0) = —44od(0). 
Từ tính liên tục của hàm sóng tại +» = 0, ta cũng có 


(+0) = U(~9) = (0). 


Vì thể 
(+0) (-0) Ÿ 
——_ Áo. 


ý(+0)  (-0) 


Giải phương trình Schrödinger với z # 0 ta thu được (+) = Ce~**!, Tiếp 
đó vì 0(+) = CcT~*? với r > 0 và (+) = CeÈ* với z < 0 nên ta có 


V10) _ #0) — 


¿(Œ0)  ú(—0) 
Vậy 
kc Áo _ „ẢA 
3 hề“ 


Mức năng lượng của trạng thái liên kết là 


h2k? mA42 


— Đựn 2h2 ` 


và hàm riêng đã chuẩn hoả tương ứng là 
m.A mA 
2Œ) = "lp PTP | mm lz4J - 


(b) Nếu các trạng thái không liên kết có thể được biểu diễn gần đúng bởi 
sóng phẳng e'** trong hộp một chiểu có chiều dài L với điểu kiện biên tuần 


~.(9]-=&9) 


hoàn, ta có 


562 Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


suy ra e'*È — 1, hay là 


kL = 2nr. (n=0, +1, +2,...) 


Do đó 


Chú ý rằng trạng thái với năng lượng E¿ suy biến bậc hai khi k # 0, vì vậy 
số trạng thái có xung lượng nằm trong khoảng p và p + đp là 


Lắp — "¬ 
Ea D(k)dk = 5 D(Ey) dy. 


Vì £, p và E¿ liên hệ với nhau bởi hệ thức 


,? ` h2 k2 
27m 2mm ` 


—-P m_— 
k ` #k 


nên ta có 
L T Tr. 
D(k) = —- tk 
CJ hauh- SENMR ng 2E 


(c) Xem zạ như một nhiễu loạn, Hamilotnian nhiễu loạn là #ñ = —g£az. 
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^ £ ^ kÌ .Ấ .— 7+ À ` .. Ẩ» BA 
Yêu tô ma trận của nhiều loạn giữa trạng thái đầu và trạng thải cuôi là 


(k| |0) = J— 2R(—4£oz) bd+ 


Ả +œ 
K4 Ó) VY = - # exp(T—tkz — kọ |+|) dz 
S3 4D TỦ l—— Ti : Tử exp(—¿kz — kọ |z|) d+ 


0 
-TEV IÊ mo TI/ exp(T—ikz + ko+) d+ 
—œ 


œ 
+ ¡ exp (—škz — kq+} 4z| 
0 


q£g _ |mA , 1 
Kia bại ˆ leäjgipjlcc 
vr Vệ Cty Hộp 


(d) Hamiltonian nhiễu loạn là 


0, (=œ<f<0) 
fl = {Tq£o+z, (0<£<7) 
Ũ. ({r<‡< +e°) 


Xác suất chuyển đời tại thời điểm ¿ > r là 


2 
P;—.rÑ) = rạ li |0 


b 
Ỉ đẺ exp(urr ) 
0 


— 11 vở gạo Si? (0/2) 
= ø l&ilÐlÏ — - 


Vì 
hˆk? rrrA2 1 
Kẻ ng @p¡= sp - Eu), 
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sin? _ k?+ (x) 
sin2(krT /2) " TH h2 


nên ta có 


(œ£r/2)? lm l2+ (g) 


/ H À ` ` 
Vậy, xác suät cần tìm là 


P(EL) dE, = Dị) D(Ek) dEy 
313 
T (16g£o)2zm3 kà ` V3mEy 


2m.E, 
7h (ä- Ms) 


h 2m.EF 
x gin2 lớn (ú + = t)) đEy 


mAŠŸ 
(16gea)®rn" Ứ) 
=——————r: V2my 


mAN? 2m E7 
lở I2) ! — | 
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Xét một nguyên tử có hai mức năng lượng với trạng thái |I) và |2) và 
hiệu hai mức năng lượng là # — Eạ = hư». Ban đầu nguyên tử ở trong 
trạng thái cơ bản |1) và chịu tác dụng của bức xạ điện từ được mô tả bởi 
1E — làn (e ng TT Nauà 

(a) Nếu u = œ¡¿, hãy tính xác suất để nguyên tử ở trạng thái |2) vào thời 
điểm ¿ sau đó. 

(b) Nêu „ chỉ xâp xỉ bằng «12; điều này sẽ gây nên sự khác biệt gì về mặt 
định tính? Hãy tính xác suất nói trên cho trường hợp này giông như đã làm 
trong phần (a). 

(Buffaio) 
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Lời giải: 
Kí hiệu 
Ha[1) = Eì |D = Bán |1), 
Hụ |2) = Ea |2) = hú¿ |2), 
Hamiltonian có thể viết dưới đạng 
H=Hạ+H', 


trong đó 
H' = _-ex- E„(e“t sb e1) 
là nhiễu loạn xuất hiện do sự có mặt của bức xạ điện từ. Phương trình 
Schrödinger phụ thuộc thời gian là 
ỡ 
+h— | = HỊ: 
:h l) = H0 
với điều kiện ban đầu |+ = 0) = |1). Giả sử nghiệm có dạng 
| = œá()e “|1 + œ¿(0)e*“2t|2) 
với e (0) = 1, c¿(0) = 0. Thay vào phương trình Schrödinger ta được 
ih(ie” “19 — teen e I1) 
+ ae” !92E 3) — jesuuze— 22t |2\) 
= c|ec 9h |1) + cy e2 Ruyy |2) 
+eie 9U HP |1) +cac 2E H' |2). 
Vì : 
“"ðt 
nên phương trình trên có thể đưa về dạng đơn giản hơn 


(ST) = Bụai €9 lÚy, VV, 


qhếi e ?E [L + thêa e2! |2) 
=6 “UH! |1) + ca é “2H! |2), 


Nhân bai về phương trình trên với (1| và với (2|, ta thu được 


Bài tập và lời giải Cơ học Lượng tử 


566 
đRếi = ei ỊH [H + c6 <1) (1H |9), 
(hếy = cị e62~1)2 (2| 17711) + ca (2|H'12). 
Viết 
(| — ex- Em |?) = ha, 
hay 


H1) = (e*" +eT“Ó ha, 
các phương trình trên trở thành 
thêy = cụ (e“ + 6“ lai + cạ 211 (29t 1c EHÙ Raa , 
tBêa — cị csaif h + c #Đ hdai + ca (e* + e_ @Ð) ha22 , 
trong đó ( = u¿ — œ¡. Nêu Z„ nhỏ, có thể bỏ qua các số hạng dao động 
nhanh và các phương trình trên được viết lại đưới dạng 


NA , “= t 
C] — —9012C2€ (0= œ2) ' 


Œ2 = —1021C1 FLC Huảế 


Khử c¡ từ hệ trên ta tìm được 
êy — (21 — 2) Èg Ầ điag2ic¿ = 0. 
Vì |¿ = 0) = |1), ta có các điều kiện ban đầu 
c¡(0) =1, c¿(0) =0, 


¿a(0) = —iaziei(0) = —faat, 


(a) Với œ@ = u¡¿¡ phương trình trên trở thành 
éạ + Q2u¿ =0, 
trong đó 92 = đŒ13021 = |aial2. 


Nghiệm của phương trình này là 
c = Acf! + pẹT 10t, 


zy .À .A LA Ã» T,> z 
Với điều kiện biên đôi với c¿, ta có 


2] 
A=-B=-—--—--. 
20 
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Vậy 


cạ(Ù = —¡ m sin O/, 


và xác suât để nguyên tử ở trạng thái |2) vào thời điểm ¿ là 
|ca(#)|Ÿ = sin? ứ. 
(b) Với œ¿  ư¿y, ta thử xét nghiệm có đạng c¿ ~ e!*!, Thay vào phương 


trình, ta có 
cạ = Ael^+t + Be*^-t 


trong đó 


À+= : [(ozi — ð) # A]} 


với Á = [(œ;¡ — œ)? + 4Q?]1⁄2. Từ điểu kiện biên cho cạ, dẫn đến 


tì _ À 
bi *= _—n exp Ễ (21 — œ} Ì sìin Ế ') - 


h £ Eì ` ` 
Vậy, xác suât cần tìm là 


4 |aa 2 3 h 
|ca()l? = A2— sin DẦN : 
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Trong HCl người ta quan sát thấy một số vạch quang phổ hấp thụ với các 
SỐ sóng (trong đơn vị cm”}!) là 83,03; 103,73; 124,30; 145,03; 165,51 và 
185,86. Đó là các quá trình chuyển đời do dao động hay chuyển động quay? 
Nếu là chuyển đời do dao động thì tần số đặc trưng bằng bao nhiêu? Nếu là 
chuyển đời do chuyển động quay thì tương ứng với các giá trị nào của J, và 
mômen quán tính của HCI bằng bao nhiêu? 

Trong trường hợp đó, hãy đánh giá khoảng cách giữa các hạt nhân. 

(Chicago) 

Lời giải: 

Các mức năng lượng của phân tử hai nguyên tử trong gần đúng bậc nhất 
được cho bỏi 


J(J+1)P? 


1 
PŨ;yé -#) Mê: kêu GAES) XU 
J Ua+ (+;) hạ) + 2M R2 
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trong đó n là một số nguyên, A⁄Z và ?t là khỗi lượng rút gọn và khoảng cách 
giữa hai nguyên tử. Trong về phải, các số hạng lần lượt là năng lượng liên 
quan tới câu trúc electron, dao động của hạt nhân và chuyển động quay của 
phân tử. Vì 


Wa+t.J — Wh,„ = ha, 


nên các vạch quang phổ do dao động chỉ có một tần số, và do đó các vạch 
quang phổ quan sát được không phải ứng với chuyển đời do đao động. Các 
mức năng lượng do chuyển động quay là 

h2 


Hạ = ái J2 +), 


trong đó 7ï = AZR2, và quy tắc chọn lọc |A.J| = 1 cho ta số sóng của vạch 
quang phổ xuất hiện do quá trình chuyển dời từ J + 1 ¬ ÿ như sau 


¬—Ầ. R2(J +1) 
SN VAT 7n 2757/0805 
Vậy 
h2 
Y hgÃÄy” 


Với chuyển đời J — J — 1, năng lượng của vạch phổ là 


nồi 
CV — T 


Năng lượng này tỉ lệ với J. Khoảng cách giữa hai vạch phổ liền nhau Az = 
2 tát 5 00EI.9 MEEIISCSES R : 
* A7 = * là một hằng số. Với những vạch phổ đã cho ta có 


Chuyển đời J — J — 1 


83,03 4A—3 20,70 
103,73 5+4 20,57 
124,30 6>5 20,73 
145,03 7->6 20,48 
165,51 §—7 20,35 
185,86 98 


(A ‡) = 20,57 (m1). 
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Vậy, mômen quán tính của phân tử HCI là 
b2 
1 
hcA {~ 
«^A (3) 


_ 6,63 x 103 
— (2z)2 x 3,0 x 10Ê x 20,57 x 102 


= 2,72 x 10 *kg - m2. 


Il= 


Vì Aƒ~! = my" + mo, khoảng cách giữa hai hạt nhân là 


R= (2 ) ” 
TH THCỊ 
: (+35) 


1/2 
—ÁT 
ESTTTTERTEPEIIELE000200004 | 


= 1,29 x 10”!lÔm = 1,29. 
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Một hệ tuân theo cơ học lượng tử ban đầu ở trạng thái cơ bản |0). Tại thời 
điểm ¿ = 0, ta đưa vào một nhiễn loạn có dạng H'(†) = Họe~!/T. Hãy chứng 
tỏ răng vào những thời điểm ¿ lớn, xác suất để hệ ở trạng thái |1) được cho bởi 


J(0Ja|1)l 
——z. 
(2) +(Az)? 
trong đó Ac là hiệu năng lương của hai trạng thái |0) và |1). Hãy nói rõ những 
giả thiết, nêu có, đã sử dụng để tìm ra kết quả này. 
(Columbia} 
Lời giải: 
Trong gần đúng bậc nhất của lý thuyết nhiễu loạn, biên độ xác suất chuyển 
đời được cho bởi 


1 # : 
cgg( = zÍ/ Hy, co x£ dữ, 
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trong đó H;„„ = (k“|H”|k). Từ đây có 


1 xà r 
e\0(1) = "mì ; c⁄net 29/1 (1|Ho|0) dt 


1 1 
===—— <!|Fal0) 


bộ : — 4U) 
T 10 


~?@/T)+A£ (1|Hal0). 
trong đó Ác = œ¡ọh là hiệu hai mức năng lượng của hai trạng thái |0) và |1). 
Vậy, xác suất để hệ nằm ở trạng thái |1) ở những thời điểm ¿ lớn là 


[(0al1) 


=Nl hi 2_ 
Pụo mg |eaoŒ)| h2/T? SE (Az}2 b 


Ỏ trên, ta đã giả thiết rằng Họ rất nhỏ sao cho chỉ cần tính đến gần đúng 
^ H ki z £ -* 
bậc nhất của lý thuyết nhiều loạn. 
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Một hạt cỏ điện tích e bị giam trong hộp lập phương ba chiểu kích thước 
2b. Một điện trường E được cho bởi 


0, ( < Ũ, sà — H 
B= (œ = một hãng sốö đương) 
Eo . AE, t>0, 


được đưa vào trong hộp. Vectơ Bọ vuông góc với một trong các mặt của hộp. 
Tỉnh gần đúng đến bậc thấp nhất của Zạ xác suất để hạt mang điện, ở trạng 
thái cơ bản tại £ = 0, chuyển lên trạng thái kích thích thứ nhất khi £ = oœo. 
(Nêu muôn, có thể đưa ra kết quả dưới đạng tích phân xác định không thứ 
nguyên được định nghĩa hợp lý). 

(Berkelay) 
Lời giải: 

Thay hộp lập phương bằng thê 


0, D<z<20,0<w<2b) 0<z<2, 
Vứ, 9, z) = 


œ, các trường hợp khác. 
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Hàm sóng gần đúng bậc không của hạt trong hộp là 


l1. Ìmz , THRỤ . Ttnz 
)= Sin —— sin ——~ sin —— = |Lm:n}. 


tÙmm(%, Uy Z bà 2b 2b 2b 


Vậy, trạng thái cơ bản là |1 1 1), các trạng thái kích thích thứ nhất là |2 1 1), 
|121), J112). Chọn E hướng theo trục z, nghĩa là, Ee = ae. Khi đó H' = 
~eEpze~°t, Ta tính yêu tố ma trận của các quá trình chuyển đời giữa trạng 
thái cơ bản và các trạng thái kích thích thử nhất 


1L (2. xư . Tư 32b 
011211)=ÿ z sin a si TC dự = 


(111z|121)= (111|z|112) =0. 


Vậy, xác suất chuyển đời là 


ƒ'ÍI'£ƒ* AE Ặ 
ST Ị (211|H'J111) exp Ệ ˆ) di |, 
h2 0 h 
trong đó 
TỒN” va v2, 12 — 1232 1 „ 32h 
AE= Ran5 (2 +1ˆ+lˆ-1“-1ˆ—17)= TPNHE 


Do đó, ta có kết quả sau 
320eEn\?| /% .AEt 


— /32beEs\° h2 
—\ 9z? ðø2R2 +(AE)2` 


2 
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Một hạt nhân 27AI ở trạng thái liên kết trong trường thê của dao động tử 
điểu hoà một chiều với tần số œ. Kí hiệu các trạng thái là jư„ = tm(+ :) đa; 
trong đồ m(% °), my = Ô, 1, 2, , là hàm riêng của thế dao động tử điều hoà, 
mô tả chuyển động của khối t tâm và j„(z), œ = 0, 1, 2,..., là hàm sóng mô tả 
trạng thái nội tại của hạt nhân. Giả sử ban đầu hạt nhận ô trạng thái @o(z) ớa 


37- BT..CHLƯỢMGTỪ 
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và sau đó chuyển về trạng thái cơ bản ở đồng thời phát ra một photon theo 

hướng —z. Giả thiết rằng năng lượng kích thích hạt nhân lớn hơn rất nhiều so 

với năng lượng kích thích của dao động tử điều hoà E* = (Ee-t— Fa„=o) >> hư, 
(a) Hàm sóng của hạt nhân sau khi bức xạ photon có dạng như thê nào? 


(b) Viết biểu thức của xác suất tương đổi P›/Pạ, trong đó ạ là xác suất 
để hạt nhân ở trạng thái @„o = ú„(z) óa. 


(c) Tính Pị/ùụ với E' = 840 keV và hư = 1 keV. 
(MIT) 
Lồi giải: 
(a) Phép biến đối Galileo 
+ =4 ST 0É,  =f 
biến đổi hàm sóng (+, ¿) theo công thức 


0(+, Ð) = exp ( y = z) ú(', ), 


trong đó ø là vận tốc của hệ quy chiêu // so với hệ quy chiêu Ƒ và được chọn 
hướng theo trục z, và Ä⁄Z là khối lượng của hạt. 

Sau khi phát ra một photon với năng lượng E* theo chiều —z hạt nhân có 
vận tóc u = #- theo hướng của trục z. Đồng thời nó chuyển vẻ trạng thái cơ 
bản øo. Vậy là ban đầu ( = ¡ = 0) hạt nhân có vận tốc u và ở trạng thái cơ 
bản trong hệ quy chiếu /*, gắn liền với hạt nhân ¿a. Như vậy, sau khi phát ra 
photon hạt nhân ở trạng thái ý được cho bởi (t =0, z = +”) 


`. (5 BÊ +) jù i0 


trong hệ quy chiếu # của người quan sát. 
(b) Xác suất để hạt nhân ở trạng thái ¿„¿ = „(z) ở„ là 


Tn = |(2ao t¿Œ, 0)l” 
3 


= |(u(z) óa | exp ba. đà, z) J0! 


= lớn | exp (›) |0) 


2 


ù 
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trong đó |n) = lớa(+)). Sử dụng các toán tử sinh và huỷ a†, ø, ta có thể viết 


và vì e4? = cAeBe~[A.Bl/2 (|A, BỊ giao hoán với A, B) nên ta có 
Mu h P 
Ta =l|ín| exp Ệ th NT (aT .) |0) 


= lựa nã xẽ n6. . snn 
TẾ th Ð cáp Ý 2Nf0i” P ! Tp V3Mu 


AIu? 
x exp 7T |0) 


2h) mỊ 
1 /‡Mø?\” } Mu 
" Ì Ruu bẻ li TRE 2y 
Vậy 
ĐỊ SN; sọc 0.847 
Phù 2hu ~ 2AIc?Phu¿ 2 x27 x 9315 x 103 
~1,4x 1072, 
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Xét một tình huống xảy ra khi một hạt muon âm bị bắt bởi một nguyên 
tử nhôm (nguyên tử số Z = 13). Sau khi muon đi vào bên trong đám mây 
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electron nó tạo với hạt nhân nhôm thành một nguyên tử muon tựa hydro. 
Khối lượng của muon là 105,7 MeV 


(a) Tính bước sóng (theo đơn vị Ä) của photon được sinh ra khi nguyên 
tử muon nói trên chuyển đời từ trạng thái 32 (bỏ qua chuyển động của hạt 
nhân). 

(b) Tính thời gian sống trung bình của nguyên tử muon trong trạng thái 3d, 
biết rằng thời gian sống của nguyên tử hydro trong trạng thái 3đ là 1,6 x 10~8 
giây. 

(Berkeley) 
Lồi giải: 

(a) Với các quá trình chuyển dời tự phát từ trạng thái 3d, xác suất lớn nhật 
là quá trình 3d —› 2p. Trong gắn đúng phi tương đôi tính, năng lượng của 
photon được cho bởi 


Ruc rm„,22e3 1 _ + 

.ưn 

m„e1Z22 Gới : Kã 
2 hc 36 


105,7 x132 / 1N? /5 
z -\} (.”Ì =6,61x10 ?Mev. 
2 (§) (ã) ng ng 89) 


II 


Bước sóng tương ứng là 


€ _— hẹ — 4,185 x 10715 x 3 x 1019 


À= —= 
U hư 6,61 x 104 


= 1,88 x 10em. 


(b) Xác suât chuyển dời trong một đơn vị thi gian là 


A œ ` |ree:|Ÿ. 


Với các nguyên tử tựa hydro thì 


Ireez| % u œ rnZ22, vànhưvậy  Aoœ m°Z%, 


LẠ 
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đo đó thời gian sông trung bình của nguyên tử muon ở trạng thái 3d là 


ả 
0,51 1 
“sêc «xe Ê) 08=6,3x107?9s 

to Ni HN 
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Một hạt có khối lượng AM, điện tích e, và spin bằng 0 chuyển động trong 
thê hút k(z2 + 2 + z2). Bỏ qua các hiệu ứng tương đổi tính. 

(a) Tìm ba mức năng lượng thấp nhất Z£s, Eạ, E; và bâc suy biến tương 
ứng. 

(b) Giả sử hạt chịu tác dụng của nhiễu loạn là một từ trường yêu, không 
đổi có độ lớn B, hướng theo trục z. Chỉ xét những trạng thái với năng lượng 
khi chưa có nhiễu loạn là F;, hãy tìm bổ chính cho các mức năng lượng đỏ. 

(c) Giả sử một thế nhiễu loạn nhỏ 4+: cos ¿¿ gây ra chuyển đời giữa các 
mức khác nhau trong câu (a). Dùng hệ cơ sỏ thích hợp cho các trạng thải suy 
biển, hãy xác định chỉ tiết các quá trình chuyển dời được phép, bỏ qua các 
hiệu ứng tỉ lệ với A? và các bậc cao hơn của A. 

(đ) Trong câu (€), giả sử ỏ thời điểm £ = 0 hạt ở trạng thái cơ bản. Tính 
xác suất để hạt có năng lượng #) ở thời điểm ¿¡. 

(e) Với Hamiltonian không nhiễu loạn, các tích phân chuyển động là gì? 

(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Schrödinger của hạt trong hệ toạ độ Đềcác, 
RQÈ / 82 a? a2 
+) hon +k(@?+pg?+z?)| 0(, w, z) 
ôx2 9z? 


="" 
= EŒ, 9,2), 


có thể rút gọn thành 3 phương trình dạng dao động tử điều hoà và năng lượng 
của hạt có thể viết dưới dạng tổng các năng lượng thành phần 


3 
EN = Bị + Em + En = 3 Re + (Ì + th) Rớ, 


trong đó 
2k/M, N=l+rn+n=0,1,2,.... 
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Vì vậy, 
3 


Bọ = 5 ho = Jh V2k/M, 


l 
b5 @ 


không suy biển; 


5 


suy biển bậc 3 (0Joo, oto, oi); 


7 7 
Eạ = „he = f 
)= nRờ = nh V2K/M, 


suy biến bậc 6 (2o, Óøao, oos. 110, #t01, 01): 
Trong hệ toạ độ cầu hàm sóng có dạng 


ntim(f, 9, @) = Fan) Ym (8, 9), 
trong đó 


2i*+2~ (21 + 2my + 1N 1/2 sat —a2z2/2 ` 
x F(Tmy, l+ 3/2, a2r?) : 


Rau) =e*/2 | 


0,2,...W, (N = chẩn), 
t=N_—- 2w, = 
1,3,...W, (N=lẻ), 


N liên hệ với năng lượng bởi hệ thức 
: K) 
Ew=|(N+ 3] hờ, NE01,2...., 


và bậc suy biến là ƒy = }(N +1)(N +2). 

(b) Với từ trường yêu B hướng theo trục z, Hamiltonian nhiễu loạn có 
đạng 
cB] ., 


sa 
li 2M Đạo 


Do đó, trong hệ toa độ cầu ta có 


` cB 
film = Eni — 2Mc mh, 
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trong đó ruj là trị riêng của toán tử ?„. Vì thể các trạng thái suy biên khác 
nhau của mức ; sẽ tách thành các mức với năng lượng 


#22po = Eao 
đ#22a —= E22 — S. h, 
E22 = Đạ¿ TT nhi 
đao = Ea, 
Eas-i = Ea¿ + . hy 
Ea 0 nự = h. 


Ta thây rằng suy biến chỉ bị mất đi một phân. 

(c) Tại thời điểm + = 0, H' = A+z cos (¿f). Xét dao động tử điểu hoà 3 
chiều trong hệ toạ độ Đềcác. Với / là số lượng tử của thành phần đao dộng dọc 
theo trục z, bổ chính bậc nhất của nhiễu loạn cho ta 


(ứ m 1ẺU|H '(, Đ|bnn) = nvmôma (ỨLHf(+, ĐỊD 
=A cos (0È) ðm tư mðm*n (2| 


=Ao cos(œ#) í= Ôp Hria + ¡ XẺ 4 


x Ôm'm Ôn Ũ 


trong đó œ = V ĐH TIẾN, = (2kAN1/h2)1/4. Vì vậy, các quá trình chuyển đời 


được phép là các quá trình chuyển giữa các trạng thái sao cho 


Am = Ân =Ú, AI = +1. 
(d) Giữa các trạng thái Eo và E, các quy tắc chọn lọc chỉ cho phép quá 
trình chuyển đồi với ;Ởooo —> #ìgo. Xác suất chuyển dời là 


2 42 
= 2¿^2h2 


2 


l ` : , th at 
lI cos(Uf)e“” dữ | Ó 
lÙ 


—- 


trong đó 


ba ¡2 = (100|H|000), 
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‡ t 
"", 1 " s SA) n 
Ị cos(œÈ“) ct dẺ = 5 j (“ _ c—et )e” dự 
0 0 


=> + 
BÀI œ7 + (U œ — 


1 = — 1 €*(áe°—á}E —1 
Trong thế giới ví mô, u và „' thường rất lớn. Chỉ khi nào œ ~- «” thì tích 
phân trên mới cho đóng góp đáng kể. Do vậy 


4? sìn?[(œ— œ)£/2| 


Địa ~ =—— \ 
I2 su2R — [( — 0)/2|? 


hay, khi ¿ đủ lón, 

A?mi 
4œ?h2 
Ở đây ta đã sử đụng công thức sau khi ¿ lớn, 


Địa % ô(„ — 0. 


sin(z'— +)t/217 h 
TC LỰ| s2mfố(2~ 3), 
[on | Y5 ẤP, Si 
(e) Năng lượng, mômen xung lượng, thành phẩn hướng theo trục z của 
mômen xung lượng và tính chẵn lẻ là các tích phân chuyển động. 
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(a) Giả sử trạng thái của một đao động tử điều hoà với tần số góc œ được 
mồ tả bởi hàm sóng 


T: 


œ 
œ : ầ 
1 =N» ——=»„(z)e" nwt œ—=zo\/ —-€°, N=ehla”/2, 
d cung St” = 2h“ : n 


Hãy tính trung bình toa độ (+) của đao động tử trong trạng thái này và 
chỉ ra răng sự phụ thuộc vào thời gian của (+) cũng giống như dao động tử cổ 
điển với biên độ zo và pha ¿. 

(b) Hamiltonian của dao động tử điều hoà một chiểu trong trường điện từ 
của laser được cho bởi 


cp : 1 1 2-3 
ĐC T0 iÊ t—=LeEhze hề 3 
2n Ta #o sìn a€Enz cos LẺ + 2 Thu8z ị 
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trong đó œọ, ra và e tưởng ứng là tần số góc, khối lượng và điện tích của dao 
động tử và ằ là tần số góc bức xạ laser. 

Giả sử laser được bật lên vào thời điểm ¿ = 0 khi dao động tử đang ở trạng 
thái cơ bản ý. Coi tương tác điện từ như một nhiễu loạn, trong gắn đúng bậc 
nhất hãy tìm xác suất để tại thời điểm ¿ > 0 bất kì, đao động tử ở một trong 
các trạng thái kích thích tạ. 

Biết rằng các hàm sóng chuẩn hoá của đao động tử j„(z) có tính chất sau 


d 2h 
(tt ụ Tj h= _ ——Ứn—t. 


mà) dụ rnu 
( h Ì 2h(m + 1) 
+ — ——-—- | tn = {\j ————— a+1- 
mí2 dự H170 
(Wisconsin) 
Lời giải; 
(a) Cộng hai phương trình đối với „ cho trong để bài, ta có 
2h 
2rún = lSẠt, (Vn®a—i + Vn + Lớa+n), 
hay là 
+|m) = V'B/2m, (VWn|n® — 1) + vn + 1L|[m+ 1). 
Từ đó, suy ra 
@) = (0lz|0) = N? kề cC SC cc vi<B* (nlslk 
Tm+=Ũ n k=0 vÑ 
=Nt NO sả. (n|{Vk|k = 1) 
ao VU tS vi 2n 


+ VETTIks | 
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lô 4 œ 1(T— kE)œ 
=N? : —R cít—E®t CV ấy s+a + Vk + 1ỗkz— 1) 
=0 —— ' 
ẵ œ h ạ*" rr+l 2uyŠ 
=N `. vn+le 
<q Ý 2m |vnl (m+ 1) 
x(n+1) T : 
Œ œ 1 
TRE 1 1UUÉ 
(r + 1)! nÍ NHhệ | 
h = )ul? —3a2 « 
Tận 2m2 ›” m„Ị (Qiể. da nh) 
Tmr+=Ö ' 
= N? clel b (œe_ 2t đ œ* tUA 


” súp Jj 6e) # ¿MM=M0] 


“ 


= ụ cos (Ó — œÍ). 


Vậy, (+) giống như của đao động tử cổ điển với biên độ zụ và pha ban đầu 
Ó. 


(b) Ban đầu đao động tử ở trạng thái o = |0). Thay ¿ bằng ¿ạ, các phương 
trình đã cho đối với „ cho ta 


#m) = VWR/2tmue (Vn[+ — 19) + Wn+1[n + 1)), 
B|n) = VWBmoup/2(Vn + 1n + 1) — Wn| me — 1)), 
trong đó ô = —¿R z¿. Từ đây, suy ra 
#|0) = VN/2mo |1), 
00) =7 Vhmaa/2 11). 


Hamiltonian nhiễu loạn có dạng 


7i 


1 
= Fn sin £ — — eFp+ cos U£, 
2m 2 


Vì (n| 1) = ổn, Ha = 0 với ø # 1. Vậy nên Pạo = 0 với n > 1. Xét HỊa. Ta 
có 
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Ð 1 
Tụ ‹ | ñ #q sin „F — P eEq + cos uf 0) 
TH“) 


cFụ HN, 
=—— COS U)Ý 
2 Tu) Tản, 
eEh h . 0), 
= —— +— Sin uẺ — cos Ỷ |, 
2 2me%p uU 


vì thế xác suất để đao động tử chuyển lên trạng thái ở vào thời điểm ¿ là 


F sEn 


2 
10 toạt! 
Ệ — Sìn œ‡” = coS «r) chaoE dự 
t2 


1 
Thìn = PP 


23mg 


+ , 1  Ng # : ll „ạt 
214) “... na tuyỷ —tcJ0£ 1UỂ dứ 
e 
xì ì lộ l ) 2 Ề + )| b 


e? F§ Su 
— Rmueoh Dm (uậ — œ2)? 2u 22 


c2 HỆ b +) cos(eg — œ) : 


2 


CcoS ¬ 


+ 7 
4m, | (ao + e3? (uy — ¿}2 
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Giả sử đo tác dụng của một lực yêu ví phạm tính bảo toàn chẵn lẻ, mức 
?91¿ của nguyên tử hydro có một thành phần nhỏ trộn lẫn với sóng P 


Quá trình bức xạ bậc nhất nào sẽ khử trạng thái kích thích này? Dạng của 
yêu tô ma trận ứng với quá trình này là gì? Nó sẽ có đạng như thê nào khi 
e — Ù, tại sao? 
(Wisconsin} 
Lời giải: 

Bức xạ bậc nhất liên quan đến quá trình chuyển dồi lưỡng cực điện. Nó 
làm cho trạng thái trên chuyển thành trạng thái (n = 1, j = 2), Suy biến bậc 
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2, tưởng ứng với m; = +š,l = 0. Yêu tế ma trận của quá trình chuyển đời 
lưỡng cực điện như vậy được cho bởi công thức 


do các quy tắc chọn lọc AI = +1 đối với quá trình chuyển đời. Biểu diễn các 
vectg cơ sở trong trạng thải liên kết qua các trạng thái không liên kết, ta có 
các trạng thái cuối và trạng thái đầu sau đây 


1 1 lì 
t ( ¡Ji 0s Hội z) |100) HP 
1 


Vậy các yêu tô ma trận khác không của H/; là 


cáu (s=1L/=m =2) |— er|lú;p (=;)) 
1 1 
Vậ“ (100| r |210) = Vs< (100 z |210) ez 


-A 
 Ê (100|z |200) e; = = 


II 


l 


©;, 
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trong đó 4 = (100|z |200), e; là vectơ đơn vị dọc theo trục z, 


sc àUE 1 1 
ce( HS h6j lẺ e0 mg | — er lớp TH = 
2 
= ~ V2 «< q00 r|211) 


= V3 «000 zez + ey [211) = _ (c„ + ?@y), 
1 
£ tủ HS) 5E TA GE |— er lủp | mụ = 5 
A 
=_= (đz — t£y), 


1 caA 
` se (100|r |210) = “TC áz. 


ở trên ra đã sử dụng các hệ thức 


(10) (d) = 1, (10) (0) =0, VV., 


F —=*te@x † €y +z€©z 
=r §in ổ cos ¿@ ex +7 sin Ø sin ey +7 cos Øe@z, 
(100|z|210) = (100|r|200)  = 0, zw„ = 0lcos Ø|Ý= 1,mm=0), v.v. 

và các quy tắc chọn lọc 

Am = 0 với thành phần z của er, 

Am = +1 với thành phần z, y của er, 

Vì vậy, nếu tính chẵn lẻ của trạng thải 2 ?51/z bị mắt đi do sự xuất hiện 

của số hạng e bức xạ lưỡng cực điện sẽ dẫn đến sự chuyển dời từ trạng thái 2 
2%1/¿ xuống trạng thái cơ bản 1 2%, J2; XÁC suất để khử trạng thái kích thích sẽ 


tỉ lệ với « e2. Nêu z = 0 thì bức xạ lưỡng cực điện không gây chuyển đời từ 
trạng thái 


1 
ủs (»- 2,J— s10) về trạng thái ý (-= li. = Si Yên 0) 
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nguyên nhân vì nhiễu loạn 7 là một vectơ cực, các yêu tô ma trận của nó chỉ 
khác không khi Ái = 
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(a) Thành phần của Hamiltonian mô tả tương tác siêu tỉnh tế giữa electron 
và proton trong nguyên tử hydro được cho bởi công thức 


8m 
H_- — lc - mẹ ổ3 (r), 
trong đó ị = z8; là mômen từ và 8; = ä Ø¡ là spin của hạt thứ ¡ ( ø; là 


các ma trận PaulD), Hãy tính độ tách siêu tỉnh tê giữa các trạng thái 1s 3% và 
1 1p của nguyên tử hydro. Trạng thái nào có năng lượng thắp hơn. Hãy giải 
thích điều đó bằng các lập luận vật lý. 
(b) Thế vectơ của trường bức xạ được sinh ra trong quá trình chuyển đời 
giữa các trạng thái trong phân (a) có dạng tổng quát khi r — oo, như sau 
ừ J é 6} 
: ï.. —. 


A=|-i-(x)+:¡i-ñx i>—. 
éC œ) C 2m„c 2mm„c2 


ñ x02 +) 


trong đó ñ là vectơ đơn vị dọc theo hướng truyền của bức xạ và . ) kí hiệu yêu 
tô ma trận của quá trình chuyển đời này, Yêu tổ ma trận nào của các số hạng 
trong biểu thức của A cho ở trên khác không? Số hạng nào thì bằng không? 
Tính chất đặc trưng của bức xạ phát ra trong quá trình chuyển đời trên là gì? 
(Wisconsin) 
Lời giải: 
Gọi phần hàm sóng không gian của trạng thái 1s là /o(x), trạng thái spín 
đơn tuyến là xoa, và trạng thái spin tam tuyến là xị„„ (M =0, +1). 
(a) Áp đụng phương pháp nhiễu loạn cho các trạng thái suy biễn. Hamil- 


tonian nhiễu loạn là 


2m € geợp Q ¬ B ö 
HT ca 2 Se 8,8 fr) = 2 ((8, + Sp) 


— §2—S7]#(r) =5 Is?— šm| 63(r), 
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trong đó 8 = 2#. 2", và S = S, + S„, với S2 = %? — 1.šh, Nếu chọn 
ở = Sân mariye = % p c =òn =5 ' Si : 
2o{P) Xoo Và #o(r) xi làm hệ vecto cơ sỏ, thì H7 sẽ là một ma trận chéo. Với 
mức năng lượng 1z L%ạ, $ = Ô, ta có 


AKEt = (0oxoa |H'|oxoo) 


3 
sử B† |da(r = 0) Ÿ. 
Với mức nấng lượng 1s 3%, 52 —= 1(1 + 1) h° ta có 


: 1 
AE = (úaxiM|H | oXiM) = xBP |đo(r =0). 


1 2 
Wo) = TC 890715 lafr=0)=g: 


Cho nên độ tách siêu tỉnh tế là 


: 1 
AE=AR— AE = —— BH. 
7Tữ' 


Các tính toán ở trên chỉ ra rằng trạng thái spin đơn tuyến (1%) cỏ năng 
lượng thấp hơn. Có thể giải thích điểu đó như sau. Cường độ của trường sinh 
ra bỏi lưỡng cực từ giảm rất nhanh khi khoảng cách tăng. Vì vậy, với tương 
tác lưỡng cực từ giữa electron và proton ta phải xét trường hợp khi chúng rất 
gần nhau. Khi „ song song với /4„, năng lượng của tương tác từ thắp hơn (vì 
E=_-mu-Đ) so với trường hợp chúng đỗi song. Vì khi ¿„ và Z. song song, thì 
S; và S„ sẽ đôi song, Khe năng lượng trong trạng thái đơn tuyến sẽ nhỏ hỏn. 

®) Với quá trình chuyển đời từ trạng thái tam tuyến sang trạng thái đơn 


tuyên đưới tác dụng của thê vectơ A, đo các số hạng với & và Ù không chứa 
toán tử spin, ta có 


(%) = (Ooxoo |Ñ| ÓoxiM) = (Oo|#l@o} xao [XiM) =0, 
(L) = (0oxoo | |2oXxiw) = Ú, 
(Ø¿) = (doxoo | Øe[oxtM) = (XooÌØe|XLM} - 
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Vì 


Xi” 


đà TÂ), Đ), 


nên nếu ta chợn trục z song song với n thì thành phân hướng theo trục z của 
(ø,) sẽ không cho đóng góp gì vào m x (ơ;), vì vậy thực tê ta có 


(xao|lZ«[Xa) = _ (0 1)ø; (Q) = ¬ ®xT— "ai 
(Xoo|Øz|xi,—1) = u 0}Ø, 6) = ° — —&: 


(xoo|Ze|XIo) = sứ 0)ø. hy) ¬5 (0 1)ø; Ẫ) = G¿, 


trong đó e;, e„, ©; lần lượt là các vectơ đơn vị dọc theo các trục z, , z. Vì 

ˆ À # , ” l xì ` 
vậy, (z„) z 0, Cần chú ý răng hướng của À song song với n x (Z„). Diễu này 
tương rự như thế vectơ của bức xạ lưỡng cực từ, vì vậy bức xạ phát ra trong 
qúa trình chuyển đời trên có đặc trưng của bức xạ lưỡng cực từ. 
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Các proton (có mômen từ u) ở trong một từ trường có dạng 
B„ — Họ cos u, Đy = Bh sin ằÈ, 
Đz„.= hằng SỐ, Bạ < B:. 
Tại thồi điểm ¿ = 0 tất cả các proton đều phân cực đọc theo trục +z. 


(a) Giá trị của „ bằng bao nhiêu để có chuyển đời cộng hưởng? 
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(b) Xác suất proton ở thời điểm ¿ có spin hướng theo chiều âm trục z bằng 
bao nhiêu? (Giả thiết 8ạ < Ð,}) 

(Princeton) 
Lời giải: 

(a) Vì Bọ < B,, B' = B,&+ B,ÿ có thể được xem như nhiễu loạn. Khi đó 
Hamiltonian không nhiễu loạn (phân phụ thuộc spin) Hạ = —¿B;øơ; cho ta 
hiệu hai mức năng lượng của hai trạng thái (2) và (†) với spin hướng theo +z 
và —z là 2/B;. Vậy, chuyển đời cộng hưởng xảy ra với tần số góc ¡¿ — 2uB,/h. 

(b) Vì 


NW-=_-hơ-:B 


l 


—M(øzBy + øyByụ + ơ;;) 


_ B, — B,—iB, 
—  “(B+iÐy —B, J' 


nên phương trình Schrödinger có thể viết đưới dạng 


: B, B —tưJ‡ 
Hãy G) = BH bàn Bi ) G) 


trong đó a và b lần lượt là các biên độ xác suất để electron có spin hướng theo 
+z và —z. Đặt 
— „-t?‡È _— „iS%f 
a=e '2'ƒ, b=e€ể7??4Ọ, 


ta thu được phương trình cho ƒ và øg 


8 
hSƒ+ihTT + #B,ƒ + ¡Bạg = 0, Œ) 
3g ú) 
Bạƒ† +ih —h~g— uB,g=0. 2 
HUBsuƒ +¡ 5 29 uB;g=0 (@) 


Lẫy đạo hàm theo thời gian của phương trình (2) rỗi thay các biểu thức 
của S1, '? rút ra từ (1) và (2) vào, ta thu được 


ễ» +9?g=0, 3) 


trong đó 


3⁄4- BT_.CRLLK¿GTỨ 
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Ban đầu tại ¿ = 0 các proton phân cực đọc theo hướng +z. Vì vậy, |ƒ| = 1, 
g =0. Do đó, nghiệm của phương trình (3) là  = A sin ©¿, trong đó A là 
một hằng sô. Giả thiết rằng ƒ = B sin ©¿ + Œ cos O¿ và thay các hệ thức trên 
vào (1). Giả sử ƒ = ¡ tại £ = 0, ta có 


- 1 hưu nọ 
= =-— |— B,]. A=-—. 
CHẬY" ST ng € bảo ») lu 
Vậy 
1 œ 
¬ Ì sỉn ¡ cos Qứ, 
/ 5Q (h3 +B;) sin GÀ + ¡ cos 
—='q 
= Ô. 
?o im 


P = bƒ = lại = (Số) sìn2 € 
VỚI 
1 hụo ? 1 /hưu 
0= ẽBj + (SẺ +8) ~x (S tu.) vì Đ; > Ba. 
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Một mẫu paraphin được đặt trong từ trường đều Hạ. Mẫu này bao gồm 
nhiều hạt nhân hydro. Spin của mỗi hạt nhân hầu như không tương tác với 
các hạt nhân xung quanh và trong gần đúng bậc nhất có thể chỉ xét tương tác 
với từ trường ngoài. 

(a) Đưa ra biểu thức cho số proton trong các trạng thái từ khác nhau ở 
nhiệt độ 7". 

(b) Một ống đây với tần số vô tuyên được đưa vào để quan sát hấp thụ 
cộng hưởng sinh ra bởi một từ trường dao động. Từ trường dao động phải có 
hướng như thế nào so với hướng của từ trường tĩnh ??› và tại sao? 

(e) Với tần số nào thì quan sát được hắp thụ cộng hưởng. Hãy chọn đơn vị 
của các đại lượng trong biểu thức tìm được sao cho tần số có đơn vị MHz. 
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(d) Dựa trên cơ chế chuyển dời spin proton, hãy giải thích tại „ quả trình 
hấp thụ năng lượng của Trường với tần số vô tuyên không biến mất sau xung 
ban đầu, mà trên thực tế lại tiếp tục với tốc đô không đổi. Khi cường độ của 
trường đao động tăng đến giá trị rất lớn thì tốc độ hấp thụ sẽ thay đổi như thế 
nào? Giải thích vì sao? 

(CUS) 
Lời giải: 
(a) Vì spin của hạt nhân hydro được giả thiết là chỉ tương tác với trường 
ngoài, Hamilronian tương tác có dạng 
Íï = ~m - Hạ = ~uuN$; Hạ, 
nêu chọn trục z là hướng của từ trường Hạ. Khi đó có các trạng thái |s; = 3) 
và |s¿ = —2) với năng lượng tương ứng 
1 1 
Fl/a = —5 9HNHh, E_I/a= 5 gu Ha, 


trong đó ø = 5, 6 là một hằng số và „ là mômen từ hạt nhân uy = ch/2mm„c. 
Điều kiện cân bằng thông kê ở nhiệt độ 7' cho ta các xác suất để hạt nhân 
ỏ một trong hai trạng thái trên như sau 


1 1 
P=exp (§„"e/kr) HỆ Ế øuwHa|kT) 


| 
+ @xp (-š„m/er) | 


1 lạ 1 
P=exp (-2z„xme/xr) /J=m § 9u HojkT) 


1 
+ exp (-š sua Ho[kT | : 


với |a; = 3)! 


VỚI |s„ = — 


hịi— 
— 


đây đồng thời cũng là tỉ lệ các hạt nhân ở hai trạng thái trên. 

(b) Từ trường dao động H; phải trực giao với Hạ, nghĩa là hướng dọc theo 
trục +. Nguyên nhân là do chỉ khi phần phụ thuộc spin của Hamiltonian có 
dạng 

ï =—m-H = -guws;Họ — guwyszH) 
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thì các yêu tô ma trận (s;¿ = ‡|]|s; = —3) và (s„ = —=‡|f|s;¿ = j) mới 
khác không và các quá trình chuyển dời giữa các trạng thái spín mới xảy ra, 
bởi vì 
1 1 1 1 Đ\ /0 
-lzzÌ =)=xz00 =0, 
Ệ v5 3) DMh § ) 6) 
1 1 1 0 L!\ /0 1 
=l#¿| =1 ==. 
Ệ ở 5) 209) Ệ 3) “) 2 


(c) Quá trình hắp thụ cộng hưởng chỉ xảy ra khi tần số dao động thoả mãn 
điều kiện 
lờ = E 1a T— B1/2› 
hay là 
œ = gbNHn/h. 


Với g = 5,6, b = 1,054 x 10341, 


.. eh mẹ _ 9,274 x 10” J G1, 
2mạc — 2mạc rnạ 1836 


MN 


và œ trong đơn vị MHz được cho bởi 


56 9/274 x10 
= — X— 
1836 1,054 x 10-31 


ú x 1078 Hạ =2,7 x 1072 Hạ. 
trong đó Họ tính bằng gauss. 

(đ) Tương tác spin giữa các proton có xu hướng giữ nguyên trạng thái cân 
bằng nhiệt, vì vậy ngay cả khi trường ngoài thôi tác dụng thì tương tắc từ giữa 
proton và từ trường gây ra bởi các proton khác vẫn tổn tại và các quá trình 
chuyển dời vẫn xảy ra. Khi từ trường ngoài rất mạnh thì tốc độ hắp thụ sẽ bão 
hoà. 
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Một electron liên kết ở trạng thái cơ bản trong một hồ thế 
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không phụ thuộc vào g và z. Tìm tiết diện tán xạ của quá trình hấp thụ một 
sóng ánh sáng phẳng có năng lượng œ¡ñ, lan truyền theo hướng k, trạng thái 
phân cực e. Xác định trạng thái cuối của electron, biết rằng 
2 
Trì 
“_ « Rw & c2. 
(Wisconsin) 

Lời giải: 

Vi ban đầu electron chuyển động tự đo theo các hướng y, z, trạng thải ban 
đầu của electron được mô tả bởi hàm sóng 


gi(r) = 2(x) exp (2® =2) : 


3m. dư? + 
@=0, z<0, 


Phương trình đối với ¿ giống như phương trình đổi với hàm sóng xuyên 
tâm của nguyên tử hydro với £ = 0. Vì vậy, ta có 


rm32 1 


PS 
° 2h2 m2 


1. 1: 22x22 


Do đó trạng thái cơ bản (ban đầu) của chuyển động theo trục z có năng 
lượng và hàm sóng tương ứng là 


m8 
lạ .. 
1 2R2 3 
2x _ 
\(x) = 3/28 BI: 2x3 tụ 
trong đó 

h2 

a — 


` 


Điều kiện h >>» mm” x |E\| có nghĩa là năng lượng photon lớn hơn năng 
lượng liên kết trung bình của electron rất nhiều và do vậy có thể làm cho 
electron thoát khỏi hồ thế. Tuy nhiên, vì ñœ; < zr+c2, năng lượng này thắp hơn, 
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rất nhiều so với năng lượng nghỉ của electron và đo đó không thể tạo thành 
cặp electron được. Vậy trạng thái ban đầu của electron là 


y(r) = (|) = Cøa(z) exp [i(kỆ)y + kÉ2)2)], 
trong đó kỹ” = = Đy/h, ký s.= . lần lượt là số sóng của electron tương ứng 
theo hướng ÿ, z, Ở = (+)? = + nếu hàm sóng của trạng thái ban đầu được 


chuẩn hoá với một electron ở Bồn: hộp 2 chiều kích thước L trong mặt phẳng 
ự — z. Trạng thái cuôi của electron đang xét chính là trạng thái của electron tự 
do chuyển động theo hướng K (hướng quan sát) 


/(r) 


" 


3/2 
l7) =(T) - epGkƒe, 


trong đó F3 là thể tích hộp ba chiều dùng để chuẩn hoá. Hamiltonian nhiễu 
loạn có dạng 


"=...v _ J 1 „ 2 "5ã. 
đi Hồn lì DA JotU p tan? EV 


trong đó A là thế vectơ của trường photon và điện tích của electron là —e. Ở 
trên ta đã chọn chuẩn V - A = 0 và bỏ qua các số hạng bậc cao hơn 42. Kí 
hiệu điện trường ban đầu tương ứng là 

EB = #£ sin (È — kị -r +ổn), 


trong đó k;¿ là vectd sóng của photon tới và e = {ez, cụ, £;, } là vectơ đơn vị 
theo hướng của Ð. Có thể đặt thê vectơ bằng 


À1 cos(¿# — kị - r + ôn) 
œ 


vì E=-‡ ^^, và khi đó Hamiltonian nhiễu loạn được viết thành 
D ể ,  —tRe 
H~—A-:Ð=- — {exp [f(«¿f — kị -r + ôp)| 


+ exp[—i(#‡ — k¿ -r + ðụ)|}£eV. 
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Trong quá trình hấp thụ phoron, Fy > E; nên ta chỉ cần xét số hạng 
thứ hai (số hạng thứ nhất tương ứng với quá trình phát xạ photon). Vậy nên 
Hamiltonian nhiều loạn có dạng 

H'= —:he 


2m 


exp |[—i(œf — kị -r + ấn)| EeV. 
Với sóng điện từ phẳng, 
H= : kxE, 


nên vectơ Poynting là 


... ¬.... 
S=(ExH)= 


Lây trung bình theo thời gian ta có 


Vì thế số photon tới đi qua một đơn vị điện tích trong một đơn vị thời gian 
là 
,C, cử?2 


hưu  8mhu` 


Tiết điện hấp thụ vi phân của hiệu ứng quang điện được cho bởi công thức 


trong đó 2i—x là số electron trong góc khối 2Q ; chuyển từ trạng thái đầu sang 
trạng thái cuôi ƒ có năng lượng xắp xỈ Eự trong một đơn vị thời gian. Lý thuyết 
nhiễu loạn bậc nhất cho ta xác suất chuyển đời trong một đơn vị thời gian là 


27m : 
1y đỘy = T Ø(Eÿ) |W/:ŸŸ dÒz, 


trong đó ø(Ƒ;) là mật độ trạng thái cuối trên một khoảng đơn vị năng lượng. 
Với các electron phí tương đối tính, 
mkỆ) L8 

_— 83h? } 
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trong đó 2W là số sóng của electron trong trạng thái cuối với năng lượng gần 


bằng tụ, 


Mới = VIEFlộ = (/| guốc 9 [CÁ cr + ân) E +  ï) 


T +œ 
"xế! dạ Jj dụ dz. L3 
2m 0 
—©o° 


x exp _&#? -r +itk; - r| (e - V) C@t(>z}) 


x exp [2(kÈ° + kÉ? z)] 


=4 >ø~ tốp 
G6 j2 ác (-z) 
2mm Lỗ. 


+ i£ykt9) + „k9 ] @i(x) exp _&# .r +, -rỶ 


x exp |((kỆ° + kỆ) z)} 
4n? VWaheEe!Š 
_ mruJ15/2[1 + ia(kz ) — kf))2 
— eykt® — e„kf)} ô (~kf) + ki) 


{zz(kỹ) ~ kƒ)) 


+ k”))ð(~kl) + kỹ) + kế), 


Vậy tiết điện hấp thụ vi phân là 


dd — 8xrak re 
dÖp — muc(1+a2A2)2 


x ô(kẾ) + kỆ°) — k#È)) á (KỸ) + kÉ) — kÚ))., 


[exA — cykt) —e,kt? 


Trong tính toán ỏ trên, ta đã thay đối các kí hiệu 


kƒ” = kƒ = (kẾ, kỊ2, kỪ)}, kị —› kÉ = (kỆ), kẢÐ, kế}, 


kÉ) — kÐ = A 
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và sử dụng 


4 1 
[ả(k‡) + ký) — ki]? =— 


L 
J lê ð(k,9 + kị#) ~ k2) 
27 1/2 ÿ 


x exp [iy (kẾ? + ki) — k))] dụ 
L : 
K ä(kf + kí) — kữ), 
l8(KÉP + KỆ — kU)P = 2 6É) + Kí — kỤ), 


Chú ý rằng hai hàm ô ở trên mô tả sự bảo toàn của xung lượng theo các hướng 
y và z. Đồng thời, điều kiện bảo toàn năng lượng đòi hỏi 


VỊ — MỌP + KPO 


hú) 
2m. b 


2m 
P2(w°” + kí”) 
2m 


lI 


—|#al+ + hưu. 


Các hàm ô ngụ ý rằng các thành phân đọc theo trục và z của k; được giứ 
cô định, và thành phần theo trục + của kự cũng vậy. Nguyên nhân vật lý của 
sự xuất hiện hàm ô trong hệ thức của tiết diện hắp thụ ví phân là vì khi một 
electron với xung lượng xác định theo hướng g và z tán xạ với một photon tới 
cũng có xung lượng xác định, thì các định luật bảo toàn năng lượng và xung 
lượng đòi hỏi hướng tán xạ của electron trong trạng thái cuối phải được giữ 
không đổi. Để tìm tiết điện hấp thụ toàn phản, ta chú ý rằng 


đo đó 


k/ 


| (9 „ gí9 
5(kÉ — kỆ) ~ kÍĐ) = —ð Xi LIÊÊ ) . 
J 


cos Øy — 


() (e) 

1 

ð(kỹ? — ký” — k”) = mộ Lm 6 sin Ør — _ Noi. Bộ ) 
| Kí 
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Vậy tiết điện hập thụ toàn phần là 


ủz .. 
Ớa — ni HH. 
9 : — rÍỦy — „ r) — „ r(2)12 
_ 8wue“k; J 1 |£z(k; sin ổz cos / — kzˆ) — eykw £zk¿ 
Th1CC k 1+ đ2(k¿ sin đy coS ÿy — kứa? 


(9 () ( (2) 
È kỳ 
xô đi litb (c0) cớ ỗ Me 
kỹ k; 


x sin Ø¿ đổ; dụ 


2 
_ 8mae2 ự Ị58 sin đr œ08 ựÿ kÈ)) eykE) mm 
0 


= mrườckr 1+ a2(k¿ sìn Ø; cos @ÿ — kệ))2 
l) (£) ì 
K k d 
ổ [sin @£— # : : G67) 
kr sin Ôr c0S j7 
x 
gìn 6; 


; 2 
— Ñmue? £z(kÿ sin Ú; cos / — T9) = „kỳ? — e„kt® 
tr«cKr 1+a2(k¿ sìn Øy cos yr — kữ? 
1 
x ————, 
Sìn Ör - cos 


trong đó 
kỳ) + kệ k} ~ (kỆ) + kị?)? 
Co ổg = —————› S0 Hang 
ƒ f 
k? sin? 0; — (k?” + ký”)? 
T Ũ / ụ „ 
/ ky sin Øự 
(4) (e) 
k k 
SỈn r = z ấn 2 
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Cuối cùng, ta thu được 
" Sxuc? 1 


THứUC k? x _ d6 kị))2 " (w# + ki l2 


x #x VÉ} (Ế) + 4”) ~ (KẾ + KP)? — k)] 


2 
% c„kŸ) + .„kt) 
1+a2[V/k — (Ký? + kỆ”)2 — (ký? + kế)? — kỆ)P 
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Một hệ hai hạt không phân biệt được, spin mỗi hạt bằng 1/2 được mô tả 
bởi Hamiltonian 


hˆ 2 hˆ ; 'I Hit 


N—=_— C—w (ri — ra)? +0ØI:Ø¿ 


2m ĐT, 2m› 3 7rtị + THè 
với g & hơi. 


(a) Xác định các mức năng lượng của hệ. Đưa ra dạng cụ thể của hàm sóng 
cho hai trạng thái có năng lượng thập nhất (không cần chuẩn hoá). 


(b) Hệ ở trạng thái cø bản khi ¿ — —oo. Đưa vào một thê ngoài phụ thuộc 
thời gian có dạng 


Vụ) = [uxu: _= ƒU)øi :š 


với ƒ() = 0 khi |¿| — œ. Hãy dẫn ra hệ phương trình cho các biên độ xác suất 
n(‡) = (n[ý(Ð), trong đó |n) kí hiệu trạng thái riêng của Họ và (0) là hàm 
sóng phụ thuộc thời gian. 


(c) Hãy tính Œ»(œ) trong trường hợp 


0, <0 và t >1. 
J0) = 
i1, Ô<‡#<7 


với ® «& 1 và V¿ rắt nhỏ. Hãy tính đến gần đúng bậc nhất của V; và nêu rõ 
các số lượng tử đặc trưng các trạng thái đó. (MIT) 
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Lời giải: 
(a) Kí hiệu 


FƯ=rTịiTT2, 


TnịTị - 7TạY2 


mị + Tạ 


1 
5S =§ + 8; = 2 (ới + Ø). 


Khi đó Hfamiltonian của hệ có thể đưa về dạng 


b2 h2 u 
H=-—V- 2u va. v +2 


sứ+1)= l| h 


trong đó Äƒ = rmị + rnạ,  = # là spin toàn phần. 


c RS -ET" 

Chú ý rằng trong biểu thức của H, số hạng thứ nhất là do chuyển động 
của hệ như một tổng thể, số hạng thứ hai và thứ ba hợp lại là Hamiltonian 
của đao động tử điều hoà đẳng hướng có spin bằng 0, và sô hạng cuối cùng là 
do spin của các hạt. Vậy, năng lượng của hệ là 


P 3 s 3 
Ens = suy tÍn tà) ho+iu |s(#+0- 3|, 
m==—=Ũ, 1, 32,.... 


Với các mức năng lượng của chuyển động nội tại, ta sẽ bỏ đi số hạng thứ 
nhất trong về phải của hệ thức trên. Đối với trạng thái cơ bản của chuyển động 
nội tại, r¡ = 0, 9 = 0 và 


Eạp = 5 No — 34. 


Hàm sóng trạng thái cơ bản được viết đưới dạng o = |0) œoo. Tương tự ta 
có cho trạng thái kích thích thứ nhật 


3 
Em = si + 9 Ủ¡ = |Ũ) ứng, ứ1 +ị. 


Chú ý rằng |0) là hàm sóng ứng với trạng thái cơ bản của đao động tử điều 
hoà và œs„¿ là hàm sóng spin của hệ hai hạt. 
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(Œ) Đặt 
Fc# VU %êa To 3 
¿| bDbG PHÊ Ha hoa +2 5S(S+T- : 
Họ |n) = Ea |n), 


[Hạ + V()]U@) =i5ŸẺ. 
Khai triển /(/): 


lớŒ)) = 3` Ca() exp (—zEat/R) |n), 


và thay vào phương trình cuối ta được 


[Họ + VỆ > na TH ng |) =:h » LÊN TỶ“ |) 


+ịh Ca &s 


¬..ẻ.. cm c4 
Nhân cả hai về với (m| e! *” và lây tổng theo m ta thu được 


2„ Cmfm 4 22 Chế | TP mm IV( (Ð|m) 


SE GM0 HỆ a8 s AS): 


hay là 
ihỞa( = 3” (n[V()|m) exp|[—i(Em — Ea) t/BỊ Cm( 


+ 


Đây chỉnh là hệ phương trình cần tìm. 
{c) Kí hiệu trạng thái đầu là |000œoo), trạng thái cuôi là |nzxœs„/). Vì 


đi -%= sin Ø cos 2Ø); -+ sỉn ổ sỉin @Øy + cos đơ1;; 


1 
00 = v3 (œ9 — đìịaa), 


đit —0i0a, ơy_) =8, 
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1 : 
do = v3 (mi + œaØ\); 


địiyời SN, Øyy0i CIN, đizơ mới; điyổi =ới, 
ØiyỞi = —10,  Øiyổi = TÔI; 


nên ta có 


: đụ E2 : = 
ơi -®œao = vã (sin Øe “ơi _¡ — gìn Øe ““ứii + V2 cos đơn) - 


Vì Y1 = N sìin 0 c9, Y1-— = V . sìn 0e 12, Yìo = 
V/zÿ cos 0, nên từ đó ta thu được 
47 
— Vl1iO1,- 
\j 3. 1181-1 


- lv 1011 + W5 — YoØip J000) 


= V Bên6si (Ômo ỗwo — Ôm1 ÔM,~1 
= Ổmm ỗmm1} =0 
do 2 = 0 khi ø = 0. Vậy, nêu tính đến gần đúng bậc nhất của nhiễu loạn thì 


số hạng đầu tiên W¡ ƒ(¿) ơa - & trong V(£) không cho đóng góp vào quá trình 
chuyển dời. Tiếp theo ta xét 


(nhnœsw |Øi : &| œaa000) = lề 


(nửrmœs |r cos 0ø) - x{ œọa 000) 


7 (- MT — stäi: _= V1 cha -IỞ1 
1 187 1 h 
+ 3 Vs- Ÿ2oœio + sĩ ai) | 000) 


2 1 
= Àtôi2ôs! |—œ ỗmo ÔMo — —— Ôm! ÊM,-— 
rônđet | 7Ö ma đưa TT CB siêu 


1 1 
= —Rễm dối | + ¬ Ài o1 ÔmoÔAZ0 › 


= (nmasw 


trong đó 


œ le 4ã 
Ai = [  Rạuc-Rọo crhâr = [ ” Rạ Rạor®ả: 
9 0 
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Với dao động tử 3 chiều, ø = ! + 2„„ = 2(1 + s+„) = chẵn. Ta có 


XS . 
Ca(oe) = h Ỉ ctntf (nIrnexsr[V(£) |000œea} đt 


¬ 
— #h jJa 
L 


—= nĩnK (c7 = 1) Ômssu 
Thú) 


cai dt (amasul (v. + Vạ T) Øi- %|000exgo} 


V. 
T7 cos Øơt - £# |œoo000), 


trong đó k= đy 22 c9àx l= 2, Ài = úp rì Raxya Rao ử. 
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PHẦN VII 


CÁC HỆ NHIÊU HẠT 


Hệ nhiều hạt 603 


7001 


Trong không gian một chiều, một hạt khối lượng rr: được hút về gốc tọa độ 
bằng một lực tuyên tính —k+. Phương trình Schrödinger của nó có các hàm 
riêng 


W„(€) = Ha(€)exp (-‡£) 3 


trong đó 


k\ 1⁄4 
ý thì Tế 4P” 


và H„ là đa thức Hermite bậc ø. Giá trị riêng là 


k\N!3 
Ÿ= Ề + s) LÊ trong đó u} = ( ) - 
2 : lu) 


Xét hai hạt phân biệt và không tương tác nhau (¡ = 1,2), khối lượng mỗi hạt 
là ,, chúng đều được hút về gốc tọa độ bằng một lực —kz;. Hãy tìm biểu thức 
của hàm riêng, giá trị riêng và độ suy biến cho hệ hai hạt bằng cách sử dụng 
một trong hai hệ tọa độ sau đây: 
(a) tọa độ đơn hạt + và z2, 
(b) tọa độ tương đổi (z = +; — z¡) và tọa độ khỏi tâm (X = #1‡2). 
(MIT) 
Lời giải: 
(a) Đối với hệ đơn hạt, Hamiltonian là 
đc 4602-37 vì 
2m. d.2 2 


"`... 
2mm \ dr2 


với œ! = #2. Phương trình Schrödinger có thể viết là 


H= 


đẹ 


TA €)=0, 


3- ñT...CHLƯỢNGTỪ 
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trong đó 
Hàm riêng là 
với giá trị riêng 


trong đó 


UJ — 


hệ cÓ.... ch CRU #áy¿ Úc 3uà 
mẽ. bw —INH(J 
2m Ôz} — 2m ðz MU Nng : 
=Hị+ Hạ. 
Hàm riêng năng lượng có thể thu được như hàm riêng chung của (1, H;}, 
nghĩa là, ÿ(zq, #4) = 21) 2(+2), năng lượng tương ứng là E = Eì + E;. Như 
vậy 


am(Z1, #2) = Ha(œ+1) Hạ (+2) exp |-se°0i + 2) ' 


EM) = (w+m + 1) lo = (N + 1)Rg, 


“truk .\12 
œ= (8ˆ \ ¬ š 6, 


Độ suy biến của mức năng lượng EửM bằng số các cặp số nguyên không âm 
(n,rn) thỏa mãn điều kiện ø + m = N, nghĩa là, 


trong đó 


ƒ#)=N +1. 


(b) Sử dụng tọa độ tương đối z = +; - z¡ và khối tâm X = #L‡#2, ta sẽ 
việt Hamiltonian cho hệ dưới dạng 
N08 hỡ 1 


HS. sẽ“ sM¿3X? 
2m ÔX? 2uôz2 Đã 704 08c, DẦU) g2” = 


Hệ nhiều hạt : 605 


trong đó Äƒ = 2in, ¡ = si, u) = lệ? Cũng như (4a) ra có 


ưm(X., +) = Hạ(œX) Hạ (3v) exp | sta'x: + 2/22) , 


EŒ = (n+m + 1)ð = (N + Ra, 
ƒM=N+1, 


trong đó 


7002 

Xét hai đao động tử điều hòa giống hệt nhau với độ cứng &. Thế tương tác 
được cho bằng  = czza, trong đó +; và z; là biến số của đao động tử. 

(a) Hãy tìm các mức năng lượng chính xác. 

(b) Giả sử e < k. Hãy tính các mức năng lượng bậc nhất đôi với z/k. 

(Buffalo) 

Lời giải: 

(a) Hamiltonian của bệ là 


1 1 : 
H =————TSST—~— + + mu23? + —m222 {† criara. 
2m 0z? 2mm 8x2 2 L2 2 Si 


trong đó u” = $, Đặt 


-= (li + 93) -—=( ) 
4¬) —= 1 ụ 12 —= 41)? — : 
1 v2 mì U2 2 v3 LÀI 12 


ta có thể viết ⁄ như sau 


h2 Ø1 h2 len TT 
=—-——:—--— an + (Hư F 

2mÔOy 2m2 2 Si 

1 p 

+ 5 (mí? - c)y 2. 
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Do đó, hệ có thể được coi như do hai dao động tử điều hòa có tọa độ gì. tạo 
nên. Do đó, các mức năng lượng là 


“xứ... 5-1 JSC g¬É z_£ 
Ea = [n +z>|R\ie“+—x+|n+zl|bB\iu2~ —, 
2 m 2 1n 


trong đó z/, ø = 0,1,2. 3,.... 
(b) Với e < k, các mức năng lượng tính đến bậc nhất theo z/k là 


Ben (+2) (+89)7+(ee2)m=0=97 


= (m' +7 + 1)Bú + (nh — n)ườ : 
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(a) Hãy viết Hamiltonian và phương trình Schrödinger cho dao động tử 
điều hòa một chiều. 

(b) Nếu ze 1#” là một nghiệm, hãy tìm và sau đó hãy tỉnh năng lượng 
Ea và giá trị trung bình cho (+), (2?), (p2), (px). 

(c) Hãy chỉ ra rằng đối với hai hạt bằng nhau trong hó thế của một dao 
động tử điều hòa một chiều duy nhất, trạng thái cơ bản có thể viết hoặc là 
©®o(m1ì) x Óo(m. xạ) hoặc là 


l #ị + Tù 
đo (am : D ?) đọ É: (za— +2)) : 


trong đó ¿o(,+) là nghiệm trạng thái cơ bản cho một hạt duy nhật khối 
lượng rn. 


(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Hamiltonian cho đao động tử điểu hòa một chiều là 


” 1 
ĐÁ C5 7 đái UP VỆ 


2m 2 
Phương trình Schrödinger đừng là 


R2 AM xà, ; 
(-m. TT + gms222) (x) = Fo(x). 
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(b) Thế ÿ = +?” vào phương trình Schrödinger, ta được 


h? 3 2 „2 Ỷ 
—=—(=2/)(3 — 2+“) + —rmu“r^| xe ”* 
2m 
312 1 2h22 
= | + ( mu — 1| xe 
m m 
= kị TC 


1 2n22 
—In@”“ — =ÔÖ, 
Im 
3h? 
tị —= ——Ự 
Hh 
SUy ra 
—_ TH,U 
= Đà 
E = - hú. 
HIế” 


l2. xu2/ xổ i3 
mi @^)= Pườn (+) = D n1. 
Như vậy 
3ñ 
(AE, PA  .. an 
vi lÊo Di ng, ø) 2 mu) ` 


Để tìm (pz) trước tiên ta chuẩn hóa hàm sóng 


s= z 
Xi J2 e 2#” (]ự = HN 


—©ƠO 


hay 
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Sau đỏ xét 


s đự 
— “ A4? jỊ sen — (a?e-*?) dự 
h nn . 
h 2 - 2 4\,—2U+z2 
==Ä 2(+“ — t+z”}e D82 
+ ~% 
— íh 
TỊC TÊ 


(c) Phương trình Schrödinger cho hệ hai hạt là 
Ằ.: 2 1 2/2 2 l ậ hộ 
SP S Tài + VỆ) + D1 b4 (+ï +z5)| @,v2) = Ed(rì, z2). 
-Giả sử (+, +a) = ó(11)ð(+a). Sau khi tách biến, ta được 
8... 
—=—V/; | ~inu^rƒ ) @(+,) = F¡ð@(3j). cm 1.2, 
2m 2 
vỗi E = F\ | bạ. 
Do đó, hệ có thể được coi như được tạo thành từ hai đao động tử điều hòa 
đồng nhật không có tương tác. Trạng thái cơ bản là 
o (4, #2) = 9u(M+1)Óo(m. xạ), 


Mặt khác, đưa vào tọa độ Jacobi 
1 
R= sứ + #2). #„=ưI1_—2, 
phương trình Schrädinger trỏ thành 
ng 12 +2V2)+ lẺ uới 2R°+ si U(R,r) = Eo(R,r). 
3m.\2 _ 2 2 
Bằng cách việt j(Ñ,z) = ó{P)w(r), phương trình trên được tách biến thành 


2 
(-vi + ma? R2 ) ó(R) = Enỏ(R), 


độ cho uy tOng) ` 
——V£ + —rmˆr“ | @(r) = Evụ(r). 
„ 4 
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trong đó En + E„ = E, với Fạ, E„ tương ứng mô tả chuyển động của khối 
tâm và chuyển động tương đổi. 
Như vậy, hàm sóng của trạng thái cơ bản có thể viết là 


0n(3ì, #2) = óo(2m, R)óo : r) 


tịạ +# 1: 
=ón C : 5 ?) éo C +ì —a»} : 
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Xét hai hạt khối lượng rmị # rnạ tương tác qua Hamiltonian 


2 2 
P1 12 1 . 22 l1 5 
= + ——— † -†mi^21 + †tau^+5 TP  K(Gì — 72)“. 
2mm) 2mạ 2 5 Lo vác ch Gì ?) 


(a) Hay tìm nghiệm chính xác. 
(b) Hãy vẽ phác phổ trong giới hạn liên kết yêu K < ư?, trong đó ø„ là 
khôi lượng rút gọn. 


(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Đặt 
B= (m2 + mạ+2)/(mị + Thạ), r—=iT—ữa. 
Ta có 
GIẾT N26 Ái Tiên 2à 
dữ _ Øz+dR_ ðØxydr 
TrỊ DI ở 
= ———_—— † . 
rrị +rng đR dở 
và đo đó 


d2 THỊ ? j2 +2 r1 đ? s đ 

— \m„+mạj/ JR2 rnị + nạ drdR ˆ dr?` 

Và tương tự 

MP... mạ ? # _ Ta — : d2 
— \mm -+rng. | d2 rmị +rng dRdr - dr?` 
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Ta cũng có 
v2 R8 Rẻ =.... 
Huy + rủ (?mị + mạ)? 
› si28 
tị Đ mạ (mà +2) 
Do đó 
lớn ở H2 rmị +ừng d° 
TÍ S2 cỶ=m— m——e—=.=————..- 
2m + mạ) dđR2 2 mạma dị? 
] 2 r2 tmyma va va . y3 
cú Rˆ+=————u“rˆ + >Kr”. 
- sư 3 to] 2mìị + mg” lên: 2 ' 
Đặt 
TrỊTH2 
M = 2 = " 
No bác” G TnỊ + Tra 
Phương trình chuyển động trở thành 
-ÐÙ d° h2 d2 u K 
sMø ?R ”— —s†+2|l+-_> R 
ĐAT aRE Ì 2udr2 T2 ( bị ¬) š | cột 
= Bụ(R.r. 


Sau khi tách biến phương trình trên sẽ quy về hai phương trình đao động tử 
độc lập với năng lượng và hàm sóng là 


- : 1 1 K 


1 
ưn(Ryr) = 0ị(RJm(r) = NUNm exp |-¿az] HP) 


1 
x exp |-se#”) Hm(o¿zr), 


_ nn 1/2 — (Mu 1/2 
l1 NO ỜNG,G TS. vi nu 


¬.=. 1/2 „†f 2Ÿ? _. 1/4 
“ Vzx2mm1 h h Mô) Ï 


trong đó 
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và //„„ là đa thức Hermite. 
(b) Với K < 2, nêu ta có thể lây 


K 1/2 
Hừ2 


Em (+ m + 1) Ra = (N + 1) họa, W =i+rmmn=0,1,2,.... 


ta CÓ 


Điều đó nghĩa là độ suy biến của mức năng lượng thứ W là W + 1: 


N... 

N_ẽ=ð lI=d.m =0, =2 m= l1, Ìi=1l,m =2. I=0,m=3. 
MX=2 | =2, n= Ô; t—=1l.m— 1: l=0.:r:=2. 

V=1 l=lm=0  (=0.m=l. 

NM=0 Ì=m=0. 


Nếu #{ không phải là quá nhỏ và nều ta lây 


j + K 
1 =1 Đơn 


ý mm. 242 


thì khi đó các mức nắng lượng với cùng z sẽ được nâng lên một lượng bằng 


1 EK 
(s+ÿ)®e (+): 


và như vậy sự suy biến bị khử. 
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Một thê có đạng như trên Hình 7.1, trong đó V là rất lớn nhưng hữu hạn. 

Œ) Một hạt ban đầu nằm ở một trong hai nửa hỗ thế, hãy tìm một công 
thức tính cỡ độ lớn tốc độ mà hạt xuyên ngắm sang nửa hó kia. Không cần tìm 
thừa số có độ lớn cỡ đơn vì. 

(ii) Hãy vẽ hàm sóng cho những trạng thái thấp nhất. 

(ii) Nếu có hai boson đồng nhất với một lực đẩy nhỏ giữa chủng được 
đặt vào trong hỗ thế, hãy viết hàm sóng gần đúng cho hai trạng thải 
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œ œ 


V 


" 
bệ 


Hình 7.1 


thấp nhật; xét hai trường hợp: hiệu ứng của lực giữa các hạt hoặc là nhỏ 
hơn và hoặc là lớn hơn nhiều hiệu ứng do thể V không phải là vô hạn. 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(ï) Kí hiệu trạng thái cơ bản là ; và trạng thái kích thích đầu tiên u¿. ÿ; 
là đối xứng đối với trục đối xứng của hỗ thê, ¿; là phản đổi xứng. Giả sử ban 
đầu hạt ở trong nửa hồ bên trái và viết hàm sóng ban dầu đưới đạng 

W(z,0) = (ới + 02)/V2. 

(Ta có thể thấy, đây là một gần đúng tốt nếu đối chiêu với đỗ thị được cho 
trong (i0). Khí đó 

(+,£#) = [be 11 -E bạc tEaUI J2, 
Vào thời điểm ứạ sao cho e~!#0!9/®/„-Eofo/R — ~.], ta có 

W(z fo) = C(ì - Ó2)/V2, |C=1. 
Vào thời điểm này, hạt nằm ở nửa bên kia của hỗ thê (nghĩa là với một xác 
suắt lớn). Vì —1 = e?, điều này xảy ra vào thời điểm 

mh th 


tạ=——— =—.. 
mm... .ằnớớ"ớ: 


Với V rât lớn, và có thể coi là vô hạn ta có 


n z?hˆm? 
^ 2m2 ˆ 
bo bó, 23 2p2 
1B, 31h 
AE H›¿— E) = ———-(2? —1) = ——+s- 
: lLˆ 2m2 ( ) 2mm L2 
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Do đó, tốc độ chui hẰm trên một đơn vị thời gian sẽ cỗ 


1 3nh 
an 
tụ 2m.L2 


(¡) Hàm sóng của hai trạng thái được vẽ trong Hình 7.2. 


Útx) 
(n(x) 


Ú;lx) 


Hình 7.2 


(ii) Nếu thế dẩy giữa các boson là nhỏ hơn nhiều so với V, hàm sóng của 
hai trạng thái thâp nhất sẽ gần đúng là 


= (0i (2), 
Wjc = [ởi(1)02(9) + 0(ø 0)}. 


Nêu thê đẩy là lớn hơn nhiều so với V, sự chuyển đời qua hàng rào thê trung 
tâm là rât nhỏ, và hàm sóng gần đúng là 


tWụ = ï (1) (2), 


ứy = = [0:(1)92(9) — 92(1)0:0)). 


7006 


Xét một hệ được định nghĩa bằng phương trình giá trị riêng Schrödinger 


D 
[- =- (Vị + VỆ) + sim — Tạ|* } (T1,ra) = E0(ri,ra). 


(a) Hãy liệt kê tất cả các đối xứng của Hamiltonian nói trên. 
(b) Hãy chỉ ra những ràng buộc của chuyển động. 
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(c) Hãy chỉ ra đạng của hàm sóng trạng rhái cơ bản. 

Bạn có thể giả sử rằng, hàm sóng trạng thái cơ bản của một dao động tử 
điều hòa một chiều có dạng Gauss. 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Phương trình Schrödinger có dối xứng đổi với phép tịnh tiễn thời gian, 
nghịch đảo không gian, tịnh tiên toàn hệ, hoán vị r; vả ra, đồng thời đối xứng 
đôi với phép biến đổi Galileo. 

(b) Đặt r = rị - rạ, R = Ì (rị + r;). Phương trình Schrödinger có thể viết 
dưới dạng 


h BS sa 2 
{nu vÀ — ¬. Vĩ + ng) „(R,r) = FEo(R,r). 


Phương trình này có thể tách thành hai, một cho chuyển động của hạt khỗi 
lượng 2¡› ở khối tâm và một cho chuyển động của một đao động tử điều hòa 
khối lượng z:/2 tương đổi so với hạt thứ hai. Chuyển động của khối tâm là 
chuyển động tự do, như vậy DÃ, E„s Tâi Ao, ToúY Đống Lên bụa Ja tật cả đều là 
các tích phân chuyển động. Đôi với chuyển động tương đối, #„. }, r,, đồng 
thời cả tính chăn lẻ của hàm sóng cũng là các tích phân chuyển động. 

(c) Hàm sóng trạng thái cơ bản có đang ÿ(R,r) = 2(R)¿(r). ó(r) là hàm 
sóng của dao động tử điều hòa với khối lượng „ 


g@(r) ~ exp ( šz2”) 
2 
với 
2h2` 
ø(R) là hàm sóng của một hạt tự do khôi lượng 2n 
ó(R) ~ exp(—¡p-R/h) 
với 


1, 2k 
lp|= VW4%inEn, tEn=E— sh bán 


tru 
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Hai boson đồng nhất, mỗi hạt có khối lượng ;¬, chuyển động trong thê dao 
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động tử điều hòa một chiều V = simw2 +2, Nó cũng tương tác với nhau thông 
qua thê 
_ ... 2 
Vim(24,22) = ae 721 231”, 
trong đó 3 là một tham số đương. Hãy tính năng lượng trạng thái cơ bản ở 
gần đúng đầu tiên theo tham số cường độ tương tác ơ. 
(Berkeley) 

Lồi giải: 

Vì là boson hai hạt có thể cùng ở trong trạng thái cơ bán. Coi Víạ, như 
nhiễu loạn, hàm sóng không nhiều loạn của hệ mô tả trạng thái cơ bản là 


1 
0o(01,32) = o(+1)@o(#s) — Xinh |_gaief + +)| ; ®Œọ = (| T—- 


Năng lượng nhiều loạn bậc nhất theo œ là 


œ 
AE= llị 2ã 1:292)Vim(i, 22)020(1, + 2)dridr¿ 


—Œœ 
2 aS) 
uáœ : : : 
= —° JJ cxp[—o2(+? +2) — đ(+t ¬ +2) Ÿ] đứa dưa 
T —œ~ 
Œoœ 
(œậ + 22)1/2 ` 


trong đó tích phân có thể đễ đàng tính được bằng phép đổi biến 


dị 1d. 2 dì T32 — 
D) LẦN 2 = Đ2- 


Như vậy, năng lượng trạng thái cơ bản của hệ là 


X 3h 1/2 
E.= hư + tai +aønP với œạ = (TS) 
0) 
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Một hỗ thế vuông góc một chiều có độ sâu vô hạn và độ rộng 1 Ả chứa ba 
electron. Hồ thế được mô tả bằng hàm V = 0 cho0 < z <1 Ẳ và V = + 
đối với z < 0 và z >1 Ả. Với nhiệt độ 7' = ö K, năng lượng trung bình của-ba 
electron là # = 12,4 eV trong gần đúng bỏ qua tương tác Coulomb giữa các 
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electron. Cũng với gần đúng này và cho 7' = 0 K, năng lượng trung bình của 
bốn electron trong hề thể sẽ là bao nhiêu? 
(Wisconsin} 


Lồi giải: 
Đối với hồ thế một chiều các mức năng lượng được cho bằng 
Em = Eịn?, 


trong đó £E)\ là năng lượng trạng thái cơ bản và ø: = 1,2,.... Nguyên lý loại 
trừ Pauli và nguyên lý năng lượng thấp nhất sẽ đòi hỏi hai trong ba electron 
ở mức nãng lượng E¡ và electron thứ ba sẽ ở mức năng lượng #;. Như vậy, 
12,4 x 3 = 2En + 4E, sẽ cho E¡ = 6,2 eV Đối với trường hợp bốn electron, 
hai là trong #¡ còn hai là trong F2, và năng lượng trung bình lá 


1 
E=;0E +9) = 5 Eụ = 15, 5 eV. 
(Chú ý: Giá trị đúng đắn của Ƒ) là 
mr?R2 1 Ea 1 ứ x 6,58 x 10718 x 3x ¬ 


2rmmda2 — 2mc2 ú = 1,02 x 108 10-8 


37,7 eV) 
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Xét hai eleetron chuyển động trong hỗ thể xuyên tâm, trong đó, chỉ có ba 
trạng thái đơn hạt Ứn, Ở2 và ĐA, 


(a) Hãy viết tất cả các hàm sóng (r,ra) cho hệ hai electron. 

(b) Nếu bây giờ các electron tương tác bằng với Hamihonian êH⁄ = 
WV/{(r¡.ra) = V!{r;,r¡), hãy chứng tỏ rằng, biểu thức sau đây cho yêu tô ma 
trận là đúng 

(bìa |2H lụa) =(G3(rì)2i(ra)|V (rì,ra)|da(ri)ói (r2) 
— (i(fi)a(ra2)|V”(ri,r2)l2(rì 01 (r2)) - 
(Buffaio) 
Lời giải: 


(a) Hàm sóng của hệ fermion là phản đôi xứng đối với hoán vị hai hạt, cho 
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nên, các hàm sóng khả đĩ cho hệ là 


j2 = Lào rị)22(r2) — U1(r2)22(F1)), 


Địa = ¬ (i(Fi)2a(rs) — Đì(r2)9a(rt)), 


h 


1 : 
đa = v5 (2(r1)a(ra) — 92(ra2)2a(r)) - 
(b) Ta có thế viết 


(úia|ŠH|[#as) = 1(ri)9a(ra) [V (ri, ra)|Ói(ri)a(r2)) 


(i(ri)3(ra)|V”(rì,ra)|@a(ri) #1(r2)) 


sÚ 
1 
? 
— 300 02)0a(m)|V'(ry,ra)lfi (ri) 02(a)) 
T 
rã 


(a(rz)2a(ri)|[V (rì,£2)|Ó2(rì) 0i (r2)) - 


Bởi vì các hạt là đồng nhất, rị và r; có thể đổi chỗ trong từng số hạng. Làm 
việc đó và vì V'{r,ra) = V*(rz,rị), ta thu được một lần nữa cùng một biểu 
thức, điều này chứng tỏ nó đúng. 
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Hai hạt fermion phi tương đối tính đồng nhất có khối lượng m, spm 1/2 
được đặt trong hỗ thế một chiều vuông góc có độ rộng U và có tưởng V cao vô 
hạn. Hai fermion tương tác đẩy với thế V(+ — zs), có thể coi như một nhiễu 
loạn. Hãy xắp xếp ba trạng thái năng lượng thấp nhất theo trạng thái của từng 
hạt riêng lẻ và trạng thái spin của mỗi hạt. Hãy tính (bậc nhất của lý thuyết 
nhiễu loạn) năng lượng của trạng thái thấp thứ hai và thứ ba; hãy để kết quả 
của bạn đưới dạng tích phân. Bỏ qua hoàn toàn lực phụ thuộc vào spin. 

(Barkeley) 
Lời giải: 
Cho thê không nhiễu loạn 


R +c|0. LỊ, 
V{z) = 


œ, các trường hợp còn lại, 
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phần không gian của hàm sóng một hạt là 


—=sin ——, +C€Gi0. Ù) 
0, các trường hợp còn lại. 


trong đó › là một số nguyên. 

Hàm sóng spin của một hạt có dạng (2). 

Bỏi vì ta không xét đến các lực phụ thuộc spin, hàm sóng của hai hạt có 
thể viết như tích của phần spin và phần không gian. Phân spin x/(Ä!) = vưaz 
được chọn như trạng thái riêng của toán tử SÑ = sị + 82 Và 5; = sỊ; + 395, 
nghĩa là, 


S2xuai = J(J + 1) XUM \ 


5UXJM —= ÀÍXUM. 


J = 0 cho trạng thái spin đơn tuyên, nó là phản đối xứng đối với hoán vị hai 
bạt. J — 1 cho trạng thái tam tuyên, và nó là đổi xứng dỗi với hoán vị hai hạt. 
Đôi xứng hóa và phản đối xứng hóa hàm sóng không gian của hệ hai hạt, ta 
có : 


Ứfm (21, #2) = Tn [len (#1) Óm (#2) — n(ta "êm (1) ] 


 . 5 lớn (T1}0m(32) 1 a(22)0 m(Mm)] nh mm, 
bn(xI)Ôn (22) .. 


Năng lượng tương ứng là 


m^R^2 
- 2mmkL? 


đổ) 


(n2 + m2), hutn = 1/2.---. 
` z ` Ầ ` Z WA 2 Á« Z Z7 ` VÃ ` 

Hàm sóng toàn phần, mà nó là phản đối xứng, có thể viết là 
đỂ J2 v2 S13 Š 8 

am (21 ' +2) XÙM * 


tDhm(L. 3) XÔNE - 
Ba trạng thái năng lượng thấp nhất sẽ là như sau. 
() Trạng thái cơ bản, n = 0: =1. Hàm sóng không gian là đôi xứng, như 
vậy, hàm sóng spin phải là đơn tuyên 


Øo — Ủìì (#¡, +2) Xoo › 
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(ï) Trạng thái kích thích đầu tiên, ø = 1, m = 2. 


: tin Xi., M=0,31, 
Ủy = 
%(Œt, Z3} Xoo - 
Bội suy biến là 4. 
(ii Trạng thái kích thích thứ hai, n = 2, z› = 2. Phẫn không gian của hàm 
sóng là đôi xứng, phần spin là đơn tuyến 
ạ = U22(+1, #2) Xoo › 


và nó không suy biên. Do Hamiltonian nhiễu loạn là độc lập đối với spin, tính 
toán nhiễu loạn của các trạng thái kích thích đầu tiên có thể xử lý như trường 
hợp không suy biên. Năng lượng nhiễu loạn của các trạng thái năng lượng 
thập nhất, thứ hai và thứ ba được cho bởi 


AEAâ = J da dr2 I8, z2)|2V(a =. z2) Ỷ 
Ati= ; đưidza | 0fa(4t, #3)Ì2V (gi — +2), 


Ak = J dưid+¿ | Ủậa(zì, z2)|ÊV (2ì — z2), 


7011 


Hộp thê một chiêu độ rộng ” chứa hai hạt không có spin, mỗi hạt khối 
lượng ;¡:. Tương tác giữa hai hạt được mô tả bằng thế năng V(z¡,+¿) = aỗ(z¡ — 
+;). Hãy tìm năng lượng của trạng thái cơ bản ở gần đúng bậc nhất theo ø. 

: (Cotumbia) 
Lỡi giải: 


Bỏ qua thể ô, ta có 


Vị ) 0, 0<zy,+;<Ù, 
TỊ.+)) — 
oœo, trong các trường hợp khác, 


h} d2 b2 j2 
SIES _ 9ydr) 2m dy2 1y 32)- 
0 2n, du? 2m dư + V(—i,z2) 


40- BT...CHLƯỢMGTỪ 
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Sử dụng kết quả cho một hồ thế sâu vô hạn, ta có 


1Ùn(#\, 32) = Ún(31)((#2) 


: la SG TT. 
Em = —g(n +2), n.Ì =1,2,---. 


Đối với trạng thái cơ bản, n = ¡ = 1, 
hìn = hˆx?/mL° . 
Bây giờ xét thể đạng ä như một nhiễu loạn 


NỈ = uỗ(xì T— +). 
Bổ chính cho năng lượng trạng thái cơ bản gây bởi nhiễu loạn là 
H'= 01|fJ) 
L rh 2 2 
=j ) œỗ(z — #2) sìn” (Tn) sin? (+) () dư đza 
212 /F ¬ ầa 
=«(7) J Sin ( +) đựị = 2T" 


và năng lượng trạng thái cơ bản là 


22 
- h ĐI) 
& 22x c4 he: c 
dẻ mT m2 2L 
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Hai eleetron ở vị trí cô định trên trục z có (năng lượng) tương tác lưỡng 
cực từ là E = (8ì - 8s — 3s1zsaz), trong đó s; 
A là hằng số. 


3ơ¡, ơ¡ là ma trận spin Pauli, 


(a) Biểu điễn E/A theo toán tử spin toàn phần SÑ =sSị +5a. 
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(b) Tính các giá trị riêng của E/A và độ suy biên Ð của chúng (trọng số 
thông kê). (Berkeley) 
Lồi giải: 

(a) Vì 


ta có š 
S? =(s¡ +s¿)” = 2+ 281 '82 
+2 SING: 
5 = (siz + #2z) = 3 Sk 291z82z 
và do đó 
EẠA = (8ì © 92 — 351,s¿y) = (S2 — 39))/2. 


(b) Đôi với trạng thái riêng chung |S, A7) của § và ®;, ta có 


” l 
Ẵ |9.M) = z5(S + D ~ 3M] |9,M). 
Như vậy 
|9,M) E/A D(E/A) 
|00) 0 | 
le 22 
v+ 5 
JI.0) 1 1 


Chú ý rằng, đối với những trạng thái với Äƒ # 0, các mức năng lượng là suy 
biến bội hai, nghĩa là, Ð = 2. 


7013 

(a) Một hệ gồm hai fermion có hàm sóng (1,2). Điều kiện gì cần phải 
thỏa mãn nêu các hạt là đồng nhất? 

(b) Bằng cách nào điều này kéo theo khẳng định cơ bản của nguyên lý loại 
trừ Pauli, đó là: không thể có hai electron trong một nguyên tử có cùng các số 
lượng tử? 

(c) Trạng thái kích thích đầu tiên của Mg có câu hình (3s, 3p) cho những 
electron hóa trị. Trong giới hạn liên kết L.%, giá trị nào của 7 và 5 là khả dĩ? 
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Dạng phản không gian của hàm sóng sẽ như thễ nào nếu sử dụng hàm sóng 
đơn hạt /„(r) và ó„(r)? Trạng thái nào sẽ có năng lượng thập nhất, và vì sao? 
(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) (1,2) phải thỏa mãn điểu kiện phản đối xứng đỗi với hoán vì hai hạt 
ú( (1,2) = @(2,L =-ú(1,2). 

(b) Trong một nguyên tử, nếu có hai electron có cùng các số lượng tử thì 
(1,93) = (2,1). Điều kiện phản đối xứng trước đây kéo theo ý(1,2) = 0 
điều này kéo theo là, trạng thái như vậy không tổn tại. 

(c) Câu hình electron (3s, 3ø) tương ứng với 

=0, 1. 
Bà HH. 1/2. 
Như vậy, 
tF=1l, ®S§=0D,1. 
0§(1,2) = ó§(1,2) xe(1,2), 
trong đó 


—5(9.()4s(m) + đa(rz)ó;(r)) 
= su + Pa)đ;(ri)óa(a), 
l 
5 


j2) = . — Pa)@s(r)6p(ra) - 


Trạng thái năng lượng thập nhất là 1(1,2), nghĩa là trạng thái với 9 = 
Bỏi vì phần không gian của trạng thái % = 1 là phản đối xứng đổi với hoán 
vị hai hạt 1 ¬ 2, xác suất để hai electron tiễn đến gắn nhau là rất nhỏ, cho 
nên, năng lượng đẩy Coulomb là nhỏ, kéo theo trạng thái này có năng lượng 
là thấp nhất. 
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Hai hạt, mỗi hạt có khối lượng M, bị giam trong một hồ thé của đao động 
tử điều hòa một chiều V = 2kz? và tương tác với nhau thông qua lực hút điều 
hòa #1; = —K(+¡ — zs}. Bạn có thể coi K là rất nhỏ. 


(a) Hãy xác định năng lượng của ba trạng thái thấp nhất của hệ. 
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(b) Nếu hạt là đồng nhất và không có spin, những trạng thái nào trong (a) 
là khả đĩ2 
(6) Nếu hạt là đẳng nhất và có spin 1⁄2, spin toàn phần của mỗi trạng thái 
tìm được trong (a) là bao nhiều? 
(Wisceonsin) 


Lời giải: 


Hamiltonian của hệ là 


^ —h 8 œ K 
ñ= sự lnm +- In k(z) + +3) + S (tị — #2)”. 


2Mƒ \ờu? 
Đặt  = 2 (0 + 22), vị = c0 — +;) và viết Ï dưới dạng 
: h2? /1  œ 1 
H —=———|-—— =“= _k 2 „2 „2 
20/ l + m. t5 (@ˆ+)+ Kn 


h2 (0Ø 1 
==a (m1 am)1gMÊ +) SP mi s(k+2K)1Ỷ 


Hệ có thể coi như được tạo thành từ hai đao động tử điều hòa độc lập với tần 
số góc u¡ và ¿2 được cho bởi 


`" J& nhe Ïk+ 2K 
PC TÔ NỊZ 69 = M” 


Như vậy, năng lượng toàn phản là 


1 
pDI (: + 3) hườny + (+ +—~ 3) h2 


và trạng thái riêng tương ứng là 
lan) = Đam = Ø9) (€ Đá Ẳ), 


trong đó m„ m = 0,1,2,--- , và œÌ) là trạng thái riêng thứ z, của dao động tử 
điều hòa với độ cứng là k. 


(a) Năng lượng của ba trạng thái thập nhất của hệ là 


1 
Fn — 2h +12), 
4 1 
*ịn = ah +12) + Rơ , 
x 1 
Ty = 2h + ư») + ha 
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(b) Nếu hạt là đồng nhất và không có spin, hàm sóng phải đôi xứng đối 
với phép hoán vị hai hạt. Như vậy, trạng thái |00), |10) là khả đĩ, và trạng thái 
|01) là không. 

(c) Nếu các hạt là đồng nhất và có spin 1⁄2, hàm sóng toàn phân, bao gỏm 
cả không gian và spin là phản đối xứng đối với phép hoán vị hai hạt. Vì hàm 
sóng spin cho spin toàn phần % — 0 là phản đổi xứng và cho # = 1 là đối 
xứng, ta có 


=0 đối với |00), 
$=0 đổi với |10), 
8#=1 đổi với |01). 
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ˆ HÀ Ã ~ „Ä - .A Lạ Z ` LỖA - L 
Một hồ thê một chiều đặc biệt có các hàm riêng năng lượng một hạt cho 
trạng thái liên kêt sau đây 


Ởa(#), 2¿(+), @¿c(4)--. trong đó Ey< ý < Fu---. 


Hai hạt không tương tác cùng có khối lượng M được đặt trong hồ thế đó. Với 
mỗi trường hợp (a), (b), (c) được liệt kê đưới đây, hãy tìm: 

_ Hai mức năng lượng toàn phản thập nhật cho hệ hai hạt, bội suy biến của 
môi mức năng lượng đỏ, hàm sóng hai hạt khả dĩ liên quan đến môi mức năng 
lượng. 

(Sử dụng ý để biểu diễn phần hàm sóng không gian và |%,rn„) để diễn tả 
phân spin. Š là spin toàn phần) 
(a) Hai hạt khác nhau có spin 1/2. 
(b) Hai hạt đồng nhắt có spin 1/2. 
(c) Hai hạt đồng nhất có spin 0. 
(MIT) 
Lời giải: 


Vì mỗi hạt có khôi lượng A7, không tương tác lẫn nhau, nên phần không 
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gian của hàm sóng sẽ thỏa mãn hai phương trình Schrödinger tách rời nhau 


h? Ø? 

| sư n” Vún)| (1ì) = BiUi(01), 
1 
h2 82 


(,Ô7=a.be...) 
Các phương trình cũng có thể kết hợp để cho 


J2 a2 R2 4 
| sa Ä 2M 0z) +V(+)+ Vữ2)| (11) 6y (33) 


= (E¡i+ Ej) 0¡(z¡) 002). 
Ta sẽ xét hai mức năng lượng thấp nhất (¡) và (ii). 
(a) Hai hạt phân biệt nhau có spin 1/2. 
() Năng lượng toàn phần = „ + E„, suy biên bội = 4. Hàm sóng là 
KỆ: 1a(œ¿) |0, 0), 
a(31) 2a(32}|1.rm). (m = 0, +1) 
(ii) Năng lượng toàn phẳẩn = #„ + F¿, suy biên bội — 8. Hàm sóng là 
iiiSTR |0, 0), "... ¡0.0), 


Đs(21)a(22) |1, im), Óa(z1)9»(z2)|[Lmm. (=0. +1) 


(Œ) Hai hạt đồng nhất, có spin 1/2. 


() Năng lượng toàn phần = Èu + Fu, SUY. biến bội = 1. Hàm sóng là 
2„(1}2¿(z¿) |0, 0). 


(iï) Năng lượng toàn phần = #„ + #;, suy biễn bội = 4. Hàm sóng là 
1 
N. (0a(+1)2b(%2) + Ue(21)2a(z2)] |0, 0), 


5 [Ua(zi)a(32) — 9y(1)#a(23)]|L z8). (m = 0, +1) 


(c) Hai hạt đồng nhất, có spin 0. 
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() Năng lượng toàn phần = #„ + E„, suy biến bội = 1. Hàm sóng là 
a(z¡) 0a(+a)|0, 0). 
(i) Năng lượng toàn phân = E„ + E„, suy biến bội = 1. Hàm sóng là 


¬ [Ua(Z1)9s(z2) + s{21)9a(z2)|0, 0). 
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Hai electron chuyển động trong trường xuyên tâm. Xét tương tác tĩnh điện 
e2/|r — rạ| giữa hai electron như một nhiều loạn. 


(a) Hãy tìm những chuyển dịch năng lượng bậc nhất cho trạng thái (số 
hạng) của câu hình (1s)(2s) (Biểu diễn đáp số của bạn thông qua các đại 
lượng không nhiễu loạn và qua các yêu tô ma trận của tương tắc ¿2/|r; — rạ]). 


(b) Thảo luận vẻ tính đỗi xứng của hàm sóng hai hạt cho các trạng thái ở 
câu (a). 


»—L— +—]— 
„—Ì— w—— 
z0 t=? 


Hình 7.3 


(c) Giả sử rằng, vào thời điểm # = 0, một electron được tìm thây ở trạng 
thái không nhiễu loạn 1s với spin lên và electron khác trong trạng thái không 
nhiễu loạn 2s với spin xuống như đã vẽ trong Hình 7.3. Vào thời điểm + nào 
sự chiếm chỗ của electron được đảo ngược lại? 

(Perkeley) 


Lời giải: 
(a) Hàm sóng bậc không của hai electron có dạng 
Ó+(T\, P2) X00(S1z, 2z) 


Ó_—(Ti,Y2) XIM, (81x, 32z) 
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trong đó 
1 
°% = J5lms(1)0ss(2) + ewiz(2)øzs(D] ' ce= +] § 
là hàm sóng trực chuẩn đôi xứng (+) và phản đối xứng (—), xo và y; chỉ trạng 


thái tương ứng đơn tuyên và tam tuyên. Kí hiệu ø;(1)ø;,(2) bằng |1,2) và 
0iz(2) 02s(1) bằng |2. 1), ta có thể viết lại hàm sóng đưới dạng 


ló;) = (1,2) + £|2,1))/V2. 


Do Hamiltonian nhiễu loạn không phụ thuộc vào spin, ta không cần xét 
đên x. Như vậy, 


s- 
AE, = J2 rmd3r;ó} 


lr mm” 


¬ .... #° — (i01 1V ly] 
= s(1.2| + e@, `. 
= sIú, 2|A|1,2) + (2,1|A|2.1) 
+ c(1,2|A|Z,1) + e(2,1|A|1,2)] = K + e2. 


trong đó A = e?/|rị — ra], K = (1,2|A|1.2) = (2,1|4|2.1) là tích phân trực 
tiếp, J = (1,2|⁄4|2, 1) = (2,114|1,2) là tích phân trao đổi. 
® Trạng thái đơn tuyên xo là phản đối xứng đối dỗi với hoán vị spin. Tam 
tuyến xị là đối xứng đối với hoán vị spin. Tương tự, ở+ là đôi xứng đôi với 
hoán vị rị và rạ, và j_ là phản đôi xứng đỗi với hoán vị đó. Như vậy, hàm 
sóng toàn phản lúc nào cũng phản đối xứng đối với phép hoán vị electron. 
(e) Trạng thái ban đầu của hệ là 


0 = 0) = i92 TỊ) — I2515) | L| 
=z (012) + 2.1119 =1) 


+(12) —=J2,1)010 +1 110] 
= SẺ su) + z ) 
=S v3 + Xoo —XI10)› 
và đo đó hàm sóng ở thời điểm ¿ là 


1 ; —1E h — km 
(® = V5 (Ù+ Xone E+Uh + _Xio£ sô 21 THỊ : 
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Khi c~1P-1⁄/¿~!E+1/R = —1, hàm sóng trở thành 
Sử, 1 
L0 lim) 3N iển {5 (xo — #- Xin) 
. 1 
=e E+b/h, — [2,1 —l1,2 : 
e S5 ll2, 1| 19 J1.2)1 L8] 


mà điều đó chỉ ra rằng ở thời điểm đó electron 1s có spin xuống và electron 
2» có spin lên, nghĩa là, spin đã bị đảo chiều. Vì —1 = c12"†)* „= 0,1,2---, 
điều này xảy ra tại thời điểm 

h (2n + L)nh 


keÄ(0i 3/0 3/00v 2 ca 0a 00 6 lo, 
Cg Bom 27 
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(a) Hãy chứng tỏ rằng toán tử chẵn lẻ giao hoán với toán tử mômen góc 
quỹ đạo. Số lượng tử chẫn lẻ của hàm điều hòa cầu Y/„ (0, w) là gì? 

(b) Hãy chứng tỏ đối với một dao động tử điều hòa một chiều trong trạng 
thái F„ạ = (n+ ?) hư thì (A+z?)a(AP?ì»n = (n + 3)2h2, 

(c) Xét chuyển động quay của phân tử hydro }f;¿. Tìm những mức năng 
lượng quay của nó. Tính đồng nhất của hạt nhân có ảnh hưởng gì đến phổ 
năng lượng? Loại bức xạ chuyển dời gì sẽ xảy ra giữa các trạng thái đó? Nhó 
räng, proron cũng là fermion. 


(đ) Hãy chứng tổ rằng (n - ø)? = 1, trong đó n là vectd đơn vị theo một 
phương tủy ý và ơ là ma trận spin Pauli. 
(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Áp dụng toán tử chẵn lẻ Ê và toán tử mômen quỹ đạo 


LE=rxp 


lên hàm sóng bất kì, ta có ƒ(r) 


PLƒ(r) = P(r x p)ƒ(r) = (—r) x (—p)/ƒ(_—r) 
rxpƒ(-r) =LPƒ(r). 
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Như vậy, P và L giao hoán nhau, nghĩa là 
[P.LỊ =0. 
Bỏi vì 
im, (8, @) = Yim(— 8, + j) = (=1) Vim(8,9), 


sô lượng tử chẫn lẻ của 1⁄2 (Ø, @) là (—1)!. 
(b) Đối với một đao động tử điều hòa một chiều, ta có thể dùng biểu diễn 


Fock 
| h rmàhú) 
4# =—= —— + =ĩ + 
° 2m, Đài g coônh SE NÓU ý 2 sạn ch) 


trong đó a, a† lần lượt là toán tử hủy và sinh có tính chất 


d|n) = Vn|n — 1}, 
ø*|n) = Vín + lỊn +1). 


Sử dụng các toán tứ đó, ta có 


[T5 - 
(n|+|n) = ng (na + ø”|m) 


= ST ng —1) + Vn + lín|n+ =0, 


2m, 


(n|z?|n) = sa 0a +a*)(a + a?)|n) 


h 
= =——(Vm(m|a + aŸ|m — 1) + Vn+ 1ín|a + aT[n + 1) 


2rrt 


h 
= =——.[vm(T— 1)(n|n — 2) + mrữn|m) 
2 


+ (®+1)(nÌn) + V(n + L)(n + 2)(n|n + 2)] 
h 
B” uy, 
và tương tự 
(nlp|n) =0, 


hưu 
(n|p?|[n) = —; (0u +1). 
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Bởi vì 
h 
"Na. 5. .ẽẽ.ẽ.ố... 
(Ar }m = ((œ ()) ìn ứ là thì TH +1), 
: \ triRe2 
(Ap?» = (0?)» = (bìa ._— (2ø + D), 
ta tìm được 


2 
(A+?xa - (Ap?)y = *Ƒ (: + z) : 
(c) Các mức năng lượng quay của phân tử hydro được cho bởi 
Ey = RˆK(K + 1/210, 


trong đó "¿ — A7 Hệ là mômen quán tính của phân tử đối với trục quay, vuông 
góc với Cường nỗi hai hạt nhân của phân tử, K là số lượng tử mômen xung 
lượng, K = 0,1.2,--.. Bởi vì spin của proton là h/2, hàm sóng toàn phần 
của phân tử là phản đôi xứng đổi với phép hoán vị hai proton. Khi hai proton 
hoán vị nhau, hàm sóng đối với chuyển động khối tâm và hàm sóng dồi với 
đao động của nguyên tử là không thay đổi; chỉ có hàm sóng đổi với chuyển 
động quay là bị ảnh hưởng 


YKAz„ (6, 2) — YKMk Ấm — 8.7. + Ø) = (CD YkAiy (6, 2). 


Nếu K là chẵn, (—1)XYs„(,w} = Ykw, (6, #) và hàm sóng §Spin xo o phải 
phản đối xứng, nghĩa là, xạ là hàm sóng spin của đơn tuyên; Nếu K là lẻ, 
(—1)XYkw„(8.@) —= —Ykm„(0,œ) và hàm sóng spm xị phải là đối xứng, 
nghĩa là, xị là trạng thái spin tam tuyến. Phân tử hydro trong trường hợp 
trước được gọi là para - hydro, còn trong trường hợp sau nó được gọi là ortho 
- hydro. Không có sự chuyển đổi lẫn nhau giữa para và ortho - hydro. Sự 
chuyển đời có thể xây ra giữa các mức năng lượng quay ' với AK =2,4,6,- 
trong nội bộ mỗi loại. Chuyển đời tứ cực điện cũng có thể xảy ra giữa các mức 
năng lượng ây. 


(đ) 


2 
(n -ø)? = Ộ sai) = › nại ¡7:7 ) 


12 


=~ 33 nạn; {Øy. 0} = : hịngỗy; = => TT, = 1, 


È 
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trong đó ¿¡, j chỉ +, g, z, và (ø.,ø;} =0; \ ø;ơi = 2ồ,. 
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Hai hạt khối lượng ;n được đặt trong một hộp vuông góc có các cạnh 
ua > b > cưưong trạng thái năng lượng thập nhất của hệ tương thích với các 
điều kiện đưới đây. Các hạt tương tác với nhau theo thể V = 4ö(rị — r;), Sử 
dụng lý thuyết nhiễu loạn bậc nhất để tính năng lượng của hệ trong các điều 
kiện sau đây: 

(a) Các hạt không đồng nhất. 

(b) Các hạt đồng nhất có spin 0. 

(c) Các hạt đồng nhất có spin 1/2 và spin cùng chiều. 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Hệ không nhiễu loạn có thể được xem xét như tạo nên bởi hai hệ một 

hạt rách rồi nhau và hàm sóng là tích của hai hàm sóng một hạt 
@(fi.r2) = V(ri)@(2), 


Như vậy, hầm sóng trạng thái năng hrơng thấp nhất là 


8 7111 Trr2 7T T12 LẺ2I 7TZ2 
—— sin —— sìn —— sìin —— sin —— sin si —t 
obc a a b Ù €C e 
#oŒti.Ta) = đỗi với 0 < r,<a, D<¡<b, 0<z¿<c (=1,9) 
0. những trường hợp còn lại, 


năng hrợơng tương ứng là 

Km đề j1 

B0 Ế= TH d2 b2 c2/- 
Lý thuyết nhiễu loạn bậc nhất cho bổ chính năng lượng 


AE = [ittra)Aä: Lân rz) @o(r1› r2)d)ridŸ+› 


= j Aldar. mìBn = Ê [ ƑlA ) 


T1 HỆ ng 27A 
x n—— — —sin—— } drqdưidzi = : 
(si H sìn b s @LỊ@U\dđZ | Sube 
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và do đó 
. 1 1 : ] „24 
“ — uc b œ Robc ` 
(b) Đối với hệ các hạt spin 0, hàm sóng toàn phần phải đổi xứng dỗi với 
phép hoán vị hai hạt. Do đó, trạng thái năng lượng thấp nhật là 
:s(rI,Ya) = do(ri,T2), 


và nỏ cũng giống như câu (a). Năng lượng cho bậc nhất nhiễu loạn cũng là 


£- F L1 1 27A 
“HS cuc VÀ 02714 bối” J£2,J1c  JgRG” 


(c) Đôi với hệ hạt có spin 1/2, hàm sóng toàn phân phải phản đối xứng. Vì 
spin cùng chiều, hàm sóng spin là đôi xứng và phần không gian của hàm sóng 
phải phản đối xứng. Vì -¿ < ;} < +, trạng thái năng lượng thấp nhất là 


ÓA(Ti,T2) = —gltan(fl)0() — đ21t(F2)20(l)]‹ 


trong đó ¡¡¡(r) và 02¡¡(r) tương ứng là trạng thái một hạt cơ bản và kích 
thích đầu tiên. Năng lượng không nhiêu loạn là 


Eanc hn? / 5 đó vụ 
nà m \2a42 D2 (27) 


Bậc nhất của lý thuyết nhiễu loạn cho 


AE= Jöàtir0Aiem —z)UA(ri,ra)dŸridŸr¿ = 0. 


h2+^2 5 1 1 
MÀ c4 
PA DỰ) (ñ * I2 bŠ 3) Ï 


Như vậy 
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Phân tử hình nhân porphyrin có mặt trong chất diệp lục, huyết cầu, và 
nhiều hợp chất quan trọng khác. Một số khía cạnh vật lý của các tính chất 
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phân tử có thể được mô tả bằng cách coi nó như một đường tròn một chiều 
bán kính r — 4Ä, và có 18 electron bị buộc phải chuyển động trên đó. 

(a) Hãy viết hàm riêng năng lượng một hạt của hệ, giả sử rằng các electron 
không tương tác với nhau. 

(b) Có bao nhiêu electron năm trong mỗi mức để phân tử ở trạng thái cơ 
bản. 

(c) Trạng thái nào là trạng thải năng lượng kích thích thắp nhất của phân 
tử? Tính bước sóng bức xạ (bằng số) mà phân tử có thể hấp thụ được? 

(Berkeley) 

Lồi giải: 

(a) Kí hiệu tọa độ góc của electron là ở. Phương trình Schrödinger đôi với 
một electron 


P2 Ø2 
—5mx2aps9) = F¿() 
có nghiệm là 
1L, 
(8) = — —— e9. 


Tính đơn trị của (6) đòi hỏi, (0) = {9 + 2z), kéo theo k = 0,+1.+2-... 
Các mức năng lượng được cho bởi 


= li k? 

“— Ømr2 ` 

(b) Kí hiệu 0,1,2,... là thứ tự của các mức năng lượng ụ, E), F¿,.... Theo 

nguyên lý loại trừ Pauli, trong mức Z có thể có hai electron với spin ngược 
chiều nhau, trong khi E„ với k # 0, lại suy biến bội hai tương ứng với +|k|, do 
đó nó có thể bị bốn electron chiếm chỗ. Như vậy, cầu hình electron của trạng 
thái cơ bản của hệ sẽ là 

D12 SÁT, 


(c) Câu hình electron của trạng thái kích thích đầu tiên là 
012145: 


Hiệu năng lượng giữa #4 và Es là 


hệ s2 _ 4 9"2 


AE. = Hs — Ea. ~ = 
Ặ 4` 2my2 2mr2 
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và bước sóng bị hấp thụ tương ứng là 


ch 8m2 /znc 8? 42 ˆ 
À=———=—_|-—_-\??=-—x——=5800ÀA. 
AE 9 th 9 “0.0242 


trong đó ;¿- = 0,0242 Ä là bức sóng Compton của eÌectron. 
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Một số lớn W fermion không spin có khôi lượng rw được đặt trong một hỗ 
thê của dao động tử điểu hòa, với một hàm thế đẩy dạng hàm ô giữa các cặp 


kể À 
LIÊN „2 "gi #=- - 1Ý 
V =3 đt ð(+¡— 41} k,À>0. 


(a) Dùng hàm riêng chuẩn hóa của dao động tử điều hòa, ú„(+), hãy tìm 
hàm sóng chuẩn hóa và năng lượng cho ba mức năng lượng thắp nhất. Bội suy 
biên của các mức đó là bao nhiêu? 

(b) Hãy tính giá trị trung bình của bà tì ¡+2 cho mỗi một trong các trạng 
thái trên. 

Bạn có thể tính cả phần (a) lẫn (b) với À = 0. 

(Berkeley} 
Lời giải: 

(a) Coi hàm thể ð như nhiễu loạn. Đối với một hệ gồm các fermion hàm 
sóng toàn phần phải phản đôi xứng, hàm sóng trạng thái bậc không có thể 
việt dưới đạng định thức 


#mị (1) tị (x2) Y Nế tÔnh (+N} 
1 tỦn; (1) Đa (#2) ý VỆ tỦng l0) 

nen (41 tan NỆ = VNI . ; : 
tay (#1) my (32) = thny (2v) 


l 
= si 3 ấp Pbai Vì): 0ay (|, 
.“‹. 


⁄ ` 2Á li. ` T. k 2 1^ 7 . 
trong đó ø¡ là chỉ sô trạng thái tính từ trạng thái cơ bản trổ lên, P chỉ sự giao 
hoán của các z„ và ấp = +1.—1 đối với hoán vị chẵn và lẻ tương ứng. Tính 
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đên hàm ð các yêu tố ma trận của Hamiltonian nhiễu loạn là bằng không, như 
vậy, các mức năng lượng là 


N S. 
F\ là HỘI UV) _= mạ = -®Rw|fm ... HN) = ID) § + »J ì 


trong đó út = v/k/m. 


() Đối với trạng thái cơ bản: ø¡; --- n„y tương ứng bằng 0,1,..., — 1, 
nãng lượng là 


Fno NI) = RứU + =—Nˆ, 


N N(N-I1)| Bò 
ộ 5) 2 


và hàm sóng là 
1 
ái, Ani(n c +) = an 8pP(u(m) NT LN)|: 
P 


Œï) Đối với trạng thái kích thích: nị --- n„ tương ứng bằng 0,1,..../ N— 
2, , năng lượng là 


sẽêng 


và hàm sóng là 
M ( )= == ỗp P[úo (1) - -' Ùw—2( )@x(zx)Ì 
¬ .“=. =. S P[@o(#\)---4Ù)M/' _2(#w_— 3}! # } 
0,1: V-2.N (T1 N tù 1 PÝ [ớo (Œì N~2(#N-1] N(ŒN 


G1) Đối với trạng thái kích thích thứ hai: nụ - - -+„„ tưởng ứng hoặc là 0, 1, 
...WT—2,N +1, hoặc là 0,1....NV.—3,N —1,N. Năng lượng là 


Fíp....N--2N+1) —= Ê(01,..N—3.N—1,M) = SN? +4), 
và hàm sóng tương ứng là 
1 
Đ0,..M- 2/N+1 (1 th ENỘ — vNï X97 at) VK 
ĐM 2(TN-1)}@N-I(#N) |, 


A1- BT...CHLƯỢNGTỪ 
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0...N—3,N—1,N(T1**t# NV) “ơn ng (1): 


ỦN-3(#N-3)ÙN—1(EN-1}ÙN(#N)Ì- 


Có thể thấy rằng trạng thái cơ bản và trạng thái kích thích đầu tiên là không ` 
suy biến, trong khi trạng thái kích thích thứ hai là suy biễn bội hai. 
(b) Đôi với các trạng thái đừng, 


27) = ÓC savớ: an). 


Vì 
s51 = 2) =0, 
k 122 
8 Ík 
(S2 (022) c4). 
3 1 
ta CÓ 


Theo định lý virial : 
)= (Vi--'EA)), 
hay 


khi đó ta có 


Như vậy 
0 Si 0)= b 2 
` — 9m 
i—=1 
1 Su là; ác (N?+2 
k — Đrmu hà 
?=l 
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trong đó |0), |1), |2), và |2) tương ứng là trạng thái cơ bản, trạng thái kích 
thích thứ nhất và thứ hai. 


7021 
Tính hiệu năng lượng theo cV giữa các mức năng lượng quay thấp nhât 
của phân tử HD? Khoảng cách H,D (D là đơteron) là 0,75 Ẫ. 
(Berkeley) 
Lồi giải: 
Các mức năng lượng quay được cho bằng 
h2 
E;=— 1). 
y= arJ +1) 


Như vậy, hai mức thắp nhất, 
h2 h2 b2 
Ahinq=-cJ(J+1 —=c=ồJ(J+l =—. 
10 nh đu DI Tin bi ||: 1 
Bởi vì khối lượng :p„ của đơteron cỡ hai lần khối lượng mm„ của hạt nhân 
hydro, ta có 


ta. đƑP Š — 2H Ty. . ÂM đt: 
2rrp + mạc Ni 
và do đó 
đP nguệ S0 6 TA 
3imp+2 2rmpc2r? 938 x 106 


9 —18 1012 
(TT) =1,11x 10 ?eV. 
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Cho một phân tử (gồm hai hạt nhân cùng loại) MỊ4. Biết rằng hạt nhân 
của nitơ có spin 7 = 1 hãy chứng tỏ rằng tỉ số cường độ của các vạch liền kể 
trong phổ năng lượng quay của phân tử này là 2:1. (Chí-ago) 
Lồi giải: 

Trong gần đúng đoạn nhiệt, hàm sóng của phân tử W; (có khôi tâm 
đứng yên), có thể diễn tả bằng tích của hàm sóng electron ý„, hàm sóng 
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spin hạt nhân My hàm sóng đao động ủọ, và hàm sóng quay ở;; nghĩa là, 
ÿ = cÚ¿UoU1. Đôi với phổ quay phân tử, hàm sóng của các trạng thái năng 
lượng sẽ gồm các chuyển đời có cùng ø;, ởo, nhưng khác ủ,, ở;. Khi giao hoán 
các hạt nhân nitơ, ta có /„úo —> so hoặc —;so. 


Hạt nhân của là một boson vì spin của nó bằng 1, cho nên, spin hạt 

Lì ` À ; ^ 7 H z 1% »” ` , ~ ` 
nhân toàn phân của phân tử Ñ¿ chỉ có thê là 0, 1 hoặc 2, làm cho nó cũng là 
boson. Tác động toán tử P lên các hạt nhân N ta có 


À +ử, đối với 8 = 0,2. : ở; — đối với J = chẵn. 
Đụ, =_ ậ Á- Z« Đội = s. 7n. y 
—ủ, đôi với 5Š = 1. —y;_ đôi với 7 = lẻ. 


Vì W¿ thỏa mãn thông kê Bose - Einstein, nên hàm sóng toàn phần không thay 
đổi đổi với hoán vị hai hạt nhân. Như vậy, các mức năng lượng quay cạnh 
nhau với AT = 1, một mức phải có ý = 0 hoặc 2, mức còn lại # — 1, và tỉ sô 
của các bậc suy biên của chúng là [2 x 2 +1+2x0+1]:(2x1+1)=2:1. 

Đối với phổ của phép quay phân tử, quy tắc chuyển đời là AJ = 2. Vì Š 
thường không đổi đối với chuyển dời quang học, hai vạch cạnh nhau được tạo 
nên từ chuyển đời từ 7 = chẵn đến chẵn và 7 = lẻ đến lẻ. Bỏi vì hiệu năng 
lượng giữa hai mức năng lượng cạnh nhau là rất nhỏ so với k7 ở nhiệt độ 
phòng, ta có thể bỏ qua hiệu ứng của mọi phân bô nhiệt. Như vậy, tỈ số giữa 
các cường độ của những vạch cạnh nhau sẽ bằng tỉ số của bội suy biến của 


= mức năng lượng quay chẵn và mức năng lượng quay 7 = lẻ, mà tỉ số này là 
2:1. 
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(a) Giả sử hai proton của phân tử Hỷ được cô định ở khoảng cách thông 
thường của chúng cỡ 1,06 Ả, hãy vẽ thế năng của electron đọc theo trục nôi 
hai proton. 

(b) Hãy phác họa hàm sóng của electron đối với hai trạng thái thấp nhất, 
băng cách chỉ ra đại khái xem chúng có quan hệ gì với hàm sóng của nguyên 
tử loại hydro. Hàm sóng tương ứng với trạng thải cơ bản của #W‡ là như thê 
nào, vì sao? 

(c) Điều gì sẽ xảy ra đổi với hai mức năng lượng thấp nhất của Hỷ trong 
giới hạn mà các proton được tách ra xa nhau? (Wisconsin) 
Lồi giải: 


(a) Vì proton được cô định, thể năng của hệ chính là của electron, bỏ đi 
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Ậ 2 .* h ^ 2 ^ 
phần tương tác Coulomb giữa các hạt nhân Ý, Như vậy 
bà, c2 c 
trị trai” 


trong đó rị,rạ được chỉ ra trong Hình 7.4. Khi electron nằm trên đường nỗi 


hai proton, thê năng là 
e2 e 


lhây 


trong đó + là khoảng cách tính từ proton nằm bên trái. V được vẽ trên Hình 7.5 
như là hàm đối với +. Hàm sóng phải là đối xứng hoặc phản đổi xứng đổi với 
phép hoán vị proton. Như vậy, hàm sóng của hai trạng thái thập nhất là 


j= sớm) + @(rz)|, 


trong đó ¿(r) có dạng của hàm sóng trạng thái cø bản của nguyên tử hydro: 


3/2 
$ứ})= s5 (2) c~r/a 


trong đó ø¿ là bán kính Bohr và A là một hằng số. Dạng của hai hàm sóng 
dọc theo trục + được vẽ trong Hình 7.6. Ta có thể nhìn thây rằng, xác suât để 
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Hình 7.6 


electron nằm sản hai hạt nhân là lớn hơn đối với „. Như vậy + tương ứng 
với một thê V thâp hơn và do đó nó là hàm sóng của trạng thái cơ bản. Việc 
F, < E. ta cũng có thể thây tử 


E) = (0+|H|©+) 
= (o()|H|ø(ri)) + (@ri)|H|øe(r¿)), 


bởi vì 


((m)|HI|ø(rì)) = (o02)|H|@(ra)) 
(@frl)|HIe(r¿)) = (ers)|HlóŒi))- 


và tất cả các tích phân đều âm. 

(c) Vì các proton được tách ra xa nhau, việc chông chật hai trạng 
thái @(ri) và ở(ra) trỏ nên ngày càng ít, và như vậy (ö(ri)|HI|e(ra)) và 
(ð(ra)|H|ø(ri)) — 0. Nói một cách khác, hai mức năng lượng thâp nhất sẽ 
tiên đên bằng nhau, giông như năng lượng trạng thái cơ bản của nguyên tử 
hydro. 
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Hãy viết phương trình Schrödinger cho nguyên tử hêli, coi hạt nhân như 
một điện tích điểm nặng vô hạn. 
(Berkeley) 
Lỡi giải: 
Bằng cách coi hạt nhân như một hạt điểm nặng vô hạn, chuyển động của 


nó có thể bỏ qua, cũng như tương tác giữa các nucleon bên trong hạt nhân và 
sự phân bô điện tính hạt nhân 
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Phương trình Schrödinger khi đó sẽ là 


2 2 2 cà 2 

Đì P2 2e = é 
 G Rị.R¿) = EF: : : 
tr 2me Rì Tụ cm)? U(Rị. R›) (Rị.R¿) 


trong đó Rị, R¿ được vẽ trên Hình 7.7. 


«2£ 


Hình 7.7 


Trong về trái của phương trình trên, sô hạng đầu tiên và thứ hai là động 
năng của các electron, số hạng thứ ba và thử tư tương ứng với thế hút giữa 
hạt nhân và các electron, và số hạng cuối cùng là thê đẩy giữa hai electron. 
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Câu hình electron kích thích (1 s)ì 22) của nguyên tử hêli có thể tôn tại 
như một đơn tuyến hoặc một tam tuyên. Hãy cho biết trạng thái nào có năng 
lượng thập nhất và giải thích vì sao. Hãy cho một biểu thức điễn tả năng lượng 
phân cách giữa các trạng thái đơn tuyên và tam tuyến theo hàm sóng một hạt 
nu) và a„(r). 

(MIT) 
Lời giải: 

Eleetron là fermion, hàm sóng toàn phần của hệ electron phải phản đối 
xứng đôi với phép hoán vị của hai electron. Vì trạng thái tam tuyên spin của 
nguyên tử hêli là đôi xứng, phần hàm sóng không gian của nó phải phản đối 
xứng. Trong trạng thái này các electron có spin song song, cho nên, xác suât 
để chúng gần nhau là rất nhỏ (nguyên lý Pauli), và hệ quả là, năng lượng đẩy 
nhau, vốn là đương, sẽ rất nhỏ. Ngược lại, với trạng thái đơn tuyến, tình trạng 
là ngược lại, nghĩa là xác suất để hai eleeron ở gần nhau là rất lớn và do 
đó, năng lượng đẩy cũng như vậy. Từ đó suy ra, trạng thái tam tuyên có năng 
lượng thấp hơn. 


Coi tương tác giữa electron như nhiễu loạn. Hamilronian nhiễu loạn là 
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trong đó r¡; = |r¡ — rạ|. Đôi với trạng thái đơn tuyến, sử dựng hàm sóng một 
hạt /¡;, 2;¿, ta CÓ 


E= -ãÌ0ím)Ua,fra) + is(F2)2s(P1)ÌXoo › 


và đôi với trạng thải tam tuyến 


“US= I9 l)0e.(ra) — x(f2)U2;(1)]XLm 


Với rr = 1,0, —1., Năng lượng phân cách giữa hai trạng thái là 
AE = ( 0|8'®9) = Gú|H P9), 


Với }, = Ủns, ta có 


_. 
AE= zj To DPs(rL)02s(r1)1s (Ta)0as(ra)]dri da. 


12 
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(a) Giả sử bạn giải phương trình Schrödinger cho nguyên tử hêh: ion hóa 
một lần và tìm được hệ hàm riêng ¿y(r). 

(1) Hàm riêng j„(r) so với hàm sóng của nguyên tử hydro sẽ như thế 
nào? 

(2) Nếu kể cả phần spin ø* (hoặc ø~) cho spin lên (hoặc spin xuống), 
khí đó sẽ kết hợp các ở và ơ như thể nào để được một hàm riêng có spin xác 
định? 

(b) Bây giờ ra xét nguyên tử hêli có hai electron nhưng bỏ qua tương tác 
điện từ giữa chúng. 

(1) Hãy viết một hàm sóng hai electron đặc trưng theo ở và ø, với spin 
xác định. Bạn dừng chọn trạng thái cơ bản. 

(2) Spin toàn phần trong ví dụ của bạn là bao nhiêu? 

(3) Chứng tỏ rằng ví đụ của bạn là tương thích với nguyên lý loại trừ 
Pauli. 
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(4) Chứng tỏ rằng ví dụ của bạn là phản đôi xứng đổi với phép hoán vị 
clectron. 
(Buffalo) 
Lời giải: 

(a) (1) Phương trình Schrödinger cho nguyên tử He ion hóa một lần cũng 
giông như nguyên tử hydro với ¿2 —- Ze?, trong đó Ze là điện tích của hạt 
nhân He. Do đó, hàm sóng đổi với ion kiểu nguyên tử hydro cũng giỗng như 
hàm sóng của nguyên tử hydro với bán kính Bohr được thay bằng 


h2 h 
ro =— —>= , 
ue? uZ€? 


„ là khối lượng rút gọn của hệ. Đôi với hêli Z = 2. 
(2) Vì ów và ø* thuộc không gian khác nhau ta có thể đơn giản nhân 
chúng với nhau để tạo nên một hàm riêng có spin xác định. 


(b) (1), (2) Một nguyên tử He, do chứa hai electron, nó có thể điển tả 
bãng hàm sóng 


1 vụ 
S89x(1)#w(2)ø°()z (2) —ø~(1)ø* 0) 
nếu spin toàn phần bằng 0, và bằng hàm sóng 


gió): @X2(2) — óx2(1)6xi(9)]2ˆ (1)ø? (2) 


nêu spin toàn phần bằng 1. 


(3) Nếu øơ† = ø , ởựy = ó2, hàm sóng sẽ bằng không, phù hợp với 
nguyên lý loại trừ Pauli. 


(4) Kí hiệu hàm sóng bằng (1.2). Hoán vị hạt 1 với hạt 2, ta có 


02,1) = =0(2), 
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Bỏ qua spin của electron, Hamiltonian dối với hai electron của nguyên tử 
^A1e ry % ; Á» J ˆ ` ậ h ˆ_ LA „+ 
hêh, có vị trí đôi với của hạt nhân là r, (¡ = I,2), có thể việt dưới dạng 


2 2 2 „2 
p 2e e 
H —= ———~— V. W= 
) Lệ |r 3 b 


{r —fại 
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(a) Hãy chứng tỏ rằng, có 8 hàm sóng quỹ đạo, là hàm riêng của H — V 
với một electron ở trạng thái cơ bản kiểu nguyên tử hydro còn electron khác 
nằm trong trạng thái kích thích đầu tiên. 

(b) Sử dụng những lập luận vẻ đối xứng, hãy chỉ ra rằng, tắt cả các yêu tô 
ma trận của V có thể biểu điễn qua bốn trong sô 8 trạng thái đó. (Gợi ý: Sẽ có 
Ích nêu sử dụng tổ hợp tuyến tính của hàm câu điều hòa ¡ = 1 tỉ lệ với 


(c) Hãy chứng tỏ rằng nguyên lý biên phân dẫn đến phương trình định 
thức cho năng lượng của 8 trạng thái kích thích, nêu một tổ hợp tuyên tính 
của 8 hàm riêng của H — V được sử dụng như một hàm thử. Biểu diễn sự tách 
mức của năng lượng qua các yêu tô ma trận độc lập của V. 

(đ) Thảo luận về độ suy biển của các mức năng lượng gây ra bỏi nguyên 
lý PauHl. 

(Bufalo) 
LỜI giải: 

Coi Ý như nhiễu loạn, hàm sóng bậc không là tích của hai hàm riêng 
tu. ,m}) của nguyên tứ loại hydro. Như vậy, 8 hàm riêng của Họ = H — V với 
một electron ở trạng thái cơ bản hydro có thể viết là 


|lz:+) = 


s. 1(00)1(25n)2) E |(2b5)i (100)2)] 


với ? — 0.1.;ø = —l,...!, trong đó chỉ số dưới 1 và 2 nói về hai electron. Năng 
lượng tương ứng là 


¬ u(Ae`)” 1 5/1e` 
Eb= EI 1E =— 1 = 
ò 11 E2 2R2 + 


Khi tỉnh đến nhiễu loạn, ta sẽ tính các yêu tô ma trận 
(m + |V|bin+}. 


Vì V là bất biến quay và đổi xứng đếi với hai electron và |ira+) là trạng thải 
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riêng của phép quay không gian, ta có 


((100)1(275)2|V71(100)1(205)2) 
= ((2Un/)i(1003;|V!(205):(100)2) 
= ðrỗmm ÂU. 
((100)1(2/m/)2|V|(2b5)1 (100)2) 
~= ((2/55)i(16032|V|(100)1(2151)2) 
= ðtrỗmm! Bị, 


và do đó 


(mm + [V|hn+) = ml» (AI + BỊ), 
@m + |V|ửn=) = 0, 
tffciplhndf=Ă: 
(tu — |V|hn—) = ðmlum CÁ — BỘ. 


Do hàm sóng được tạo nên bằng cách tính đến đối xứng đối với hoán vị hai 
electron, ma trận nhiễu loạn có dạng đường chéo, từ đó dẫn đến bôn mức 
năng lượng gián đoạn sau đây: 

Những mức đầu tiên [I2 +) có năng lượng 2) + Ái + /¡, những mức thứ 
hai |1;z—) có năng lượng ?y + Ái — ị, mức thứ ba |00+) có năng lượng 
Pỳÿ + Áụ + Họ, và mức thứ tư |00—) có năng lượng Eÿ + 4o — Bọ. Chú ý rằng, 
các mức |1;z+) và |I:—) mỗi mức suy biến bội ba (z = +1,0). 

Theo nguyên lý Pauli, ta cũng phải xét hàm sỏng spin. Bỏ qua tương tác 
spin quy đạo, hàm sóng spin toàn phần là vọ, phản đôi xứng, là một đơn 
tuyến; xị„., đôi xứng và là một tam tuyến. 


Vì hàm sóng toàn phần của electron là phản đổi xứng dỗi với hoán vị hai 
electron, chúng ta phải lẫy tổ hợp sau đây, 


|bn+-)YVo, 


lim) vi, 
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Do đó, tính suy biển của các mức năng lượng là 


Fụu+ Aa— Ho: 1x3=3 
Pụu+Aa+Hg: Tx1=1 
Eạ+oa Ai— Bị: 3x3<t 
Eou+ Aic+Ð2r: 3x1=3. 
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Hãy mô tả hàm sóng gần đúng và các mức năng lượng của tập hợp thấp 
nhất các trạng thải P (ÿ = 1) của nguyên tử hêli trung hòa, bằng cách sử 
dụng cơ sở xuất phát là các hàm sóng đã biết của nguyên tử hydro với hạt 
nhân có điện tích bằng Z¿: 


ty =1 24 -3/2/~r/4 w = aạ/Z. 


2pzm,-o = (32m) 1/2u„—5/2xu~7/22 cQs , V.V. 


(a) Có tật cả 12 trạng thái (2 thành phân spin x 2 thành phản spin x 3 
thành phần quỹ đạo), được phân loại theo sơ đỗ liên kết Russell - Saunder, 
bằng cách cho tất cả số lượng tử thích hợp. Chứng tỏ rằng các trạng thái đó là 
thực sự phản đối xứng. 

(b) Hãy ước lượng giá trị của Z (gần bằng một số nguyên) được dùng cho 
từng hàm sóng quỹ đạo. Năng lượng của trạng thái cơ bản trước đây bằng bao 
nhiêu? Quá trình toán học nào có thể dùng để tính toán giá trị tối ưu của Z? 

(c) Hãy việt tích phân cho khoảng phân cách hai tập con của 12 trạng thái 
do lực đẩy Coulomb giữa hai electron gây nên. NỘ He trạng thái nào có năng 
lượng thấp nhât? 


(d) Tìm xem nột trong số các trạng thái ?, nêu có, có thể rã thành trạng 
thái nguyên tử cơ bản bằng cách phát đi một photon. 

(e) Tên tại hay không một trạng thải kích thích nào đó với 7, = 1 có thể 
rã thành một trong sô các trạng thái ? vừa được bàn dến trên đây bằng cách 
phát đi một photon nhờ tương tác lưỡng cực điện? Nếu có, hãy cho một ví 
dụ trong số những trạng thái như thê bằng sơ đồ thông dụng của các kí hiệu 
quang phổ. 

(Berkelsy) 
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Lồi giải: 

(a) Bỏi vì L = lị L bạ, Ty = hạ + 2y, L=il nghĩa là IÊNU) =Ú/1 hoặc 1,0, 
cho nên, một electron ở trạng thải 1s, electron còn lại ở trường hợp 2p. Để tiện 
lợi, ta sẽ dùng kí hiệu bra và ket để diễn tả các trạng thái. Hàm sóng không 
gian đối xứng và phản đối xứng là 


(|1s)|2p. m = 1) + |2p, mui = DỊ13)), 


(Its)2p. m¿ = 1) — |2p, mu = 1)|15)), 


(JIs)|2p, mạ = U) + |2p, my = 0)|15)), 


(J1s)|2p, mụ = 0) — |2p, mụ —= 0){134)), 


(J14)|2Ð. my = —1) + |2p., my = —1)|13)) 


Ủ§) = (11s)j2p. mạ —= ~1) — |2p, my = —1)|1s)) 


Để hàm sóng toàn phân là phản dỗi xứng, ta phải chọn tích các trạng thái spin 
đơn tuyến xọo và hàm sóng không gian đôi xứng lún), |¿2), |2;}, được tạo nên 
từ ba trạng thái đơn tuyên |#¿;¿}voo ( = l,3.5); và tích của trạng thái spin tam 
tuyên vị; với hàm sóng không gian phản dối xứng |¿), |ởa), |øs), được tạo 
nên từ 9 trạng thái tam tuyên |l¿i)xn (¡ = 2,4,6, m = 0.41). Để kí hiệu 12 
trạng thái trong biểu diễn liên kết, ta phải kết hợp những hàm sóng phản đổi 
xứng nói trên. Các hàm sóng của ba trạng thái đơn tuyển là 


LPỊ: ly = 1) = |0) Xo0 v 
| = 0) = |d3)Xoo, 
|rm„ = —1) = lgs)Xoo. 


Hàm sóng của chín trạng thái tam tuyến là 
3D: Jm„ =2) = l@2)Xâi› 


li g(l)xn +Ið)xu)› 
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| = Ú) = VI) Vi,-liE V22 }Xio + Vleo) }X1: 


|‡m„ = —1) = -sl, 4)XI—L † [#@g}Xin) 


Iimu = —2) = |ä}) Xi, 


3ƒ7\: |my = l)= -(lU)to — |24)Xxn). 


'| 


lim; 


0) = —s(l/z)xu, L— |#6)XUL}, 


|m„ = ~l) = —gl#)xi— — |#@ø)Xno0) - 


1 
Š Pà: limz = 0) = Vã(Ì92)X1— — |#'4) Xio + |Ó6}XñH)- 


(b) Vì đám mây điện tử của những quỹ đạo 2p phần lớn nằm ngoài đám 
mây điện tử của quỹ đạo 1s, giá trị Z của hàm sóng [1s} là 2 và của hàm sóng 
|2p) là 1. Các mức năng lượng của nguyên tử kiểu nguyên tử hydro được cho 
bằng 

m2?e1 

2h2n2 ˆ 


Do đó, năng lượng của những trạng thái 2p trên trạng thái cơ bản là 


E=— 


0,51 x 108 1À? lỗ 
= x b$ 
2 187) .d 


= 5l eV. 


Giá trị tối ưu của Z có thể thu được từ những tính toán về hiệu ứng chắn bằng 
cách sử đụng những hàm sóng đã cho. 

(c) Kí hiệu hai tập con các hàm sóng không gian đổi xứng và phản dối 
xứng bảng tham số z = +1 và viết 


lú:) = —=(1s)|2ø + e|2p)|1») 


5 
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Tương tác đẩy giữa các clectron, 


c2 


W 
|ri—ra|” 


điều này dẫn đến sự tách các mức năng lượng của hai tập hợp hàm sóng. Vì 


(0z|/1ø¿) = =((1s|2p[ + e(2p|(013)/7(13)|2p) + e|2ø)[1s)) 


ì 
2 
= (1⁄2p|H|1s2p) + e(1s2p|H”|2p1s). 


sự tách mức là bằng hai lần tích phân trao đổi trong sô hạng thứ hai của về 
phải, nghĩa là, 


2 


K = [ 0i,r0)isfrs)93g(rs)0a,(m) drịdr;. 


c 
|r — rạ| 
Vì K > 0, năng lượng của trạng thái tam tuyên (e = —1) là thấp hơn so với 
trạng thái đơn tuyến. (Điều này đúng như dự kiến bởi vì khi hàm sóng không 
gian là phản đối xứng, hai electron có spin song song và đo đó chúng có xu 
hướng tránh xa nhau). 

(đ) Quy tắc lọc lựa cho chuyển đời bức xạ lưỡng cực điện là AL = 
0.+1;A3 = 0; AJ = 0, +1 và có sự thay đối của chẩn lẻ. Do đó, trạng thái có 
thể chuyển dời sang trạng thái cơ bản ! %; là trạng thái ! P:. 

(e) Các trạng thái kích thích này là tổn tại. Ví dụ, trạng thái 3P, của câu 
hình điện tử 2p3p có thể chuyển đời sang bất kì trạng thái nào trong số các 
trạng thái 7; ¡, cao hơn thông qua tương tác lưỡng cực điện. 
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Hãy giải thích, nêu có thể, điều khẳng định sau đây: “Trong hệ của hai 
nguyên tử #7 ỏ trạng thái cơ bản, sẽ có ba trạng thái đây nhau và một trạng 
thái (liên kết) hút nhau. 

(Wisconsin} 
Lỡi giải: 

Trong gần đúng đoạn nhiệt, khi thảo luận về chuyển động của hai electron 
trong hai nguyên tử H, ta có thể coi khoảng cách giữa hai hạt nhân là cô định 
và chỉ xét hàm sóng chuyển động của hai electron. Đối với spin toàn phẩn 
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# = 1, hàm sóng spin toàn phần là đối xứng đối với hoán vị hai electron và do 
đó, hàm sóng không gian toàn phần là phản đổi xứng. Nguyên lý Paulí đơn hỏi 
các electron, trong trường hợp có spin song song, chúng sẽ tá-h nhau càng xa 
càng tốt. Điều này nghĩa là xác suất để hai electron tiên tới gần nhau là rất 
nhỏ và trạng thái này là đẩy nhau. Khi 9 = 1 có ba trạng thái như vậy. Đôi với 
spin toàn phần % — 0, hàm sóng không gian là đối xứng. Xác suất để electron 
lại gần nhau là khả lớn và đo đó trạng thái này là hút. Khi % = 0, chỉ tồn tại 
một trạng thái như vậy. 
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Trong một mô hình đơn giản hóa đôi với một đơteron, phần thế năng của 
Hamiltonian là V = V¿(¡) + Wj(r)s„ - s„. Các toán tử spin đôi với hai hạt spin 
1/2 là s„ và s„; khối lượng là mạ và muụ,; Và và Vị là hàm của khoảng phân 
cách + của hai hạt. 


(a) Bài toán giá trị riêng năng lượng có thể quy về bài toán một chiều đối 
với một biên z. Hãy viết phương trình một chiêu đó, 


(b) Giả sử tụ và ý cả hai là ầm hoặc bằng không, hãy cho biết (và giải 
thích vì sao) trạng thái cơ bản là đơn tuyên hay tam tuyến. 
(Primceton) 


Lời giải: 
(a) Trong đơn vị À — 1, ta có đôi với trạng thái đơn tuyển ( = 0) của 
đơteron, ta có 


lạ ' 8p = 


1 ) 1 
21m + su)? sŠn 


5| 
œ 
._~ 
II 
k9 lm— 
Zx 
`2 ¬ 
< 
3| 
x 
h5 
`. 
lI 
| 
K^ | Gò 


và thê năng 
vờ 
Văợn tuyển — MP} Si PM )\) k 
Khi đó, Hamiltonian là 


Ị 2 
"mộ 
2m —B)ny 


là — V2 + Va(r)— TYW(n), 


từ đó suy ra Hamiltonian mô tả chuyển động tương đối là 


nh . 
H, = — Em Vy + t0) 1 YBỮ) 
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trong đó V? là Laplacian với tọa độ vị trí tương đối r = |rg — ra|, rò = TT 


là khối lượng rút gọn của hai bạt. 

Sau khi tách phần biến góc từ phương trình Schrõdinger, các giá trị riêng 
năng lượng được thu từ phương trình một chiêu của phần hàm sóng xuyên 
tâm R(z} 

1: :# l +1 
—.—a0R)+ 2) 


2mr dr2 


3 
+ Wạ(r)— 10ữ) (rR) = E(rR). 
Tương tự, đối với trạng thái tam tuyến (S = 1) ta có 
1 
Vhạm tuyên ”” Va) + 2 Vữ) Ũ 


và phương trình một chiều tương ứng là 


1L ở i@+ 1) 
s iiirdrÐi” KỆ 2nuzr2 


] 
+46) + 240) (rR) = EU), 

(b) Ta sẽ sử dụng bổ đẻ: Cho bài toán một chiều tìm giá trị riêng của năng 
lượng, nêu các điểu kiện là như nhau trừ việc hai thể năng thỏa mãn bắt đẳng 
thức 

Vf(z)>V(+), (T-s< x< =), 


khi đó, các mức năng lượng tương ứng sẽ thỏa mãn bất đẳng thức £j > Fạ. 
Đôi với trạng thái cơ bản, ¡ = 0. Vì W¿ < 0 đôi với một đơteron bên, V„ 


ơn tuyên sở 
VỆ muuyên VỀ đo đó trạng thái tam tuyền là trạng thái cơ bản. 
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(a) Trạng thái cơ bản của nguyên tứ hydro được tách do tương tác siêu 
tỉnh tễ, Hãy cho biết sơ đỏ mức và xuất phát từ những nguyên lý cơ bản hãy 
chỉ ra trạng thái nào nằm ở mức năng lượng cao hơn. 

(b) Trạng thái cơ bản của phân tử hydro được tách thành các trạng thải 
spin hạt nhân toàn phân tam tuyên và đơn tuyên. Xuất phát từ những nguyên 
lý cơ bản hãy chỉ ra trạng thái nào nằm ở mức năng lượng cao hơn. 

(Chicago} 
Lời giải: 

(a) Tương tác siêu tỉnh tế là tương tác giữa mômen từ riêng tp Của proton 

trong hạt nhân với từ trường B, do cấu trúc electron bên ngoài sinh ra, và 


42- BT...CHELƯỢNGTỪ 
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nó diễn tả bằng Hamiltonian Hàự = = —tp- Bụ. Đôi với trạng, thái cơ bản, mật 
độ xác suất cho electron có đối xứng cầu và do đó B, có thể coi như có cùng 
phương với „„, là mômen từ riêng của electron. Khi đó, vì 

€ S22 Cứp 


S;¿._ Hụ= 
Thec ú 21mye 


Hạ — — Đụ: (ớp > 0) 
B, là ngược chiều với s„ và — /¿„ - Bạ) sẽ cùng dẫu với (s, - SpỒ- 
Gọi 8 = s¿ + sạ và xét các trạng thái riêng của §? và 9;. Ta có 


1 
(S, ' Sp) —= si — s? — s2) 
đ la¿g g 3,a  3¿2 
== —=h?——R 
; |8 + Ủh ñ Hà 
"1 
= 2I25(8 +1) 37. 


. l ` P b z 
VÌ spin của electron và proton đều bắng ?h, ta có 


ñ trạng thái đơn tuyên, 


1, trạng thái tam tuyên, 


và tương ứng 


Bì bã B 
mới <0. trạng thái đơn tuyên, 
(Se (5p) hái : 
FÙI >0, _ trạng thái tam tuyến. 


Tương tác siêu tinh tế gây nên sự tách mức cơ bản thành hai trạng thái, 9 = 0 
và Š = 1 (tương ứng là các trạng thái spin toàn phản đơn tuyến và tam tuyến). 
Vì Hạy có cùng dâu với (s„: -s,), nên năng lượng của trạng thái tam tuyên là cao 
hơn. Sơ đỏ các mức năng lượng của trạng thái cø bản được vẽ trong Hình 7.8. 


VỀ mặt vật lý, sự tách mức siêu tỉnh tế được gây nên bởi tương tác giữa 
mômen từ riêng của electron và proton. Đôi với electron mômen từ riêng là 
ngược chiều với spin; trorTg " dỗi với proton mômen từ riêng lại cùng chiều 
với spin. Đôi với spin tam tuyến, spin của electron và của proton là cùng chiều 
và do đó, mômen từ là ngược chiều. Đối với spin đơn tuyến, tình trạng là 
ngược lại. Nếu hàm sóng không gian là như nhau, tương tác Coulomb giữa 
electron và proton là cao “ơn đối với trạng thái tam tuyền. 
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P: 5S =1 |tam tuvếnj 
z -“ 
-“ 
E£————— 
ba Xi _ 
T—————— s :0 (đen tuyến) 
khống có /“#y có ly 


Hình 7.8 


(b) Đối với phân tử hydro Hạ, vì-proton là fermion, hàm sóng toàn phần 
phải phản đối xứng đối với việc hoán vị hai proton. Khi đó, đổi với đơn tuyên 
spin hạt nhân, số lượng tử quay chỉ có thể là 7 = 0,2.4..., trong đó L = 0 có 
năng lượng thập nhất; dối với tam tuyến spin, số lượng tử quay chỉ có thể là 
L =1.3.5,..., trong đó L :- 1 có năng lượng thắp nhất. Vì hiệu năng lượng 
sinh ra bởi hiệu của ở, là lớn hơn cái sinh ra bởi hiệu spin hạt nhân, cho nên, 
năng lượng của trạng thái L = 1 (spin hạt nhân toàn phần $ = 1) sẽ cao hơn 
so với của trạng thái L — 0 (spin hạt nhân toàn phần Š = 0). Như vậy, đối với 
sự tách mức trạng thái cơ bản của Hạ, tam tuyến spin hạt nhân (Š = 1) sẽ có 
năng lượng cao hơn. 

Do hàm sóng không gian của các trạng thái L = 1 và U = 0 tương ứng là 
phản đôi xứng và đối xứng, nên xác suất để proton lại gần là lớn hơn trong 
trường hợp sau so với trường hợp trước, do đó năng lượng tương tác Coulomb 
sẽ cao hơn (đôi với cùng số lượng tử chính ø). Tuy nhiên, hiệu giữa năng lượng 
của L = 1 và ⁄ = 0 sẽ lớn hơn đối với các mức năng lượng quay so với các mức 
năng lượng Coulomb. Do đó, đôi với sự tách trạng thái cơ bản của nguyên tử 
hydro, tam tuyên hạt nhân (9 = 1) có năng lượng cao hơn. 
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Hàm sóng của hệ hai nguyên tử hydro có thể được mô tả gần đúng thông 
qua hàm sóng kiểu hydro. 


(a) Hãy viết hàm sóng đây đủ cho trạng thái thấp nhất và cho câu hình 
spin đơn tuyên và tam tuyển. Hãy vẽ đồ thị diễn tả phần không gian của mỗi 
hàm sóng coi như một hàm đối với khoảng cách nỗi hai nguyên tử. 

(b) Hãy vẽ đô thị thê năng hiệu dụng đối với các nguyên tử trong bai 
trường hợp như là hàm đôi với khoảng phân cách giữa hai hạt nhân. (Bỏ qua 

hộ ˆ k Ạ ~ 2.735. , À H ^ , Ũ “ 3 
chuyền động quay của hệ). Hãy giải thích nguồn gốc vật lý các đặc trưng của 
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đường cong, và những khác biệt giữa chúng. 
(Wisconsin) 


Lời giải: 

Hamiltonian của hệ hai nguyên tử hydro có thể viết là W = Hạ + H,, và 
tương ứng với nó, hàm sóng toàn phần là ÿ = „ở, tạo nên từ phân hạt nhân 
ủ„ và phần electron ø, với 

: Ru(r)Y?m(8.9)Xo, đối với 7 = chắn, (para-hydro), 
Ru(r)Yrm(0.@)xì,- đối với 7 = lẻ, (ortho-hydro), 


trong đó u kí hiệu số lượng tử đao đổng, 7 kí hiệu sô lượng tử quay, còn xo. xị 
là hàm sóng đơn tuyên và tam tuyên hạt nhân. 


Hình 7.9 


(a) Câu hình của hệ được chỉ rõ trong Hình 7.9. Hàm sóng của một electron 
được chọn xâp xỉ bằng 


3/2 
w(r) = s Œ) cÀr/A. 


Chú ý rằng, khi À = L, (z) là hàm sóng của một elecrron trong trạng thái 
» + n h) TỶ - . ¬ z Z+ 
cơ bản của nguyên tử hydro. Đôi với hai electron, hàm sóng trạng thái đơn 
tuyên thấp nhất 


1 
ở, = swta }J(s2) BE (Ta2)2(Tw1 )ÌXoe , 
và hàm sóng trạng thái tam tuyên thấp nhất là 


óc = —=lự@(„i }w(Ppa) — (a3) )ÌXxi« 1 
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trong đó vị và xi¿ là hàm sóng spin đơn tuyên và tam tuyên. Chọn trục z 
theo œb với gốc tại ¿, ta có thể điển tả phân không gian của ø„ và ớ¿ bằng 


ở, — bị k|+:|¿, *ỊR-zzl Ẳœ 


k|z3|„—&|!*=#¡lh 
¬“¬.. . . na. .a nh. 
Giữ một biên (chọn z;) cỗ định, ta phác họa sự biên thiên của hàm sóng không 


gian với biển còn lại trong Hình 7.10. Ta thây rãng, nêu một electron tiễn tới 
À ˆ “ ^ ~ 1 ñ 5 x £ h ^ ` h 
gần hạt nhân, xác suất sẽ lớn khi glecLron kia tiên đến gân hạt nhân còn lại. 


ý 


T2 = H/a 


$ 


* 
$ 
Hình 7.10 
(b) 
] 1 
V= ( — c3 c5 | cÌe 
Fự| tan Phi l?) 
° vé sat 
+ — 
Xu ñ Ụ- 
Thể năng hiệu dụng, \° = /6||ó}), đổi với trang thái cơ bản như là hàm 


đổi với /?/œ đã được vẽ như trong Hinh 7.11. Có thể thây rằng, thể năng 
tiên tới không khi các nguyên tử trung hòa rời xa nhau ra vô hạn:  — x., 
U + 0, Khi  —+ U, thể năng giữa hai hạt nhân hydro trở nên vô cùng 
lớn trong khi thế năng giữa các electron và hạt nhân lại hữu hạn, tương 
tự như thê năng của một nguyên tử He. Do đó, ? — UV —¬ 1+. 


Đơn Luyện 


—— - —> t2 


N1 z2 3t S6 


Hình 7.11 
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Vì ñ giảm từ một giá trị lớn, thế đẩy giữa các hạt nhân sẽ tăng lên, cùng một 
lúc, thế đẩy giữa electron và hạt nhân cũng lại tăng theo, dẫn dến sự cạnh 
tranh giữa chúng. Đôi với trạng thái đơn tuyến, xác suất để các electron tiễn 
đến gần hạt nhân bên kia là lớn, và do đó, thế năng sẽ có giá trị cực tiểu. Đối 
với trạng thái tam tuyến, xác suật để các electron tiên lại gần các hạt nhân là 
nhỏ, và do đó, việc giảm thể năng do lực hút giữa các electron và hạt nhân, 
mà nó la âm, sẽ có giá trị nhỏ, còn lực đẩy giữa các hạt nhân, mà nó là đương, 
sẽ là phân chủ đạo của thế năng toàn phần. Do đó, Ÿ > 0 và cực tiểu không 
xảy Ta, 
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(a) Sử dụng hàm sóng trạng thái cơ bản của nguyên tử hydro (bao gồm cả 
spin electron), hãy viết hàm sóng cho phân tử hydro, thỏa mãn nguyên lý loại 
trừ Pauli. Bỏ qua các số hạng tương ứng với trường hợp cả hai electron đều 
quay quanh một hạt nhân. Hãy phân loại hàm sóng theo spin toàn phần của 
chúng. 

(b) Giả sử rằng, trong Hamiltonian chỉ có số hạng thê năng gây bởi lực 
Coulomb, hãy thảo luận một cách định tính năng lượng của các trạng thái nói 
trên, trong trường hợp khoảng cách giữa các hạt nhân trong phân tử là thông 
thường và trong trường hợp giới hạn khi khoảng cách này rất lớn. 

(e) Lực trao đổi sẽ có ý nghĩa gì? 

(Wisconsin) 
Lời giải: 

(a) Câu hình của phân tử hydro được vẽ trong Hình 7.9. Kí hiệu hàm sóng 
trạng thải cơ bản của nguyên tử hydro là |100) và gọi ø(r) = (J100))^, trong 
đó A là một tham số sẽ được xác định. Khi đó, hàm sóng trạng thải đơn tuyên 
(% = 0) của phân tử hydro là 


1 
tị = {5ya)ef) + (fa2)wu1)ÌXop , 
và hàm sóng trạng thái ram tuyển (8 = 1) là 


đa = sứ @(Fat)2(faz) — @(Tas)@(fmi)] xì 


với Aƒ = —1,0,1. 


Hệ nhiêu hạt 657 


(b) Năng lượng của nguyên tử hydro là 


Eu — xe? 1 — m2 / €2 “hú 
KN 2h2 n2 ~ 2 hcj. n2 
0,511 x 108 IV 1 
=————— xxx | — —— 
: 2 137/ n2 
138,6 
eV. : 


Như vậy, tổng năng lượng hai trạng thái cơ bản của nguyên tử hydro là —2 x 
13.6 = --27, 2 eV Mặt khác, với nguyên tử He, cũng có chứa hai proton và hai 
electron, năng lượng của trạng thái cơ bản là 


: mZ2e3 5s? 
He =—2 P2 =—-2x 13,6 x b s 16) 
= —77,b©V. 


trong đó, thừa số 2 là cho hai electron của nguyên tử He và Z = 2 — là số 
điện tích hiệu dụng của hạt nhân He. 

() Đối với trạng thái đơn tuyến, xác suất để hai electron đến gần nhau là 
rất lớn (theo nguyên lý loại trừ Pauli), điều này làm tăng thế năng đẩy của 
tương tác trao đổi giữa chúng. Xác suất để hai electron lại gần hạt nhân cũng 
là rất lớn và có xu hướng làm tăng thế hút của tương tác trao đổi. Khi tính đến 
cả hai điều đó, thế tương tác trao đổi sẽ làm giảm năng lượng. Có thể nhận 
thây dễ dàng rằng, đối với trạng thái đơn tuyến, —77, 5 eV < E) < —27,2 eV 
Đối với trạng thái tam tuyến, spin là cùng chiêu do đó hàm sóng không gian 
là phản đối xứng. Trong trường hợp đó, thế năng là tăng do tương tác trao đổi 
và do đó, 1⁄4 > —27,2 eV và điều đó gây khó khăn cho việc tạo thành trạng 
thải liên kết, 

(ii) Khi khoảng cách giữa các hạt nhân ¬ oo, Hạ quy về hai nguyên tử 
hydro tách biệt. Do đó, năng lượng — —27, 2 eV 

(c) Tính đôi xứng và phản đối xứng của hàm sóng gây nên sự dịch chuyển 
trung bình cho thế năng ở mức 


Ấy j l) ©(rar)p(ria)Ve(ras)e (rat )dndrp, 
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Việc này thường được nói là, nó gây nên bởi "lực trao đổi". 
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Hãy mô tả những trạng thái thấp nhất của phân tử 77;. Hãy cho một ước 
lượng thô đôi với giá trị của các năng lượng kích thích. Hãy nêu các đặc điểm 
của bức xạ chuyển đời từ những trạng thái kích thích đầu tiên về trạng thái cơ 
bản. 

(Wisconsin) 
Lời giải: 

Khi xem xét một cách gần đúng phân tử hydro, hàm sóng bậc không được 

lẫy bằng tích hai hàm sóng trạng thái cơ bản của nguyên tử kiểu hydro 


s(r) = == (‡) 7Arlnh 


đọ 


trong đó ø¿ là bán kính Bohr, À là tham số sẽ được xác định. Phần spin trong 
hàm sóng electron của trạng thải có bản của phân tử H;, (S = 0) là phản 
đổi xứng, và do đó nó đòi hỏi phần không gian là đối xứng. Vì spin của hai 
electron là ngược chiều nhau, chúng sẽ tiến đến khá gần nhau (theo nguyên lý 
Pauli). Điều này nghĩa là, mật độ của "đám mây điện tử" sẽ khá lớn trong vùng 
không gian giữa hai hạt nhân. Trong vùng đó, thể hấp dẫn giữa hai electron 
và hai hạt nhân là khá lớn và như vậy có thể tạo thành trạng thái liên kết, với 
hàm sóng là 


2 —slefai)efmn ) + olr,a)e(xa)]xno ‹ 


trong đó, các biến số được chỉ ra trong Hình 7.9. 

Nếu spin của electron là cùng chiều (% = 1), khi đó hàm sóng không gian 
phải phản đối xứng, xác suất để hai electron tiễn lại gần nhau là rất nhỏ, và 
trạng thái liên kết là không thể xảy ra. 

Về phần các mức năng lượng liên quan đến chuyển động electron, dao 
động và quay của Fï;, các mức quay có khoảng cách giữa hai mức cạnh nhau 
là nhỏ nhất. Để đơn giản, ta sẽ chỉ xét những mức năng lượng với electron 
ban đầu trong trạng thái cơ bản và khi không có đao động giữa các hạt nhân. 
Không Íàm mắt tính tổng quát, ta chọn năng lượng của phương trình là bằng 
không khi không có chuyển động quay. Các mức năng lượng quay được cho 
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bằng 
b2 
E=—=J(J+1), 
11 ) 
trong đó, 7 là mômen quán tỉnh và ./ là mômen xung lượng toàn phân 
của hệ hai hạt nhân. Khi 7 chăn, spin toàn phần của hai proton trong !; là 
3 = 0 và ta có para-hydro, còn khi .J lẻ, spin toàn phần của hai proron là 
# = 1 và kết quả là ta có ortho-hydrogen, Giả sử khoảng cách giữa hai proton 
là #= 1.5 x0.ð3 = 0,80 Ä (Hình 7.11). Bởi vì 


h2 h? 1 /he\? 
2] uR2  nô\ñ 
3 K—=- 18 x3 x " 


— 938 x 108 0.8 x 108 
=1.3x102eV, 


năng lượng của các trạng thái thấp sẽ là 


02 4 


Para-hydro; 
bá (10 2eV) 0 7,8 26,0 


1 ä b) 


Ortho-hydro: 5 
J(10 “ˆeV) 2,6 15,6 39,0 


Vì tương tác giữa hai nguyên tử là độc lập với spin, para-hydro và ortho 
- hydro không thể chuyển đổi lẫn nhau, đo đó, quy tắc lọc lựa A/ = chẵn. 
Trong tự nhiên, tỉ số giữa số phân tử ortho-hydro và para-hydro là 3:1. Điều 
này có nghĩa là vạch quang phổ ứng với chuyển dời J = 2 —› J = 0 là yêu hơn 
SO VỚI J — 3 —¬ J = ]. 
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Ma trận mật độ đổi với một tập các nguyên tử với spin J là ø. Nếu các spin 
chịu tác dụng của một từ trường thăng giáng ngẫu nhiên, người ta thấy rằng 
ma trận mật độ sẽ thỏa mãn phương trình 


9 1, 
mn " ep - đạp — J(7 + 1)2|. 


Chứng minh rằng phương trình hồi phục kéo theo phương trình 
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— 


vs. TỔ _"~. 
(a) ịN th ¿ mị TUappÌ = Tà) F 
na 3a. J(J t1) 
=) = —ÀÍJ#uj= =1 =” 
(h) hy vớc) s tì /;ø) r2) + —— 


|Gợi ý: Sử dụng toán tử nâng hạ] 
(Columbia) 


Lời giải: 
Từ định nghĩa, (.7;) = Irí/J;). Như vây, ta có 


) ,) 1 
_ ŸÊ sE (Z--) =TrHJ„ p2 J(J ~ 1)ø2,| 
ÒI —, 


1 : h 

z [Urpdrd; tJypJ/¿J; + JuøJ2  J(J7 ( 1ịađ:;]|. 
Tr.1 = 1r2A, 

Jụủy — dụdy =1, 

nhu - đuy m tổng 

đ;ợy - đuổi = LỰ., 


355 = j[2 = Hd., 
(dùng hệ đơn vị trong đó ñ = 1) ta có 


J. l 
—N) TTHøJ,J,J, 1 pdụJ;jy + gđể — pJ(J ~ 1)4,] 


| 
hy 
I 


lI 


l Lá 
x t1 +2 L/2)J + LJyy — duy = J(J+1)2,} 


-z(4:) = =0). 


Hệ nhiều hạt 


Œœ) 


— J{J + 1)¿⁄‡| 


l ¬Ầ.. 
T13: 14c II để tá» ró, 


—/J,J;dJ, — J(J + 1°} 


1 
TT dc) +1.y(„ởJ-) 


“ý IDẮN|) 


1 


| *k;.a 
TTø, -8JỆ + (để + Jp + 
J{J + 1) 


Tàu sỏ 
i2} ~ 
Thg T 


bởi vì 


lỡ ẩn, d lun, 


L2, (—,1— 12222) 


l XS. cự 
m r{p —3 + J2 + J +i(2:)22} 


J?)|} 


(J[W t 1Ì = J(7 + 1). 
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Một phân tử được tạo nên từ ba nguyên tử đồng nhất nằm ở đỉnh của một 
tam giác đêu như được vẽ trong Hình 7.12. Ta sẽ xét ion của nó được tạo nên 
bằng cách thêm một electron với một biên độ nào đó vào mỗi đỉnh. Giả sử 
phần tử ma trân của Hamiltonian đỗi với electron ở hai vị trí kẻ nhau ¡, 7la 


W|H|J} — —u với + # J. 


(a) Hay tính sự tách mức năng lượng. 
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1 


O 
3 
Ô ˆ ö 
Hình 7.12 


(b) Giả sử một điện trường được đặt thêm vào theo trục z sao cho thê năng 
đỗi với electron trên đỉnh bị thắp đi một lượng 0 với |b| < ||. Bây giồ hãy tính 
các mức. 

(c) Giả sử eleetron ở trong trạng thái cơ bản. Đột nhiên trường bị quay đi 
một góc 120° và hướng về phía điểm 2. Hãy tính xác suất để electron vẫn nằm 
ở trạng thái cơ bản. 

(Princeton) 


Lời giải: 
(a) Kí hiệu các vectd cơ sở là |L), |2), |3) và đặt @|HIi) = Ea, ¡ = 1,3,3. 
Khi đó 


Fọn —ua ở 
H= |_-u Fọ =a 
=u —=a_ Hạ 


Để chéo hóa H, ta giải phương trình 


họ — À —a —d 
—ứ t*ọ— À —u |=Q. 
—Œ ~ EoT— À 
Nghiệm thu được là các mức năng lượng #¡; = Eu + ¿ (suy biến bội hai) và 
fEi< đu Ciớu, 


(b) Ma trận bây giờ là 
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Các mức năng lượng chéo hóa nó là 


Eì = ho1úu. 


: „+ b+ (/(a — b} + Ra? 
hạ = Fù 


_ b— V[a—Đ)?+ 8u2 
E)¿#ê u + (a—b)2 + Hi) 


2 


E› là mức năng lương thập nhất và tương ứng với trạng thái cơ bản, với hàm 
sóng 


1 
nh == 
: VŒEu — F — ø}2 sp 3q2 
+a|2} + al8)|. 


Ụ [ŒEo ~ k¿ — 2)]1) 


(c) Sau khi quay trường, hệ có cùng cấu hình như trước nhưng vị trí bị 
thay đổi lại tên 
1I—>2.2>3,3— 1. 


Từ đó, trạng thải cơ bản mới là 


} : 
sial1) + (Fo — kạ — a)|2) +al3)]. 


x 
Ủạ ° —==—————————— 
9” VÄ[Eg.= E3 n]5£ 5u 


Do đó, xác suất để eleetron vẫn nằm ỏ trạng thái cơ bản là 


vs đề D— : 2¬"2 
l0ii0j | ch 
(En ~ #ạ — ø)2 + 2a 
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Xét ba hạt, mỗi hạt có khối lượng ;¡, chuyển động một chiều và được liên 
kết với nhau bằng lực điều hòa, nghĩa là, 
1 Ũ : 
đc Bo —a)° + (z2 T— a3)? + (xạ =an)}Ÿ|- 
(a) Hãy viết phương trình Sehrödinger cho hệ. 


(b) Hãy đổi sang hệ tọa độ khỏi tâm, ở đó hàm sóng và năng lượng riêng 
có thể giải được chính xác. 
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(c) Bằng cách sử dụng (b) hãy tìm năng lượng trạng thái cơ bản nêu các 
hạt là các boson đồng nhật. 


(d) Năng lượng của trạng thái cơ bản là bao nhiêu nêu các hạt là fermion 
đồng nhất có spin 1/2? 
(Wisconsin) 
Lời giải: 
(a) Vì 


Phương trình Schrödinger là 


.„ độ h? lu j? g2 : 
ð† 2m: Ò+‡ l5 Òz 
k : 

' si — #2)” + (tạ — a)` t (tạ —m) lo. 


(b) Sử dụng tọa độ Jacobi 


+Ịị 1 độ 
Ụ2 — ) — JÄ¡ 
Tìị +1 da 133 
A3“ 3 
hay 
LÀI J2 
Â† > Ma 1 SP SH 9 
Ựì J2 
ĐA Tổ JMN E226, mi 
2 
tạ — 3“ 3% 
ta có 


¬....- 
ti kử SK 24) : 


S Độ : LUY G7. Ni 
mx... 2m 3Ô) 90) 20027 ` 
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và từ đó phương trình giả trị riêng đừng sẽ là 


Fìrụ = 


HÓA TH ƒ cv 0U À. 
“gu 2ø ƒ 


6n ÒW3 — 2n l 
k3, „|, 
NI {š⁄ + bi oi 


Thử tìm nghiệm dưới dạng 
@= Y(uw;)óŒ, 2)- 
Phương trình được tách thành hai phương trình 


h2 22Y - 
Bưu Dự " 


h2 Kếa vỞ H»a "- 3 "`". 
2m" by 30 ẹ 3 21 Uạ |@ — tỌ, 


trong đó # = # — + là năng lượng sinh ra do chuyển động của khối tâm. 
Phương rrình thứ nhât cho 


kUỲY.. 


YV= ] c1V6mE,p/h 


2m 
vỏi 
@ = 6i(01)22(2) 
Phương trình thứ hai được tách thành hai phương trình 


hÈ0¿i 3, 2 

———- + —kVW{@\ = bón, 
mì ỞựU 4 MS kế, 
3H? 0? ¿¿ : 
dua 2w L kụ26a vớ 


trong đó J2 = kì + Hà. 


Đây là các phương trình dao động tử điều hòa có khôi lượng 1*, ? và độ 
cứng tương ứng là 2k và 3k, cả hai đều mang cùng tân sô góc œ = vội Như 


?+n 


vậy, nàng lượng toàn phần là 


1 3k ] 3k 
Em Fị Ð Fạ mịn ST |ñ/— 3+ [+ )R\—, 
4H ng ( z) ` „" : ị b 3) mì 
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với n.Ì =0.1.2.3..... 


(c) Đặt ¿2 = #2, Hàm sóng trạng thái cơ bản của ¿, ø¿ là 
h § 


nh 1 
@ìn(U) = (s) V@exp ) : 


21⁄4 1 
đao (2) = () Vưexp (-še2⁄4) ï 


và do đó 
1 lít —0? 2 2 
@o(01.12) = đìo(01)Ó2o (02) = (mm) œexp |¬ẽ Gii + sộ)| : 
trong đỏ 


3u? 1 4y) = 3(#t — g3)? + (¡+ xa — 9ra)? 
4 


bị + +2 + 423 — 8112 — #942 —~ #341): 


VÌ à = 3(+¡ + +z¿ + +) nên hiển nhiên là hàm sóng không gian øạ phải đối 
z &u, 2x ; . N ^ À ù zy Ả HA 
xứng đôi với hoán vị hai hạt, như yêu cầu chung của các boson đông nhất. 
Năng lượng trạng thái cơ bản của ba boson, trừ năng lượng tịnh riên của khôi 


tâm, là _ 
1, /3k - 1, /ä3k /3k 
†h= -h\q/, — + ch =h : 
2 tu 2 mì m 


(d) Nếu các hạt là fermion đồng nhất có spin 1/2, vì spin không nằm trong 
biểu thức của Hamiltonian, hàm riêng là tích của hàm sóng không gian và 
hàm sóng spin, và phải là phản đôi xứng đôi với hoán vị các hạt. 

Đôi với phép biến đổi tọa độ trong (b), ta có thể dùng 


, : . 
UỊị —~ 3) — vạ, 


;— 42 +ửs Ề 
Lổ) 2 L 
h #ìị dưa da 

TP 
1a 3 


và cũng thu được cùng kết quả như trước. Trong trường hợp đó hàm riêng 
không gian là 


0(01: 02.03) = ©ia(01)62i(0)Y (3) 
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và năng lượng là 
3k 


E=(n+i+1)h\W. —. 
DÓ 


VÌ óiop(01)Ó20(U2) = #®to(1)2o(ua), hàm sóng không gian là đối xứng đối với 
phép hoán vị hai hạt. Tuy nhiên, đối với ba fermion với spin, không thể xây 
dựng được một hàm sỏng spin phản đối xứng. Vì vậy, trạng thái này không thể 
tạo được từ ba fermion với spin 1/2 và phải xét đến các trạng thái cao hơn. 
Quay về hàm sóng của một dao động tử điều hòa, ta thấy rằng phần hàm 
mũ của Ởin(\ )@2¡ (2) cũng giống như của Ø10(91)22o (92) và là đôi xứng. Đặt 
®ị = óni(01)Ó20(92), 


®; = đ:1(01)220(⁄2) . 


và xây dựng hàm sóng toàn phần 


+~*(),(),(0),*°0,0,0, 
-&+#2(1) () ()- 


Vì ®ị= Œ(z Bạy 22), ®a = C{+¿ KH 1A), ®ịạ tủ; = C(zn = 14 trong đó Œ là 
đôi xứng đổi với hoán vị các hạt, ® là phản đối xứng như yêu cầu chung đồi 
với hệ fermion đồng nhất. Do đó năng lượng trạng thái cơ bản của hệ, không 


kể năng lượng tịnh tiên của khối tâm, là 


Eb2 ŸRỤ 
Tn, 


43- BT..CHLƯỢNG)L+ 


PHẦN VII 


CÁC CHỦ ĐỀ KHÁC 
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z = ( 0u $ ` 2ư& ` ˆ H 
Hãy biểu điển (=0 Ì thành ma trận 2 x 3; với œ là một hằng số đương 
(Rerkeley) 
Lỡi giải 1: 
Đặt 


với 


VI 


với [ là ma trận đơn vị, ta có 


d 
— ð(u)= Ä5(0), 
ti£T 


d2 


dụiŠ 


S(u) = AˆS(u) =—S(0), 
và do đó 
% “{a)+ S(a} =0. 


Nghiệm tổng quát là 


S() = cịc!? +oạc 9, 


với điều kiện biên $(0) = 7, #0) = A. 


Do đỏ 
Œœ +tạ= Ï, 
È — #z.= —ÈA.. 
se cho 

_ È ' 1A 
tj = 9 h 
¬:... 
3 P) 
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te”) + SG #—eœ!“) - Ƒcosœ + Asinu 


j 
TẾ 
€OSu — Sin(I 
—s8Ìnd cosuj/ - 
Lời giải 2: 


0 1 0 
Đặt 4 = .VI 42 = =T—I. A)——A.A1=1..... 
= 0 1 


.- n phAn “St  m ĐỂ, > 02R+1(—1)# ' 
= h N.T KT NG 
ni Ị sả _ n (2k +1)! 
ŒOSđ  SÌnNd@ 
= c0S „Ï + SinuA = ( ' ` : 
—SÌTt CO§d 
8002 
(a) Tính tổng của chuỗi  = 1 + 2z + 3z? + 4z3 | .-: ,|r| < 1. 


(b) Nêu ƒ(+) = ze~*⁄^ xác định trong khoảng 0 < + < œc, hãy tìm giá trị 
trung bình và giá trị có xác suất lớn nhất của r. Hàm ƒ(+z) là mật độ xác suất 
của + 

(c) Hãy tính 7 - [” 


(d) Hãy tìm giá trị riêng và vectơ riêng chuẩn hóa của ma trận 


©t bọ 
© C2 t» 
5 = = 
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Các vectơ riêng này có trực giao không? Biện luận về vẫn để này, 
(Chicago) 
Lời giải: 
(a) Vì |xz| < 1, 


U—zu=L+z++z2+az3+...c= 


q=z)" 
hay 


Mật độ xác suất là cực trị khi 
1 
fƒŒ&)= CÁC làn NG =0, 


nghĩa là tại » = À hoặc z — œc. Chú ý rằng À > 0 nếu /(z) là hữu hạn trong 
0<+z< .Vì : 


1 
ƒ⁄“)= hài <0,/(A)=Ae }> lim ƒŒz)=0, 
T-*œ 
mật độ xác suật là cực đại tại z = À. Do đó, giá trị Có xác suất lớn nhật của z 
là A, 
(e) Xét tích phân phức 


J dy — dz h J đz 
c4+z2 Ju, 4tzt J„ 4+ 
dọc theo đường cong c = c¡ + c2 như được vẽ trong Hình 8.1. 


Hàm dưới dấu tích phân có những điểm kì đị —1 + ¡, 1 + ¿ ở bên trong 
đường cong kín c. Do đó, theo định lý thăng dư ta có 
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y 
C} 
II 
-R NÌ €ỳ R 
Hình 8.1 


dđz 
= = P n I1 JÌ 
Ệ " 2n7[Res(1 + ¡) + Res(—1 + 2| 


Bây giờ cho Ñ — oœc, ta có 


Khi đó, vì 
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` dz _ dư: ¬..- mẻ... 
1T 17 N77 Tà 
TT. n- ..., s +1++ ¡ 11 


l8 dư _— 7 
J0) 4-+ai 8C 


(đ) Gọi giả trị riêng là # và vectơ riêng là 


ta CÓ 


1 
x = +2 
J3 
Khi đó 
1 2 d Vi đỊ 
2-3 0 tạ | =E la 
35 0 3 1⁄3 Mà 
Để X khác không, cần có 
E—]1 —32 —3 
~2_ E3 0 |=0 
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Và nghiệm của phương trình trên là 
tị=3, tạ = 3, ka = ï. 


Thay vào phương trình ma trận, chúng sẽ nhận được các vectd, mà sau khi 
chuẩn hóa, là 


lệ) 
" 

L V§ 
—1 

khi £ = E) và 

—6 
ah. 

°v An 
h) 

1 
SẺ 
VỀ 5 


khi £ = ¿, Fa. Chú ý rằng, các vectơ riêng này không trực giao nhau. Nói 
chung, chỉ khi ma trận là Hermite, thì các vectơ riêng tương ửng với các giá 
trị riêng khác nhau của nó mới trực giao nhau. 
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Hãy trình bày ngắn gọn (bằng một câu) những đóng góp cho vật lý có 
liền quan đến những cặp tên tuổi sau đây. (Chỗ nào thích hợp, hãy viết một 
phương trình): 


(a) Franck-Hertz 

(b) Davison-Germer 
(c) Breit-Wigner 

(đ) Hartree-Fock 

(e) Lee-Yang 

(Ð dulLong-Petit 

(g) Cockroft-Walton 
(h) Hahn-Strassmann 


(¡) Ramsauer-Townsend 
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(j) Thomas-Fermí 
(Berkelay) 

Lời giải: 

(a) Franck - Hertz kiểm tra bằng thực nghiệm sự tổn tại các mức năng 
lượng giản đoạn của nguyên tử. 

(b) Davison - Germer kiểm tra tính chất sóng của electron bằng cách chứng 
mính sự nhiễu xạ của chúng khi truyền qua tỉnh thể. 

(c) Breit và Wigner phát minh ra công thức cộng hưởng trong vật lý hạt 
nhân. 


(4) Hartree và Fock phát triển phương pháp trường tự hợp để thu được 
hàm sóng gần đúng cho hệ nhiều electron. 


(e) Lee và Yang đề xuất sự không bảo toàn chẵn lẻ trong tương tác yêu. 

(Ð Dulong và Petit phát mình tính chất: nhiệt dung nguyên tử là như nhau 
đối với tất cả các chất rắn ở nhiệt độ cao, và bằng 3#, trong đó ñR là hằng số 
khí lý tưởng. 

(g) CockroR và Walton thực hiện sự phân rã nhân tạo đầu tiên một hạt 
nhân nguyên tử. 

(h) Hahn và Strassmann lần đầu tiên chứng tỏ sự phân hạch của urani 
dưới tác dụng của ndrron. 

(0 Ramsauer và Townsend lần đầu tiên quan sát thấy sự truyền cộng 
hưởng của electron năng lượng thập qua các nguyên tử khí hiêm. 


Œ) Thomas và Fermi để xuất một mô hình thống kê gần đúng cho câu trúc 
kim loại. 
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Ước lượng độ lớn của các đại lượng sau đây: 


(a) Động năng của một nucleon trong một hạt nhân tiêu biểu. 

(b) Từ trường tính bằng gauss để có sự tách mức Zeeman trong nguyên tử 
hydro so sánh được với năng lượng liên kết Coulomb của trạng thái cơ bản. 

(c) Số lượng tử + ứng với trạng thái riêng của dao động tử điều hòa có 
năng lượng tương đương với một dao động tử điều hòa cổ điển một chiều với 
khỗi lượng m = I1 gam, chu kì 7'= 1s, biển độ zo = 1 cm. 

(đ) Tỉ số giữa độ tách mức siêu tỉnh tế và năng lượng liên kết trong trạng 
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thái ø của nguyên tử hydro, biểu diễn qua hằng số câu trúc tỉnh tế z, khối 
lượng electron z;, khôi lượng proton mạ. 
(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Động năng 7T = £ của nucleon trong hạt nhân có thể được ước lượng 
bằng cách sử dụng gần đúng ø ~ Ap và nguyên lý bất định AzAp ~ h. Vì 
Az ~ 10~!2 em, Ap~ z*-, 


T h2 1N? 1 he 
2n (Axzj/| — 2me2 \Az 


: 1 4/1 10715 x 3 x1019\? 
— ?x 938 x 108 10~12 
&;@—— :k/10Ê:2⁄:10/-0V: 

2000 ” g 


(b) Tách mức 2eeman là À ~ up - B, với ¡n là magneton Bohr, còn năng 
lượng liên kết Coulomb đối với nguyên tử hydro là 13,6 eV Để hai năng lượng 
đó tương đương nhau, ta yêu cầu 


_ 136x1,6x10"!9- 13,6x1,6 


Bx = x 10!2wbm 2 ~„ 109Gs. 
9,3 x 10-32 9,3 


(c) Năng lượng của một đao động tử điều hòa cổ điển một chiều là 


k;= 5 (uzo)2 = 2n“m+a/T? = 2n? erg. 


®m›„ 


D 
mhụ = F, 


ta yêu cầu 


2 
_=.... 5...1. . 
Rưu — Rịu h 1,054 x 10—27 


(đ) Chuyển dịch năng lượng do tách mức câu trúc siêu tỉnh tế của một 
nguyễn tử hydro trong trạng thái cơ bản (ở hệ đơn vị ¿ = ð = 1) là 


.. 
A ~ mo" /mạ 
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trong đó œ là hằng số câu trúc tỉnh tế. Năng lượng liên kết của electron trong 
trạng thải cơ bản là #2 = rzœ?/2. Do đó 


AE/E =9? Œ) 


tĩip 
8005 

Hãy trả lời các câu hỏi sau: 

(a) Có thể nói được gì về toán tử HamiHonian nêu r.„ khâng đổi theo thời 
gian? 

(b) Phát biểu định lý quang học trong lý thuyết tán xạ. 

(c) Vì sao định lý quang học không thỏa mãn trong gần đúng Born bậc 
nhất? 

(d) Giải thích vì sao proton không thể có mômen tứ cực điện. 

(e) Tìm dẫu của độ dịch pha khi một hạt tán xạ trên một thê hút yêu và 
tâm ngăn? Lý giải các câu trả lời của bạn. 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Nếu 1; không đổi theo thời gian, [H, 1„' = 0. Điều này nghĩa là trong 
hệ tọa độ câu # không chứa góc ¿ một cách tường minh, và do đó, H bất biên 
đối với phép quay xung quanh trục z. (Tuy nhiên, #ƒ có thể vẫn chứa ¿ tường 
minh). 

(b) Định lý quang học phát biểu rằng, tiết điện toàn phẩn đối với tán xạ 


đàn tính ø, được cho bởi 
Am 


¿ ÌIT Tmƒ(0). 


trong đó & là số sóng của hạt tới và /(0) là biên độ của sóng tán xạ về phía 
trước. : 

(e) Trong gần đúng Born khi V{(z) là thực, và đó cũng là trường hợp thường 
8ặP. / (0) cũng là thực vã cũng cho tiệt điện rán xạ toàn phân khác không, phần 
ảo của /(ø) chỉ xuất hiện trong gần đúng Bom ở bậc cao. Do đó, định lý quang 
học không áp dụng được cho gần đúng Born bậc nhất, 

(d) Từ định nghĩa mômen tứ cực điện và dạng của hàm điều hòa cầu, ta 
biết rằng, hạt có spín s < 1 không thể có mômen tứ cực điện. Điều này cũng 
bao hàm cả trường hợp proron vì nó có spin 1/2. 

(e) Khi V{z) triệt tiểu nhanh hơn 3, nghĩa là khi thể là tầm ngắn, độ dịch 
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pha ð; của sóng riêng phản / sẽ được cho bởi dạng tiệm cận 
=> . « 
Ôi -kÍ V'(r) 77 (kr)r dc s 
ũ 


trong đó ¿; là hàm Bessel cầu. Do đó, đối với lực hút \(z) < 0 và đo đó ä, > 0. 


8006 


Hãy trả lời sơ lược những câu hỏi sau đây, chỗ nào được, chỉ cần nêu định 
tnh. Hãy đưa ra các lý giải của bạn. 


(a) Một chùm nguyễn tử trung hòa đì qua một hệ thông thiết bí Stern - 
Gerlach. Quan sát thây có năm vạch cách đều nhau. Hỏi mômen xung lượng 
toàn phần của nguyễn tử bằng bao nhiều? 

(b) Mômen từ của nguyên tử trong trạng thái ?/ bằng bao nhiêu? (Bỏ 
qua hiệu ứng hạt nhân) 

(e) Vì sao các khí hiệm lại trơ về mặt hóa học? 

(d) Hãy ước lượng mật đô năng hượng của bức xa vật đen tuyệt đổi trong 
phòng của bạn băng đơn vị ereem_ ”. Giả sử tât cả cac bức tường đều đen. 

(e) Irong quả trình phóng điện qua khỉ hydro, cả hai vạch quang phố 
tương ứng vỏi chuyển đời 2Š/1;¿ —¬ 1?%¡„¿ và 9°/1/¿ — 1?š3¡;„ đều quan sắt 
thây. Hãy ước lượng tỉ số cường độ của chúng. 

(Ð Nguyên nhân gì dẫn đến sự tồn tai hai hệ thông độc lập các vạch quang 
phổ, hệ thông đơn tuyên và tam tuyên, trong trường hợp nguyên tử hêÌi? 

(Chicagu) 
Lời giải: 

(a) Khi nguyên tử trung hòa không phân cực với mômen đi qua hệ thông 
thiết bị Stern - Gerlach, chùm tỉa tới sẽ bị tách ra làm 2/7 ~ 1 vạch. Như vậy, 
3W 1 =5 SẼ 0hÓ:J = Đi 

(h) Nguyên tử ở trạng thái #/?› có mỗömen xung lượng toàn phần là j - U. 
Do đó, mömen từ bảng không, nều bỏ qua spin hạt nhẫn. 

(c) Phân tử khí hiểm được tạo nên từ những nguyên tử với các mức nãng 
lượng bí lắp đẩy, điều này dẫn đến việc nguyên tử khó mất hoặc khó thu thêm 
elecrron. Do đó, khí hiểm là trơ về mặt hỏa học. 


(đ) Mật độ năng lượng của bức xạ vật đen tuyệt đổi ở nhiệt độ phòng 
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T 300 K là 
4 
u= -ơT! 

Lôi 

=—— “ —x5,7x10=5 x 3004 
3 x 1010 ` 

=6x 10 erg/cmỶ. 

(e) 


1(22 Ta ¬ 1 81/2) — 2+1 
1(22P„¿ ¬ 125(„;) ` 2J; +1 
_ 2x1/2+1 
_ 3x3/2+1 


1 
Si 

(Ð Nguyên tử hêli chứa hai electron spín 1/2, và spin toàn phần Š=sq+42 
có thể có hai giá trị 9 = 1 (tam tuyến) và Š = 0 (đơn tuyến). Chuyển đời giữa 
hai trạng thái là bị cảm do quy tắc lọc lựa A% = 0. Kết quả là ta có hai hệ 
thông vạch quang phổ độc lập trong trường hợp nguyên tử hêl. 
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(a) Hãy dẫn ra điều kiện áp dụng được của phép gần đúng WK.B cho 
phương trình Schrödinger một chiều không phụ thuộc thời gian và chỉ ra 
rằng, gần đúng sẽ không còn áp dụng được ở lân cận những điểm hỏi chuyển 
cổ điển. 

(b) Sử dụng lý thuyết nhiễu loạn, hãy giải thích vì sao năng lượng trạng 
thái cö bản của một nguyên tử sẽ giảm đi khi nguyên tử được đặt vào trong 
một điện trường ngoài. 

(Berkeley) 
Lời giải: 
(a) Phương pháp W K B xuất phát từ phương trình Schrödinger 


h2 d? 
F0 dạ vớ) j(+) = Eu(), 


trong đó ta giả thiết rằng 
ó() = c°0)/, 


Các chủ đề khác 679 


Thay nó vào phương trình Schrödinger, ta có 


1 /ds\Ẻ, b1 do. 
—— | — ————> =È —V{(+}. 1 
21m (5) lồ + 2m d+2 ĐẠN ä) 


Khai triển s thành chuỗi lũy thừa theo 5/4, 


h LÊ 
s=#o + ~stiƯÐ[|T) 521---, 
$ + 
và thay nó vào phương trình (1), ta thu được 
SN ca ch g 
5. sg + PP (sg + 2sas1) + É) (9 + 25p; + sŸ) 
+::-.=E- Vứ). (2) 
Nếu ta đặt điều kiện 
| zðl < |số], (3) 
|25s¿s1| < |số], CC) 
Phương trình (2) sẽ có thể lây xấp xỉ bằng 


1 
TS c =E—V(w), (5) 
31mm 


trong đó ta đã đặt 
2sos) + s2 =ÚŨ, 
2so#a + “Ỉ ti =0, 


(3) và (4) là điều kiện áp dụng của phương pháp W K B. Lẫy tích phân phương 
trình (5) ta được 


sa) = + [  Vðm[E— Vũ)dz = + |  pá:, 


vì vậy (3) có thể viết là 


<1 (6) 
lạ 
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nghĩa là, 
đ /1 
hạ, () | +: 

hay 

đÀ j1 

dư l 
trong đó : 

h 


ă 2m(P — V(+)) 


ở gần điểm hồi chuyển V(z) ~ E,p — 0 và (6) không thỏa mãn. Vì thế 
phương pháp W K B không thể dùng được ở gần những điểm hỏi chuyển cổ 
điển. 

(b) Xét một nguyên tử nằm trong điện trường ngoài e theo hướng của trục 
z. Hamiltonian nhiều loạn là 


H = —-eez 


» 


trong đó z = Š), z là tổng tọa độ z của các electron trong nguyên tử, và bổ 
chỉnh năng lượng là 


AEh = Hộa + 3” |Hạu|?/(Eạ — Bạn). 
n0 


Vì z là một toán tử lẻ và tính chẵn lẻ của trạng thái cơ bản là xác định, Húa — 0. 
Hơn thế nữa Fụ — E„ < 0. Do đó, AE < 0. Điều này nghĩa là năng lượng của 
trạng thái cơ bản giảm đi khi nguyên tử được đặt vào trong một điện trường. 
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Một hạt khối lượng . với mômen xung lượng bằng không trong một thế 
hút đối xứng cầu V(z). 


(a) Hãy viết phương trình vi phân cho hàm sóng xuyên tâm, định nghĩa 
hàm sóng xuyên tâm một cách cẩn thận và xác định rõ điều kiện biên cho các 
trạng thái liên kết. Tìm điều kiện giá trị riêng WKÐ đỗi với các trạng thái 
s trong trường thể. (Hãy kết hợp việc phân tích I/#B một chiểu với những 
ràng buộc đối với hàm sóng xuyên tâm (0Ö < r < œ)). 

(b) Cho V{z) = —Vjexp (—r/a), ), sử dụng hệ thức WKB, hãy ước lượng 
giá trị cực tiểu của Vạ sao cho chỉ tổn tại một và chỉ một trạng thái liên kết, đó 


Các chủ để khác 681 


chính là liên kết tối thiểu. So sánh giá trị của bạn với kết quả chính xác cho 
trường hợp thê hàm mũ nói trên, 2w„Vea2/h2 = 1,44. 
(Berkelay) 
Lời giải: 
(a) Hàm sóng của hạt có thể viết như là tích của phần xuyên tâm và phần 
sóc, /(r) = R(r)Ym(0, ). Do đó, R(r) thỏa mãn phương trình 


h 3 .05fxy:d 
2mm r2 dỉr ( +) bộ Vỹ | tớ) - ERữ) : 
trong đó đã tính toán mómen xung lượng bằng không (¡ = 0). Điều kiện biên 
cho trạng thái liên kết là R(z) hữu hạn đôi với r — 0. R(r) — 0 đối với r — œ. 
Đặt x(r) = R(r)/r, phương trình rrên trổ thành 
— h2 0x 
2m. dr2 


và nó thỏa mãn điều kiện 


+Vf(r)x=Ex, (<r <<) 


xứ) >0 khi r0. 


Như vậy, bài toán trên bây giờ trở thành bài toán cho chuyển động một chiều 
của một hạt trong thê V(z) xác định chỉ với z > 0. Điều kiện giá trị riêng đối 
với các WƑ K B cho trạng thái s là 


‡ V2m(E — V)dr = (: + Ÿ) hÀ n=0./1/2....., 
(b) Thay V = —V§ exp(—r/a) vào tích phân theo đường kín ta có 


| VBniE+WaepCr/ajár=g (n+ 1) k 


2 


Đôi với trạng thái liên kết, # = —|Z| và tích phân đó trỏ thành 


V5mjpT (h Vịế exp Í ¬) 1d = (s+)) h/2. 


Để tính đến điều kiện hữu hạn của Vạ và điều kiện có một và chỉ một trạng 
thái liên kết, đó là trạng thái liên kết tối thiểu, ta sẽ xét trường hợp giới hạn 
khi |#Z| ~ Vạ. Lúc đó, tích phân bên trái có thể lẫy xắp xỉ bằng 


aln „ 
vV?mtp l exp(—r/2a)dr. 
0 
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Do đó 


"NET t 315 
2m:Vp ` 2u 1 = IEI — ( + ) D : 


sẽ cho 


2av/2mV§ 


Để có một và chỉ một trạng rhái liền kết, ta yêu cầu —E = |E| < Vạ đỗi với 
w„ = 0 chứ không phải cho z: = 1, hoặc tương đương 


3 2 


3 tí 
ảnh 4h 


——=—== << _ ễễ. 
2av2rnVW - 2aVv2mŸn 
Giá trị cực tiểu của Vạ thỏa mãn điều kiện này là 


2mVga? 9x2 


=——-x1,39 

h2 64 HậU5 
và nó rât gần với kết quả chính xác 1,44. 
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Hãy xác lập các phương trình liên quan để ước lượng tất cả các tham số 
còn thiêu. Liên kết phân tử (độ cứng lò xo) của HCI là cỡ 470 N/m. Mômen 
quán tính của phân tử này là 2,3 x 10” kg.m2. 

(a) Ở 300 K xác suất để phân tử ở trạng thái dao động kích thích thấp nhất 
là bao nhiêu? 

(e) Trong số những phân tử ở trạng thái đao động cơ bản, hãy tính d số 
giữa số trạng thái chuyển động quay cơ bản và số trạng thái chuyển động quay 
kích thích đầu tiên? 

(Wisconsin} 
Lời giải: 


(a) Hamiltonian cho đao động của hệ là 


Các chủ đề khác 683 
và năng lượng các trạng thái dao động là 


1 
kí = (+ 3) Re n=Ũ/VÖ. (cõi 


với u = /K/u, K là độ cứng và ¿ là khối lượng rút gọn của nguyên tử đao 
động. 

vẻ mặt thông kê, số phân tử ở trạng thái E9 là tỉ lê với exp(—n+), trong 
đó + = =Ÿf› k hằng sô Boltzmainn và 7 là nhiệt độ tuyệt đôi. Như Vậy, xác suât 
để phân tử ở trạng thái kích thích đầu tiên là 


e# 


P5 
` 1+e + e doc 


=e ”(1-e *), 


Vì 


1x35 uẾ 
= G s 5) tray  rup —= 1,67 x 107 ^ “kg, 


hư — 1,054 x 10~34 x (470/1,67 x 1027)1⁄2 
TT HH Han. ng nh mm.=ans. 
kể 1,38 x 10-23 x 300 


ta có P\  e~135 — 1,87 x 1078, 


(b) Hamiltonian cho chuyển động quay là 


và năng lượng các trạng thái riêng là 
h2? 
E0) = 2ÿ J(2+ 1), J=0,1,2,.... 


Bởi vì số phân tử ở trạng thái chuyển động quay J là d lệ với (2J + 1) 
„` 

exp (-3 TT tân), vì trang thái J là suy biễn bội (2J + 1), ng = —Jằ—J+t1,---J), 

ta có 


N(J=0) 1 ( R2 
NJ=1) 3 
Vì 
h2 (1,054 x 10734)2 


———=—————~—— >> ——=((!1!7 
1kT 2,3x 107 x 1,38 x 10723 x 300 : 


4+ BT.CNLƯỢNGTỪ 
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N(J~0) _ gu 
“=0 6 =3, 
bo 7/1755: lai 
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Dường cong diễn tả thê năng đdỗi với trạng thái cơ bản của eleetron (4) và 
trạng thái kích thích của electron (73) của một phân tử hai nguyễn tử được vẽ 
trong Hình 8.2. Mỗi trạng thái electron cỏ một dãy mức năng lượng dao động 
được đánh số bằng số lượng tử ø. 

(a) Hiệu năng lương giữa hai mức dao động thập nhất được kí hiệu là ^ 4 
và Äø cho các trạng thải electron tương ứng 4 và #3. Hỏi A4 lồn hơn hay nhỏ 
hơn Â;? VÌ sao? 

(b) Một số phân tử ban đâu ở mức dao động thập nhất của trạng thái 
clectron #, sau đỏ chuyển đời sang các mức dao động khác nhau của trạng 
thái electron .1 bằng cách phát ra các bức xạ. Mức đao động nào của trạng 
thái electron 4 có triển vọng tụ tập nhiều nhất sau các chuyển đời đó? Giải 
thích tại sao. 

(Wisconsirr) 


Lời giải: 

(a) Độ cứng là K = (#*) [ha trong đó zglà vị trí cân bằng. Ta có thể 
nhìn thây từ Hình 8.2 rằng Ka > #;„. Các mức năng lượng đao động dược 
cho bằng 


ï 1 !IE 
gˆ—m - (‹ \ ;) lu) so— v—: 
5 Vn 


Cúc chủ đề khác 685 


Do đó 


h 
Xa lKm 
Aasnh lo âm Am@%®% v.v — 


và như vậy A4 > Ấp, 

(b) Electron chuyển động nhanh hơn so với dao động của hạt nhân. Khi 
một electron chuyển đời sang một trạng thái khác, khoảng cách giữa các hạt 
nhân dao động có thể coi như thực sự không đổi. Do đó, xác suât để một 
electron chuyển đời sang các mức khác nhau được xác định bằng xác suất 
phân bỏ electrơn ban đầu. Vì các phân tử ban đầu ở trạng thải cơ bản của các 
mức dao động, xác suất để electron ở vị trí cần băng ”— rụiy là lồn nhất, Khi 
đó, từ Hình 8.2, ta thấy rằng, mức dao động 5 của .1 là có triển vọng bị 
chiêm chỗ lớn nhất. 
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Positroni tuyến phân rã bằng cách phát ra hai photon phản cực vuông góc 
với nhau. Một thi nghiêm được thiết lập với hai máy dò photon đặt phía sau 
kính phân tích, như được vẽ trong ITình 8.3. Mỗi kinh phân tích có một trục ưu 
tiên sao cho ảnh sáng phân cực theo phương đó được truyền qua hoàn toản, 
trong khi ánh sáng phân cưc theo phương vuông góc bị hấp thụ hoàn toàn, 
Trục của các kính phân tích được đặt vuông góc với nhau. Khi nhiêu sự kiện 
được quan sắt, hãy tính tỉ số giữa số sự kiện cả hai máy dò đều ghi nhận được 
photon vả số sự kiện mà chỉ một máy dò ghỉ nhận được một photon. 


®|()”=-§ |e 
““—kinh phân tích: “ Sà 
= 


May dò photor. 


(MIT) 


Hình 8.3 
Lời giải: 
Giả sử positroni ban đầu ở trạng thái đứng yên. Sau khi hai photon chuyển 
động theo hai chiều ngược nhau do bảo toàn xung lượng và tiên tới các kinh 


phần tịch tương ứng vào cùng một thời điểm. Giả sử tiếp theo rằng, góc khôi 
của các máy đo là rất nhỏ, Khi đỏ, phương của các photon đến được các kinh 
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phân tích phải gần như vuông góc với các kinh này. Như vậy, hướng phân cực 
của những phoron này là song song với các kính phân tích. 

Kỉ hiệu Ø là góc giữa phương của một photon với phương truyền qua của 
kính phân tích mà nó tiễn đến. Xác suất để nó có thể đi qua kính phân tích là 
cos? Ø. Xét photon thứ hai được sinh ra trong chính phân rã này. Do nó có phân 
cực vuông góc với photon đầu, góc giữa phương phân cực của nó và phương 
truyền qua cửa kính phân. tích thứ hai, vốn vuông góc với phương truyền qua 
của kính phân tích thứ nhất, cũng là Ø. Do đó, xác suất để hai máy dò ghỉ nhận 
được sự truyền qua của một phoron là 


3m 2m 
Ðị <@ lz lị eos? Ø(1 — cosˆ 6) dØ -++ n5 (1 — cos2 0) cos? ó4] 
2m 0 2m 


0 
trong đó Ô là góc khối được tương ứng bởi máy dò, và xác suất để cả hai máy 
dò đều ghỉ nhận sự truyền qua của phoron là 
1 27 
P œ0 Tãi th? 00c? 000 l5 Si, 
2m 0 8 


Do đó, tỉ số giữa số sự kiện mà hai máy đò ghỉ nhận được photon với số sự 
kiện mà chỉ một máy đò ghi nhận được tại một thời điểm cho trước là 


D3 1 3 
Đ 8 4 2. 
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Một nguồn điểm @ phát ra ánh sáng kết hợp đẳng hướng ở hai tần số 
và w + Au với cùng công suất I (J/s) ở cả hai tần số. Hai máy đò 4 và B mỗi 
máy có một điện tích nhạy (nhỏ) s, có khả năng đấp ứng từng photon riêng 
lẻ, được đặt ỏ khoảng cách ia và ig so với Q, như trong Hình 8.4. Sau đây, ta 
sẽ lây Auz/œ < 1 và giả sử thí nghiệm được tiễn hành trong chân không. 


(a) Hãy tính tốc độ đếm photon (photon/giây) ở A và P riêng rẽ như là 
hàm số của thời gian. Coi thang đo thời gian »» 1/0. 


(b) Nếu bây giờ những xung ra từ A và 8 được đưa vào một mạch trùng 
phùng với độ phân giải thời gian là r, tính tốc độ đếm trùng phùng trung bình 


Các chủ đẻ khác 687 


theo thời gian. Giả sử rằng z << 1/A¿¿ và nhớ lại rằng, một mạch trùng phùng 
sẽ tạo được xung ra nêu hai xung vào mạch nảy trong phạm vi một khoảng 


thời gian là r. 
(CUS) 


Hinh 8.4 
Lời giải: 
(a) Hàm sóng của một photon ở .1 là 


= 


dai, đ—@ lâu 1) tiến th PCỦ| 


trong đỏ €¡ là thực và đo đó, xác suất tìm thầy một photon ở 4 trong một đơn 
vị thời gian läả 


PA = tiển 


= C¡ % L2cos |A« kà -9|) 


4Œ? cos? Km.) : 


Nếu chỉ có một tằn số duy nhất, P = Œ?, Vì mỗi photon có năng lượng J«‹, 
số photon đên 4 trong một giây là 


8 I 
nà hưu 
Do đó 
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và _ 
PA = —— co? 3 (lA/e — 0| 


Tương tự, ta có 
3 [d# 
D??n = ăŒ cos" _. (La/c 0| ° 


trong đỏ 
“.Ì 


Cỷ = ———- 
? ` AmlE ha 


(b) Trong thời gian phân - sử trùng phùng z, tốc độ đêm trùng phùng trung 
bình theo thơi gian 


1 - ' : 
P= lim — | ưt J PA(L) Pg(t + +)dz 
: JI T bổ 


P—œ® ở 


` 


1 \ T F 
lim s #t j „4C + cós Âw(LA/c — Đ)| 


T— 
Lg 
x |1 +cosAw | T—t—z]| dư: 
6 
== ;im `. _4C°- {1+ ces|(La/e — £)Au|} 
[ lp 
x 427 + 2)r C08 giều — -Í đt, 
" 
trong đó 
12+? vi z 
& Z —-——- = G‡C?, 
P TT 011/00x HN 
Vì 


MU nợ l 

Ì cos,Au(En/e — tP— +) | dư = = 28in(r Au) cos l2 — \) As| 

T kJ ` 
27T cos[Au(Eg/c — t)|. 


bo đó 


P =frCẺ. „im ~# {1+ cos|l(la/c  }A+]} 


Các chủ đề khác 689 


ï lụ 
vi _. « lƒ “Đ Âu 
=8rC HH DYn n + cos ( : ) Ẩ | 
| COS l(2 ') ° | cús l — 3) ^«] COS Ệ — 3) A«l)} dị 
Œ x. Œ 
_ RrŒœ „im mm, {ng + 2 COS > (la — bà) 
+ £0S l2” > 2) ` CŨS l(" _ 3 A+| 
Qc .c 
1 : [ la lÌn š j 
+ EÚS _. _— 3) ^.l} dt 
Bi 2T lA — Ùg 
=Ñn jìmỒ SƑ LII- k- CO8 , Aw 
=8rC! { + 00s hh”]) 


r12s 1 Âu 
— m————— -_= sĩ. —Ì $ 
2n211.12h2u? {ta 35% c A »]Ì 
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Một hệ tích điện dao động (gản) cổ điển bị mắt năng lượng do phát ra 
bức xạ điện từ. Ở năng lượng £, nó phát xạ (và dao động) với tắn số ⁄(E;) = 
œ(E/E) 7#, trong đó +, 7 và Fụ là hằng số dương. Hãy tính các mức năng 
lượng lượng tử #3; (của hệ) với ¡0 lớn. 

(Berkeley) 
Lỡi giải: 

Theo nguyên lý tương ứng của Bohr, tẳn số lượng tử sẽ gần với tẳn số cổ 

điển khi ø > 1, nghĩa là ru —+ tạ khi n - + o. Vì 


0H 
rT+ 


tu 
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trong đó J = øéh, 7 = n — m, Và mm, r: > 1. Ta CÓ, VỚI T = 1, 


dE ` 
hư = — = ha(E/Eạ) Np 


hay 
E9dE = hơEj du. 
Lấy tích phân 
En Tì 
ƒ EB4E = hoE§ j đn, 
0 0 
ta có 


1 


E}= [hat + 1)n Bổ] ĐẠP 
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Một hạt không có spin khối lượng rn và điện tích a buộc phải chuyển động 
trên một hình tròn bán kính # như được vẽ trong Hình 8.5. Hãy tìm các mức 
năng lượng cho phép (với sai khác một hằng số cộng tính chung) cho mỗi một 
trường hợp sau đây: 

(a) Chuyển động của hạt là phi tương đối tính. 

(b) Có một từ trường đều B vuông góc với mặt phẳng của đường tròn. 

(c) Vẫn với từ thông trước đây đi qua đường tròn, nhưng bây giờ là nằm 
trong lòng một cuộn cảm bán kính b(b < #). 


(đ) Có một điện trường rất mạnh F trong mặt phẳng đường tròn (g|F| > 
h2 /r.R2), 


(e) F và B bằng không, nhưng chuyển động của electron quanh đường 
tròn là hoàn toàn tương dối tính. 


(Ð Đường tròn được thay bằng một elip với cùng chu vi nhưng diện tích 
bằng một nửa. 


.(GDS) 
Lồi giải: 
(a) Gọi xung lượng của hạt là p. Điều kiện lượng tử hóa 
'2nR = nh 


sẽ cho 


Các chủ đẻ khác 691 


suIP „1 (HUẾ 4 
“ 9m 9m (N j — ĐiR? Lẻ. 


T==U, E1. SỐ se; 


(a) Q 


và do đỏ 


trong đó 


Hình 8.5 


(b) Lẫy hệ trục tọa độ với gốc ở tâm của đường tròn và trục z đọc theo 
phương của B. Khi đó, thê vectơ ở một điểm trên đường tròn là 


L 
dÂy = s 2Re,. 


Phương trình Schrödinger 


trong đó 
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Nghiệm của nó là j(¿) = Ce!#, điều kiện đơn trị j(¿) = 0(@ + 2z) đòi hỏi 
r. = (,+1.+2,.... Thay nghiệm vào phương trình, ta có 


(c) Khi rừ thông bị buộc phải ở bên trong cuộn cảm bán kính b bao quanh 
bởi đường tròn đã cho, từ trường sẽ băng không trên đường tròn đó. Bỏi vì 
VxA =B=(0, nên 4 có thể lây là hằng số và bằng ÿ 7? khi b ¬ R. Khi đó 


¬...n. 

_ 2 .nR  2nR' 
:Vì ó vẫn như trước, nên các mức năng lượng vẫn như câu (b) 

(d) Lẫy trục z song song với F. Khi đó 
ft = F(cosự, T— sinw}, dr = (0, Rd¿). 
và do đó 
V= -Ja = JER | sản sáp = -qgF'Rcosựụ. 

Như vậy, Hamiltonian là : 


„ —R? 1 œ@ 
— 9m R2 dự? 


qFRcos ụ. 
Bỏi vì điện trường F là rất mạnh, xác suất để hạt chuyển động gần ụ ~- 0 là 
rất lớn. Do đó, ta có thể lẫy gần đúng 
1 2 
CS  — 1—?+O(9)xz1—© 
: 2 2 
và thụ được 
: hˆb JIẾT 
là SE a0) VY, 
2mmR2 dụ? k ( 2 ) 
h2 d1 
LE_g#Rớ?, 
2mR2 dụ? 2 di ng 


` 2 là + - ˆ ^ 3 .Ä ` ` 
và nỏ có dạng Hamiltonian của một dao động tử điều hòa khói lượng Àƒ = 
m.R2 với tần số á› được cho bằng Mfu2 = ạƑ'R, giá trị riêng của nó là 


hay 
Ñ+qPR= 


Tạ +ụFPR= (+3) hư , 


Các chủ đề khác 


hay 
1 
¬.... 
với 
lạPR lạt 
= \ —— = \Í So =0,1,2,.... 
ở M r~R` l0 che ti 
Như vậy 
: NG: Chủ 
Bạ = =9ER+ [n+ gÌ nh nượt 


(e) Điều kiện lượng tử hóa sẽ cho g - 2x = nụ, hay p = nh/R. 


Nếu hạt là hoàn toàn tương đổi tính 
rrbc 
E=pc=—. n=0,1,2,.... 
Ð€ =~ r 


(Ð Điều kiện lượng tử hóa cho ta 


p=nh/R, 
và đo đó ý 
Ti 
F C “ =—- 
pc = TT › 
như khi quỹ đạo là tròn. 
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Xét tán xạ của một hạt gây ra bởi một mạng đều đặn với cơ sở là a, b, c. 
Tương tác với mạng có thể được viết dưới dạng V = 33; V{(lr — r;|) trong đó 
V(Jr —r,|) là thế của mỗi nguyên tử và nó là đỗi xứng cầu đôi với các điểm 
xung quanh. điểm mạng của nguyên tử. Bằng cách sử dụng gân đúng Born, 
hãy chỉ ra rằng, điều kiện để có tán xạ khác không là định luật Brazg phải 


được thỏa mãn. 
Lời giải: 


Gân đúng Born cho ta 


Do ZkzY 
ƒ@)= “ng Si lu ko}* V(|r —r/|)dt 
J 
"... KP fk=ko)r V/(|r"l)dr! 
— 4x2 » z £ 
uc 


(Berkelay) 
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trong đó r = r; + r/. Xét tổng 3u c1— ko), 

Vì tổng được lẫy theo tất cả các điểm của mạng, cho nên, để tổng khác 
không, cần phải có (k ~ kọ) -r; = 2. 

Như vậy, điều kiện để có tán xạ khác không là 


r; -(k— kg) = 2nm . 
thỏa mãn cho tất cả các vectd của mạng r;, từ đó 


a:(k— kạ) = 2mÌ, 
b:(k— kạ) = 2m2, 
c- (k— ka) =2mia. 


Hị,1¿, lạ là các số nguyên. Đây chính là định luật Brags. 
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Để tìm hàm riêng gắn đúng của Hamiltonian H ta có thể dùng phương 
pháp biên phân với hàm thử có đạng ý = ÿ2?_;azdx (trong đó á; là các 
hàm cho trước, và a„ là các tham số biển phân). Hãy chứng tổ rằng sẽ tìm 
được + nghiệm „ với năng lượng £x = (2„|H|ds})/(¿aldz), trong đó H là 
Hamiltonian. Ta sẽ sắp xếp chúng sao cho z¡ < £; < £ạ---. TỪ điểu kiện 
Hecmite của Hamiltonian, hãy chỉ ra rằng /„ hoặc là tự động hoặc là có thể 
chọn để thỏa mãn điều kiện (/„|Úa) = ôs¿, (a|H 9ø} = eaỗaa. Biết rằng, có 
thể chắc chắn tìm được một tổ hợp tuyến tính của ủ¡ và ¿ mà nó trực giao 
với ú¡, trạng thái cơ sổ đúng của H với giá trị riêng FE, hãy chứng minh rằng 
£; > Ea, trong đó £; là năng lượng đúng của trạng thái kích thích đầu tiên. 

(Wisconsin) 
Lời giải: 

Giả sử {¿¿} là một hệ hàm độc lập tuyên tính. Ta có thể giả sử rằng 
(ở,|l@;) — ä„, vì nếu cần thiết có thể áp đụng quá trình trực giao hóa Schmidr. 
Khi đó 
Ty 
" .... 

N=* =T————~=},1†À¿z;= X”ÀX, 
tuyỗg — tử 
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trong đó 
đ¡ Ỹ 
3; — ——, ^ÿ = (4Ì H1;) = Àji- 
V3; la” 
Chủ ý rằng 


n 


y |z|Ÿ = 1. 


:=l 


Vì Â là Heemite, ta có thể chọn một phép quay X — ôY, sao cho Â = ðTÀ 8ð = 
ô”}^Àø là ma trận chéo, với các yêu tô đường chéo Àạ› < As¿ < Áas¿. Khi đó 


+ 
H3 Aalg}” 
i=I 


trong đó ¿; thỏa mãn 5”ˆ_. ||” = 1. 
Áp dụng nguyên lý biến phân 


0=“ Ị# —œ (5e lc ) =ỗ |2, — œ)|wil? Tới. 


+ 
trong đó œ là nhân tử Lagrange, ta được 
À X(A» — #œ)|w|ð|w| = 9, 
hay 
(Ag — a)la[ =0, (=1,2,::-) 
nghĩa là, œ = A¡¡ hoặc |;|= 0. 
Do đỏ, nghiệm của phương trình biến phân là - 


œ = Âu, gỗ < Đhh (= 1,2... ,n). 


Như vậy ta tìm được n nghiệm ÿ„, nghiệm thứ œ u”)= = Lioi tương ứng với 
năng lượng 


@¿|HIUa) (a) 2 
° => Xà = Äưa 
CHỢ ta lua)- lu 


VỚI £¡ <€ £¿ <£x.... 
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Với ủa¿ = ú2[X(Y)], ta có 
(0al0a) = S2 atrat2 
L 


— VÈ |u()|2 » Jat : » xi)" z2 
3 J 


\ 


= J2" MP 4» °ugP = [5 ljPPÍ se, 
3 3 


U 


' * 3 
tÓ«|H]0s) = y, Àj dc } 


3 : 
= (02187083 2l” ‹ 3” Ai” 
Ạ 3 1Ÿ 
8 (8 
c > la/'# 5 lai } l ` UẺ SÀ ÂU) 
Ỷ 3 t2 


h_, là 'Ƒ Eaỗng $ 
J 


Khi đó, bằng cách đặt „ = úø//5, lat°)|?, ta có 
(W„|¿) = ôz¿, (Wa|H|Ua) = exỗag- 


Gọi hảm sóng chính xác của trạng thái cơ bản và của trạng thái kích thích 
đầu tiên của Hamiltonian H là ®¡ và ®¿, với năng lượng đúng tương ứng là 
E) và F¿. Khi đó sẽ phải tổn tại bai số tị và Ha sao cho ŠÕ = +Ù¡ + bạŸ2, 
ai +|¿a›|? = 1. Từ điều kiện trực giao của ® và Đạ, ta có Š2 = )U — HƑ 2, 
và do đó 

Eì = ta |? + £a|ma|Ÿ. 
lễ 


Eạ = £i|us|2 + ca|ii | = (£ì— #2) |Ha|Ÿ Ê za < £a. 
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, ` ./ ¬— Ã ` J —A2 Z 
Hãy tìm giá trị của tham số ÀA trong hàm thử ¿(z) = Ac"^ Lời trong đó 4 
là hằng số chuẩn hóa, và nó sẽ dẫn đến gần đúng tốt nhất cho năng lượng của 
Š , kì 5 s lượng 
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trong đó 
linh = (ø@.|H|ój) = Àji. 


Chú ý rằng 
3 bị =1: 
¿=1 


Vì Â là Hecmite, ra có thể chọn một phép quay X — ôY, sao cho Â = ô* Äô = 
ô" 1Âø là ma trận chéo, với các yếu tổ đường chéo Aii < As¿ < Aaa. Khi đồ 


"n 
H= AuluP, 
¿=1 


trong đó y; thỏa mãn Š%7”, ||? = 1 
Áp dụng nguyên lý biến phân 


0=Zố l# —œ (= Tiêu — Ì =ỗ b — œ)|u|Ÿ + œ › 


trong đó œz là nhân tử Lagranse, ta được 


S(Aa — a)lwlðlu| = 0, 


‡ 


hay 


(A¿ — œ)|li| =9, (= 1,2,:--) 
nghĩa là, œ = A¡¡ hoặc |u¡| = D. 
Do đó, nghiệm của phương trình biên phân là 


œ = Âu, ) Số ôn (= 1,2: ,m). 


Như vậy ta tìm được › nghiệm „, nghiệm thứ œ ụ = = ¿e® tương ứng với 
năng lượng 


Wa|HIúa) (a) ¡2 
a TT Mãi 1 
S8Ym cu ôn sẻ L0NHhi 


VỐI £¡ < £› <éứx.... 
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Với a¿ = 02[X(Y)], ta có 


tứ„ la) = đc 


8 * (0 
T3 x3 .Y d ca 
3 Mì 1 


g _ 
=((2-2PP3”l,P- 32w” = |3 hố” Ê| đan: 
J 3 + 3 
S` TE PT a3 
+} 
8 
=JJ32h9P3> kg” -32 sPhAgsi? 
3 3 v2 


8) Ị: - 8 
_ ' Ia(9IP SJat9>.” gỊ Ayu 
J 4 


ta|THi0a) 


lI 


t2 


» lệ | /#s6kø,; 
Ù) 


Khi đó, bằng cách đặt Ứ„ = 0„/ (5, la!”)|, ta có 
(„ |f¿) = Ga, („|H|Wa) = EaÖa§8 ' 


Gọi hàm sóng chính xác của trạng thái cơ bản và của trạng thái kích thích 
đầu tiên của Hamiltonian h là ở và %;, với năng lượng đúng tương ứng là 
Eì và Fạ. Khi đó sẽ phải tồn tại hai số tì và /¿¿ sao cho ®ị = uy) + 2a, 
l„ |? + |Jza|? = 1. Từ điều kiện trực giao của ®; và Š›, ta có Ö¿ = Hà) — 01a, 
và do đó 


Eị 
Ea 


lI 


#ilgr |2 + e2|ua|Ÿ 


&i |ta|2 + £a|tì [Ì = (ẽì — #2)|ta |? + z2 < £a. 
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” ` .. . 7 H ` z —\?x~2 Z 
Hãy tìm giá trị của tham số ^ trong hàm thử j(+) = Ae~^*”, trong đó A 
là hằng số chuẩn hóa, và nó sẽ đẫn đến gần đúng tốt nhất cho năng lượng của 
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z4 kì 2 . - " 2 r2 
trạng thái cơ bản của Hamiltonian một hạt #j = -n “ + bz!, trong đó b là 


một hằng số. Có thể sử dụng những tích phân sau đây 


l HN x3 e—®*” duy lSệ sV.: 


= 2 
J xe 9#” đụ = — : 
“6° h ứ 


œm 


(Wconsin) 
Lời giải: 
Sử dụng hàm thử ¿ = Ae' 2”*, xét tích phân 


_ ÿ= X2 tin G2 
Ji $”({ “NI, #dr— A Trên. 


œ : 2 2 : 
lãi 3*(+)Hó(+)d+ =Í A22 (- 08 ;+hh) À** dự 
SiỆP, sủo 2m dz? 


= h 4.2 2 2A2r? 
Ni Ề m2 S XP) + hết | e. Tjjr 


: 
2á (h2 Vpep— Ý V8) 
“+! (ôn 


và thu được 


?m b 8Ài 


]Jó»gdr — 2 
Vj(a+b+ec)> (abe)⁄3 đôi với các số đương a, b. c, ta có 


1 
th = 1 /hˆA? $ hˆA° .. xã 3 /ñ17 3b\3 
9 2m 2m SÀ1/ — 4m2 8 


Do đó, gần đúng tốt nhất cho năng lượng của trạng thải cơ bản là 


I ì 
3 /8\N8 /b#2\5 
(H)min = 1 Ñ) (5) 


bầc(? ha t6 oan th 
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8018 
Xét các mức năng lượng của thê V = g|x|. 
(a) Bằng cách phân tích thứ nguyên, nêu lý do để một giá trị riêng nói 
chung, phụ thuộc vào tham số m, = khối lượng, h, g. 
(b) Với một hàm thử đơn giản 


V = cô(z + a)9(a — +) (: — =) 


hãy cho (đến kết quả cuối cùng tốt nhất) một ước lượng bằng phương pháp 
biên phân cho năng lượng của trạng thái cơ bản. Ở đây c, ø là các tham số biên 
thiên, Ø(z) = 0 đối với z < 0, (+) = 1 đối với z > 0. 

(c) Vì sao hàm thử ý — cØ(% + a)Ø(a — +z) không phải là hàm tốt? 

(đ) Miêu tả sơ bộ (không dùng phương trình) cách thức để có ước lượng 
biên phần cho năng lượng trạng thái kích thích đầu tiên. 

(Berkelay) 

Lời giải: 


(a) Phương trình Schrödinger 
h2 @ 
(-á am † zlz|) ý) = Eụu() 


có thể viết thành 


an + nể (E— 0D] 96) =0, 
Vì 
|" [=9 
tả CÓ : 
)]-[@1: 
hay 


Do đó, giá trị riêng có dạng 
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trong đó /(›) là một hàm của số nguyên dương ¡. 
(b) Đầu tiên ta chuẩn hóa hàm sóng thử. Vì 


T= J 0*(+)@(+)d+ = |eP ,, l9, `. ( _ 


2 
xa. ; 2 
= ‹P ƒ ( — 3) dư =— |d|Ê. 
. ạ kì 


TIỂU 
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ta CÓ _ 
lÍ? = g—. 
ˆ F1) 
Khi đó, giá trị trung bình của Harmmltonian 
N= J “Húa 
P2 œ ®— œ 
SN HH Ế SH TÂY e9 cu Hn Si Lớn ỗ! mi li 
my |. 900) 155 604 + 6 Ƒ 9 (0)|el0()4:, 
Vì 


TẠ ð*(e)Izle(z)d+ =|eP {- ƒ ;(t+?) &+ Ji (:- nI dc) 


=a?|c/6 = a/4, 
h U(#) = cỗ(+ + a)Ø(ø — +) ụ = =) 
— cô(+ + a)ỗ(+ — a) ( = =Ð 


+ c8(z + a)0(+ — a) (-§ :) Ễ 


ta CÓ 


“q xẻ 2 
-kP' | (3) dự 
cử su 


—2|c|?/œ = —3/4`, 


H 


+Š§ BT..CHLƯỢNGTỪ 
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và do đó 


ta được 


Do đó, một ước lượng cho năng lượng trạng thái cơ bản là 
— 382 ( gm „# (12% H3 — 4. /8n3g24 13 
— 2m X12hR2 4 \ gm — 4 .\ 2m ' 


(c) Nếu ta sử dụng hàm thử  = cØ(z + a)9(a — +) và lặp lại những tính 
toán trên đây, ta sẽ thụ được 


Bài 


lñ *(x)|+ldd+z = d2cÈ, 


e5 
D 
1= 2đ> = 2uc2, 
và do đó 
z — 0d°c} — gu 
— Đac? 2 
Vì 
ØH _ø 
——=ởZ#z0 
8 2⁄0, 


H hiển nhiên không có điểm cực trị. Như vậy, hàm thử này không phải là hàm 
thử tốt. 

(đ) Trước hết, ta chọn hàm sóng thử cho trạng thái kích thích đầu tiên. Nó 
phải trực giao với hàm thử của trạng thái cơ bản. Khi đó, vẫn sử đụng phương 
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pháp trước đây, ta sẽ thu được một ước lượng cho năng lượng trạng thái kích 
thích đầu tiên. 
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(Sử dụng phương pháp phi tương đôi tính để giải bài toán này) 

Hầu hết các boson có thể được mô tả như trạng thái liên kết của cặp quark 
- phản quark (¿ÿ). Xét trường hợp của một mneson, được rạo nên rừ cặp (g4) 
trong trạng thái s. Gọi m„ là khối lượng của quark. 

Giả sử thê liên kết „ với q có thể viết là V = 4 + Bñr với 4 < 0 và Ö > 0. 
Yêu cầu bạn hãy tìm một gắn đúng khả dĩ cho năng lữợng trạng thái cơ bản 
của hệ theo 4, 8, »¡„ và h, Dáng tiếc, với một lớp các hàm thử thích hợp cho 
bài toán này, chúng lại thường dẫn đến phải giải phương trình bậc ba. Nêu 
điều này Xây, ra với bạn, và bạn không muôn mật thì giờ để cô giải phương 
trình bậc ba ấy, bạn có thể thực hiện việc giải phương trình cho trường hợp 
A =0 Gẽ không mắt điểm). Hãy viết đáp số của câu hỏi cuỗi cùng đưới dạng 
tích của một hằng sô bằng số, mà bạn phải tính ra cụ thể, với một hàm chứa 
B,m¿„ và h. : (Berkeley) 
Lồi giải: 

Phương pháp ï 

Chọn hàm thử là hàm sóng trạng thái cơ bản của nguyên tử hydro. 


9í) = e8 
và tính 
H =(0|H|4)/(wI0) 


= Xẽ drr2e Ta |-c 1L Ø /? m) 
: - ấ: 


Q 
+Ar!l+ m ch drr2e~?r/a 
0 


3Ba R2 L A 


TP °t 0n g2” 6 


trong đó ¡ = 7# là khôi lượng rút gọn của hệ qạ. Tính biên phân để tìm cực 
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tiểu #ï bằng cách đặt $7 = 0, nó sẽ cho 


2 
3 nụ3 Aa— : =0. 

H 
; . 21⁄8 O C .. Ấy kê yŸ 
Khí A = 0, nghiệm là a = (in . Do đó, năng lượng trạng thái cơ bản sẽ là 

F B22 123 B2?p2x 1⁄2 
Ey=H =3 (“ —) =2.4 ( ) 
4 Tụ /-g 


Phương pháp HI 


Một cách ước lượng khác năng lượng trạng thái cơ bản là sử dụng nguyên 
lý bắt định. Xét 
2 
Me + s + Br. 
ự 
Vì nguyên lý bắt định đòi hỏi 


h h h 
De 2: Đụ 2 1ï P2? 2 1ì 


và ta lầy dâu bằng cho trạng thái cơ bản. Khí đó thu được 


;_a.... 
8u+z2 Suy? Buz2 l 
Cực tiểu hóa H, đặt 
32: ` 
nghĩa là, 
—h2 A+z Đz 0 


Auz? —r. SẺ T 
Vì #7 là đôi xứng với z,,z, khi nó đạt giá trị tối ưu, ta có z = yw = z, hay 
 = V3+, và phương trình ở trên trở thành 
h2 A B 
“—a-———+—==(0: 
Aiz 34V322 v3 


Đặt A = 0 sẽ thu được - 


ể lệ 1/8. 0J2 \ 1⁄2 
z=3° (5) , hay r= (5) : 
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Do đó : 
h 2 Q E22 ?n2 
ữ= 3h d . 902B —3,30 h 
LH) 2 Trụ Tạ 
8020 


Một hồ thế hút một chiều thỏa mãn 
se tien 
)<0, KG. +)d+ hữu hạn, l +2 V(z)d+ hữu hạn. 
—Ằœ 

(a) Sử dụng hàm thử có dạng c~2?/2, hãy chứng minh rằng, hỗ thế có ít 
nhất một trạng thái liên kết, 

(b) Giả sử rằng thế là khá yêu (ƒ*“ V(z)dz, ƒ*^S x2V(z) dz cả hai là 
nhỏ), hãy tìm giới hạn trên tốt nhất AT năng lượng) đôi vói lớp các hàm thử 
đó. 

(e) Bằng một phát biểu không thứ nguyên, hãy nói chính xác "nhỏ" trong 
câu (b) có nghĩa là gì? (Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Hàm thử đã cho là hàm sóng trạng thái cơ bản của một dao động tử 
điều hòa một chiều. Ta sẽ dùng hàm chuẩn hóa 


⁄ 1/4 
0(z) = () gi ng 


trong đó Ø9 = ”;“. Hamiltonian có thể viết dưới đạng 


h2 j2 1 1 1 ` 
H=- C2 XI = 

ng: + s Tớ) +“ + V(+}) 5 mái?a? = Họ + V{(+) g mua 

Vì 
(0| Hai) = 5 Ra 
ta CÓ 
3 1 
= (ú|H|0) = se + (ð|V( 151) HIẾU ? r? |) 


h2 
=aa+ (0|V(z)|) = + (2|V(+)|0), 
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và 


ðöN 
3g 7 say † sg (0IV(G)lU) — (6z2V(2)|). 


Bỏi vì khi Ø — 0, 
1 ÃỶ.... 
2a IV |0) =anVWz Ƒ_và œ 


{ý|+2V|¿) = /Ẻ lã z2Vdx —>0, 


ta có đổ — —œ khí Ø — 0. Khi đ — œ, $Ÿ — {C > 0. Do đó #' = 0 ít nhật 
đối với một số dương nào đó 3, chẳng hạn đ¿. Như vậy, hàm thời là thích hợp 
và năng lượng cho trạng thái tương ứng là 


và do V âm, 


_ Ũ h2. h? 
— H(%) = + 2đ (an + mm 


B23 
= “+ 2cb (0|v2V(2)|#) < 
Do đó, hệ có it nhất một trạng thái liên kết. Chú ý rằng, ta đã dùng tính chất 
(5), = 0, mà khi ở = đ;, nó sẽ cho 


2Q 


ä : 


2 
(0|V(2)l0) = 3đ) có + 00):2V(2)l)). 


Œ) (e) Đặt ƒ”” V(+z)dz = A, ƒ®S (+)d» = Ö. Đồi hỏi A và là nhỏ, 
nghĩa là thế V{(+) có thể có giá trị HÀ trong một miễn nhỏ của |+|. Hơn 


nữa, đối với |+| lớn, V'(z) phải triệt tiêu rất nhanh. Điều này nghĩa là ta có thể 
khai triển tích phân 


4= j e~2*°V(r)dr ~ l (1— 3+2)V(+)d+ =A_— 3B. 
—Œœ —Deœ 
œ: 2 (se : 
Bì =Í x2c 2*2“V(x)d+ ~ j +?V(+)d+ = BH, 
—O0© —DOC 
Khi đó, điều kiện cực tiểu É#' = 0 sẽ cho 


Da CUNG... 
Âm  2VWmÖ L 
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h? A 3 jứ 
— + ——_—_—--—\/—B=(Q, 
4n Bề 2VxyïÄ 2Ý 


Vñ= vVnh? + h4 + A 
l 12mB 144n2B2 ` 3Bˆ 


hay 
nghĩa là, 


Từ đó, năng lượng trạng thái liên kết được ước lượng bằng 


— “+ 20 vVặ5 
2 
F ni x.nrì.c=: N— 44B 
_— \12mB 144m2B2 3B 12 36m2 3m 
Bởi vì A và Ø cả hai đều âm, £ < 0. Từ đó 
Z V2 mhả AN h2 
P.< Ì ——._ + ; + : 
12r„B 1442B2 ˆ 3B 4m 


Vì đôi với hai số thực bắt kì ¿ và b, (u + b)2 > 4ub, giỏi hạn trên của được 
cho bằng 


Tà. Vnhˆ m4 A —hồ Jì ˆ 
_ đm j 12mB ĐT ri 3B 144m3? 
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Một hạt chuyển động trong một thế hút xuyên tâm V(r) = —g?/z3/2. Hãy 
sử dụng nguyên lý biến phân để tìm giới hạn trên đổi với năng lượng trạng 
thải s thấp nhất. Hãy sử dụng hàm sóng của hệ loại hydro để làm hàm thử. 

(Chicago) 


Lời giải: 
Để làm hàm thử, ta sẽ dùng hàm sóng trạng thái cd bản chuẩn hóa của 
nguyên tử hydro, 
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để tính năng lượng. Đôi với một trạng thái s, ! = 0 và 


H(k)= [lo Huấn 


n h°®ˆé. ð (;,0 s/Ễ | 9E 
= {9 [an (ấp) + VD | ve 


2 do 


x# b2 v=g? 
L4mk — 2k3⁄2 


_ tỀ bố _— VI vay, 
4 


8m 
Để ƒ7 là cực tiểu, 22 = 0, nghĩa là ˆ*~ k— 3V“ „2k`⁄2 — 0, nó sẽ cho hai nghiệm 
Kì = 0, 


cử2 —- 3V?m 

? 92 
Vì nghiệm dầu tiên kéo theo w = 0 và do đó nó bị loại bỏ. Mặt khác, nêu 
kạ2= = hÓn ” -jj sẽ đạt cực tiểu bằng — Đây chính là cận trên của 


năng th trạng thái s thắp nhất. 
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Một hệ hạt có spin 1 được tạo nên từ sự pha trộn của 3 trạng thái spin 
thuần khiết sau đây, mỗi trạng thái đều có xác suất ngang nhau, nghĩa là một 
phần ba sô hạt ở trạng thái ÿ(, v.v. 


1 0 h 0 Ù 

??=lo|,ø?=— |:t|+acl01,w®= lo 
2 2 

0 vã 0 Nói | | 


(a) Hãy tìm vectơ phân cực cho rừng trạng thái thuần khiết. 
(b) Hãy tìm vectơ phần cực P cho trạng thái hỗn hợp nói trên. 
(c) Hãy tính ma trận mật độ ø cho hệ và kiểm tra rằng Tzø = I. 
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(d) Sử dụng ø, hãy tìm vectơ phân cực P và kiểm nghiệm lại câu (b). 
Cho biết: với .J = 1, 


à 0 1 0 ì 0 -—¿ 0Ö 10 0 
lạ —= = 1 0 1 Jụ = v2 t " —† hy = 0 0 0 
0 L1 0 0 ¿ 0 0 0 —I 

(Chicago) 


Lời giải: 
(a) Veetơ phân cực đổi với một trạng thái ¿ được cho bằng 
p€@) — (®|1|ø®\. 


Như vậy 


c  = CC 


1 Ô 
P#?=(1,00) |0 0 0 
0 0 


và đo đó P( = (0.0, 1). 
Tương tự, ta có 


1 1 
¬..ì 
V2'` 2 
PỞ) = (0,0.—1). 
(b) Đối với trạng thái hỗn tạp, P là tổng của các vectơ phân cực 


1 
P=,|Pf'+pP?2)+p®| = s(v2.0, SI]: 


1 ` 
K) 
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(c) Phân tích theo các vectơ trực chuẩn 


1 l 
=0 .2=|1|.13)= 
0 


ta CÓ 


J2 >0), J0 1e< (I9 + |3) 


SỈ 


lø9 = l8). 
Nói chung một trạng thải có thể khai triển thành 
3 
J0) =” CaIn), 
trong đó ¡ = 1,2,3. Ma trận mật độ được định nghĩa bằng 
=32«0|ø (29) 


trong đó ¿;U) là xác nến để hệ nằm trong trạng thái thuần khiết |jt), hay 


#rnm — ĐÔ PHẾ _= » KH Ặ 


‡ 


bởi vì /) = 3 cho tất cả các trạng thái ¿ có mặt trong trường hợp này. Ma trận 
của hệ số là 


1 Ũ 0 

1. 1 

c=|° sơ 

0 0 1 

và do đó h 

N 
1 1 
" 
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và 
T Tà 
Hà } — — 
lÁIEổ.) 


(d) Vì P = (7) = 7r(¿J), ta có 


1 
1 ï : h 1 1 1 
1 1 1 
P„=Trú) =Tr—> |3 + 1| b=-zstaÌ=v56, 
„= Tr(pdJy) = Tr 5Ì8 585 s(§+s) / 
DI SR) 
6 2 6 
0 = 0 
1 ị h ¡ 1 
P„ = Tr(oJ,) = Tìr $ — SG. = ca. =Ũ 
ụ r(oJy) / v2 6 ồ 6 5\8 6 
t t = 
6 2 
1 
= 0 
` : 1 Ị 1 
1 
P,=Tr(øJ,)=Tr J0 0 "an 
| 
Ø'/Ù sóc 


kết quả thu được cũng giỗng như ở câu (b). 
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Đoteron là trạng thái liên kết của một nơtron và một proton trong đó các 
spin kết hợp với nhau tạo thành mômecn xung lượng toàn phần % = 1. Khi 
hập thụ một tỉa gamma lón hơn 2, 2 MeV, đơteron có thể phân rã thành một 
nơøtron tự do và một proton tự đo. 


(a) Hãy việt hàm sóng cho trạng thái cuỗi trong phản ứng + + 2 ¬ n tp 
bằng cách sử dụng sóng phẳng và cần đảm bảo tính đến tọa độ spin thích hợp 
cho hai hạt. Giả sử rằng, tương tác với tia gamma là thông qua liên kết mômen 
lưỡng cực điện. 

(b) Giả sử nøtron và proton được tìm thấy ỏ khoảng cách rất xa nhau sau 
phân rã của đơteron. Xét quá trình đó trong hệ tọa độ khối tâm, hãy tìm những 
hàm tương quan thời gian, không gian và spin. Giả định bia được tạo nên từ 
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các đơteron không phân cực. (Bạn có thể sử dụng định nghĩa sau đây cho hàm 
tương quan spin: Nếu một proton được tìm thấy với spin lên, thì xác suắt để 
đơteron tương ứng cũng được tìm thây với spin lên là bao nhiêu?) 

(Berkeley) 
Lời giải: 

(a) Trạng thái cơ bản của đơreron 3%, có chăn lẻ đương. Chuyển dời mô- 
men lưỡng cực điện đòi hỏi có sự thay đổi tính chẵn lẻ giữa các trạng thái đầu 
và cuôi. Do đó, chẵn lẻ của hệ (ø.p) tự đo phải là —1. Giả sử rằng, hàm sóng 
của (ø. p) có thể việt là W(x. ø) ~ @(ra,re)x(",p). Với x = xŸ, sau khi các nu- 
cleon được hoán vị hàm sóng trở thằnh t(p,ø) = (—-1)2#(n,p). Với x = xả, sau 
khí các nucleon được hoán vị, hàm sóng trở thành W(p,m) = (—1)“?Lÿ(n,p). 
Một hệ fermion phải phản đối xứng đỗi với hoán vị hai hạt, điều này nghĩa là, 
dối với trường hợp đầu, ! = 1,3,..., và đối với trường hợp sau, ! — 0,2,4,..., 
và do đó, tính chẫn lẻ tương ứng là —1(1 — lẻ) và +1(/ = chăn). Bằng cách 
xem xét các đòi hỏi, ta có thể thây rằng, chỉ các trạng thái với x = xỶ, nghĩa 
là rrang thái tam tuyên spin, là khả đĩ. Hơn nữa, 5 = 1, L = 1,3,..., và do đó 
J = 0.1.2,.... Vì đơteron là không phân cực, hàm sóng spin có cùng xác suất 
sẽ là vị:. xo hoặc xị—¡. Như vậy, sau chuyển đời (n, ø) có thể được biểu diễn 
thành tích của sóng phẳng và hàm sóng spin trung bình 

W(n,p) HỆ c!(K» rụ +kKkprrg) TH ng (1/V3)(xan + vi # kia} - 

(b) Sự tương quan thời gian và không gian được thể hiện trong sự bảo toàn 
năng lượng và bảo toàn xung lượng. Trong tọa độ khối tâm, nêu năng lượng 
của proton đo được là F„, năng lượng của nơtron là E„ = £tm — Èỳ; nêu xung 
lượng của proton là p, xung lượng của notron là —p. Gọi œ là hàm spin cho 
spin lên, và „3 là cho spin xuống. Khí đó vị: = œ(s)o(®), xi-i = Ø(2)2(p), 
XI0p= Ti [œ(n)2{p) + œ{?)2(n)], và hàm sóng spin là 


1 1, mi. 
x(m,p)= Rci |«o› + ¬gs(n) e(p) + vã . œ(m) + đ{ ) gđịp). 


Như vậy, nêu spin của p khi đo thấy là lên, ta có 
1 1 
x= 1 a")ef) + vồ J(0)ằ(p). 


Do đó, xác suất để trạng thái spin của ¿¡ cũng là lên, sẽ là 


(3) +(œ& Ì 
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: (a) Bạn được cho một hệ gồm hai hạt đồng nhất có thể chiếm một trong 
sô ba mức năng lượng en = w£, " = 0.1,2. Trạng thái năng lượng thâp nhất, 
£o = 0, là suy biên bội hai. Hệ là cân bằng nhiệt ỏ nhiệt độ 7'. Với mỗi trường 
hợp sau đây, hãy xác định hàm phân bô và năng lượng và liệt kê hệt các câu 
hình khả dĩ: 

(1) Hạt tuần theo thông kê Fermi. 

(2) Hạt tuân theo thống kê Bose. 

(3) Hạt (bây giờ là không đồng nhất) tuân theo thông kê Bolrzmann. 

(b) Hãy thảo luận điều kiện để các fermion hay các boson có thể được coi 
như hệ những hạt Boltzmann. 

(Buffalo) 

Lời giải: 

Kí hiệu hai trạng thái với eo = 0 bằng A và Ø và các trạng thái với và 2z 
tương ứng bằng 1 và 2. 

(1) Hệ có thể có những câu hình sau đây nếu các hạt tuân theo thông kê 
Fermi: 

Các câu hình: (A, B) (A, 1) (B, 1) (A, 2) (, 2) (1,2) 

Năng lượng: 0Ö « £ 2£ 2z 3e 

Như vậy, hàm phân bô là Z = 1 + 2e~# + 2e~2“ + ø~3⁄, 

và năng lượng trung bình là £ = (2ee~£ + 4ee~?* + 8ee~**)/Z 


(2) Nêu các hạt tuân theo thông kê Bose, HIềG: vào các trạng thái ở trên, 
còn có các câu hình khả đĩ sau đây: 


Các câu hình: (A, A) (B, B) (1, 1) (2, 2) 
Nãng lượng: 0 0 2z 4c 
Do đó, hàm phân bố và năng lượng trung bình là 


Z=3+2e~° + 3e? + e3 + «4£ 


= (2ee~° + 6ee”?* + 3ee—?* + Aec~®“)/7. 


(3) Cho các hạt không đồng nhất tuân theo thống kê Boltzmann, sẽ có 
nhiều câu hình khả đĩ hơn. Đó là (B, A), (1, A), (1, B), (2, A), (2, B) và (2, 1). 
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Như Vậy, ta có 


Z=4+áe °+5e 2U +9e 32 +6 7® 


7 


È = (4£e”* + 10ee?#* + 6ee 3“ + 4cc ®)/Z. 


(b) Các fermion và boson có thể được xem như các hạt Boltzmann khí số 
hạt lớn hơn số mức năng lượng khả dĩ, vì khi đó, hiệu ứng trao đổi có thể bỏ 
qua. 
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Xét một electron tự do gần mặt biên. 
(a) Nêu ở; (+) là hàm riêng electron, hãy chỉ ra rằng, hàm 


—£kŸ 


"`... 


thỏa mãn một phương trình dạng phương trình khuếch tán. Hãy xác định hệ 
số khuếch tán tương ứng. 

(b) Từ lý thuyết khuếch tán +(0,7) sẽ bị ảnh hưởng gì do sự có mặt của 
biên ở khoảng cách ¡ kể từ gộc tọa độ? Ảnh hưởng của biên sẽ được cảm nhận 
tức thì hay sau một khoảng thời gian? 

(c) Hãy khảo sát biểu thức của ø(0.?) như một tổng theo k, được cho 
trong a). Phạm vi nào của e¿ có ảnh hưởng đáng kể đến u(0.!) ở thời điểm, 
khi electron cảm nhận được ảnh hưởng của biên? 


(Bufalo) 

Lồi giải: 

(a) Hàm sóng ó¿(z) thỏa mãn phương trình Š$chrödin#er của một hạt tự 
do 

—s— Vˆd,(x) = exók(x) 
ưì 
Như vậy 
2rnw €kgÉ 
2 = * 
V“u(x.,t) = —z - £,Ó(X)ó¿ (0) exp (3) 

Bỏi vì 


Các chú đề khác 713 


u(+,†) thỏa mãn phương trình dạng khuếch tán 


Hệ sô khuếch tán tương ứng là h/2m. 


(b) Ban đầu u(+z,0) = ð(+z). Khi ? > 0, hàm bắt đầu khuếch tán về cả 
hai phía. Electron không cảm nhận được sự tôn tại của biên trước một khoảng 
thời gian nào đó. 

(c) Giả sử biên là ở z = !. Nghiệm của phương trình khuếch tán là 


u(x,f) =cexp -z- (y2 + z3] 


Trì 


x {sxp —m | — @Xp - (+ — 21] } : 


Khi không có biển (nghĩa là, ¡ ¬ oc), nghiệm sẽ là 


mm ?m 
u(x,f) = cexp ¬ (y?+z ^) exp (-z„+ˆ) : 


Từ hai biểu thức nói trên, ta nhận thầy rằng, chỉ khi zr (0— 2l)? ~ 1, nghĩa là, 
ỏ thời điểm ¿ ~. 2m/2/h, electron bắt đầu cảm nhận được sự tôn tại của biên. 


Xét 
wi0,9 = 3” loxÍĐ)Ể sp (-#) 


Chỉ những trạng thái ø¿ sao cho năng lượng z„ thỏa mãn điều kiện # “S1 
mới cho đóng góp đáng kể vào z(0,£). Vào thời điểm + ~ 2m) , ta yêu cầu 


2 há ^ , , 
2< sêm để ø„ tạo ra một sự đóng góp đáng kể. 
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Đối xứng hóa các phương trình Maxwell bằng cách giả định có đơn cực từ 
với từ tích có độ lớn bằng ø, Dirac đã đi đến điều kiện lượng tử hóa 


trong đó nø = một số nguyên, là điện tích, và ø là từ tích. 
Theo tỉnh thần của quy trình lượng tử hóa Bohr - Sommerfeld, hãy tìm lại 
theo cách bán cổ điển, điều kiện lượng tử hóa tương tự, bằng cách lượng tử 
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hóa mômen xung lượng của trường trong hệ lưỡng cực hỗn hợp, như được vẽ 
trong Hình 8.6. 
Gợi ý: Mômen xung lượng của trường có liên quan như thê nào với vectơ 


Poynting? 
(Columbia) 


Hình 8.6 


Lời giải: 
Trường điện từ được tạo nên từ hai thành phần 


BÚ =7) 
nh 
g(x+š) 
|x+ šl° : 


t= 


Trong hệ tọa độ trụ (ø,6, z), ta có thể viết r = 2aea, trong đó ¿ = |r|/2, và 
X = 0cos Úe¡ + øsin đea + zeq, 


Mômen xung lượng điện từ là 


Lư TA 


ẢÄmc 


Jxx (E xB)d+. 
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Mi 
(œ— ÿ)x (x!ÿ) 
E xB-= ————> 
"”=nn. 
s— eJx *r 
" R 313/2 ` 
[(«-§ tx+ ?)] 
2 
T1 Trẻ an 
|(ø + z? + a2 — 2u2)(0 + +22 + u2? + 2uz)|3/2 
2a£g(z/ cos Öet + zøsim ca — ø ex) 
|(0? + z? + u?) - 4u2z213⁄2 
3m ỷn 
lÍ cọs d8 = Dị sin 8# = 0, 
du Ũ 
ta có 


+: 2m 
_ 60 1d 
Đưa — —g = “Ỉ “Á 1 men rannna 213/2 
16 MP Để +?}2 — 4a?z2| 


=—e( í d2 +24 TT 4/2)3/2 ` 


trong đó s - ø/u,t - z/u. Có thể đành tỏ rằng 


tư “= .hš 
J 4t ƒ mm. emerm=——... 
¬ ũ lý" +£ + 1} = 4/2]3/2 


Như vậy 


hay 
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Trong bức tranh thô, một kim loại được nhìn nhận như một hệ electron tự 
do bị giam trong một hỗ thê có độ cao tạ. Do chuyển động nhiệt, electron với 


4ð- BT, CHL ƯỢNG TỬ 
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năng lượng đủ lớn sẽ có thể vượt khỏi hỗ thẻ. Hãy tìm và thảo luân mật độ 
dòng phát electron cho mỏ hình này. 
(Buffalo) 


mắt đồ dòng 
——ờ>ờ 


l 


: 


Hình 8.7 
Lời giải: 
Hệ electron tự đo có thể coi như một khí electron với thể tích V và tuân 


theo thông kê Fermi-Dirac. Ở nhiệt độ tuyệt đôi 7 mật độ electron với xung 
lượng giữa P và P + đP, trong đó P — (P¿, f,,P.), là 
dA _— 1 đP,dP,dP, 3V 
V V cÍ8 MỊ? ÉT TT #z ] "nhã 
trong đó, thừa số 2 là bội suy biển bởi vì electron có hai hưởng spin. 
Xét số electron, j„, đi ra khỏi theo phương > qua một đơn vị diện tích 
tiết điện và trong một đơn vị thời gian. Những electron như vậy phải có tốc độ 
P. 


1 
Uuy— ` >— “2n Vụ. 
ˆn mÝ 


1N ý, cc 
È -jw =—= TẾ P.dP, 
V mh3 VămŒ 


Ƒ dPydP, 
.exp ([x (Pệ + Hệ + D2) - n] /KT} +1” 


hay, bằng cách đặt P? + Đ* — Pè, dP,ÄP, = 2x;dP„, và bỏ qua số 1 ở mẫu 
# ư T Ụ q 


£ 
SỐ, 
4m lau 1 1 : 
lu ®% R m. (Fệ + PẺ) — n| ) F.dP. 
J mrah3 TH giề R s=pẲ~ kT Ñ tư lở rJ 1) 
4xk7 h- te : 
— ——— 3à .... >“.à= D nịP. 
hồ | kT lớn *)) lui 
_ tnỀTS tVo 
Rã 


Do đỏ 


—)/k? 
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Mật độ dòng điện khi đó sẽ là 


Ammek?T? c—(We~,)/ET- 


"... 
je Jn hề 


Chú ý rằng, trong phần trên, để đơn giản hóa việc tính tích phân, ta đã giả sử 
rằng 


1 
kT' «< —— - 2m.V — ò = Vị — ti. 
2m 
Ở 7 = 0 mật độ số electron là 


Tì — hà * .š H = 3u2n3 (2mua) ` 
trong đỏ Pạ, /ạ, là xung lượng và năng lượng giới hạn. Ở nhiệt độ thường ta 
có 


=— = ——(3z2 2 
HS gò — sọ (3x2n) 


Đại lượng Vọ — ¿ là công thoát electron của kim loại và việc phát electron từ 
các âm cực nóng sáng được gọi là hiệu ứng Richardson. 
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Mọi người đều biết rằng có ít nhất ba loại nơtrino. Chúng được phân biệt 
với nhau nhờ các phản ứng trong đó ndtrino được sinh ra hoặc bị hấp thụ. Ta 
kí hiệu ba loại nơtrino đó là , „ và „. Cỏ thể cho rằng mỗi loại nơtrino có 
một khối lượng nghỉ rất nhỏ nhưng hữu hạn, khác nhau cho các loại ngtrimno. 
Giả sử rằng, trong bài toán này, có một tương tác nhiễu loạn nhỏ giữa các loại 
nơrrino, mà khi không có đó, tật cả các loại nơtrino đều có cùng khối lượng 
nghỉ bằng Aíạ. Giả sử yếu tố ma trận nhiễu loạn có cùng giá trị thực h¿¡ giữa 
các cặp nơtrino. Nó có giá trị trung bình bằng không trong mỗi trạng thái của 
Uẹ,, 1⁄ụ VÀ 1+. 


(a) Một nơtrino loại 1 được sinh ra ở trạng thái nghỉ vào thồi điểm không. 
Xác suất, như một hàm dỗi với thời gian, để mỗi notrino nằm trong trạng thái 
của hai nơtrino còn lại là bao nhiêu? 

(b) [Có thể trả lời độc lập với (a)] Một thí nghiệm dò tìm sự dao động 
ndtrino đã được thiết lập. Quỹ đạo bay của các natrino là 2000 m. Năng lượng 
của chúng là 100 GeV Độ nhạy đảm bảo để sự có mặt của 1% một loại nơtrino 
nào đó, khác với loại nơtrino được sinh ra ở đầu quỹ đạo bay, đều có thể đo 
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được một cách chắc chẵn. Lây A⁄Zo là 20 electron vôn. Giá trị nhỏ nhất của Pu; 
là bao nhiêu để có thể đò được? Giá trị này phụ thuộc vào 4/e như thế nào? 
(Berkeley) 


Lời giải: 


(a) Trong biểu điễn |z¿), |⁄„) và ||, ma trận Hamiltonian của hệ là 


Mío LÌI hú 
H= |huy AM hóy 
hun- hàn - AMía 
Phương trình Schrödinger 
hòw 
——— + HÙ - Ề 
TÚI 79 9t 
đị 
trong đó tŸ = | ø¿ |, ø, là hàm sóng cho trạng thái z„, sẽ có đạng ma trận 
da 
đi Mo hư) hú Ủy 
tb 02 = Run Mía Rưì 2 
03 huy hú" Mù a3 


với điều kiện ban đầu 
œi(0) = 1, a¿(0) = äạ(0) = 0. 
Nghiệm của phương trình trên là 
Đà vA IJÊNTN 
a() .... 6 củ nể : ) l 


d2(£) eTtMot/h t2 sẽ THẬP 


cTMnt/h («2t — củ) - 
z Z H _ ỳ Z+ ` ` 
Do đó, xác suất để nơtrino nằm trong trạng thái Uu Và 1y là 


P(„) = |aa(9)|Ê = : (1 — cos 3¿¡‡), 


Eb †re i\BÏz sa — 
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(b) Thời gian bay của là A£ = tỉ 
phòng thí nghiệm, hoặcAr = A¿/1T— ?)? “% : Mà, trong đó # là năng lượng 
toàn phần, nến tính trong hệ quy chiêu đứng yên của z. Với P( (u) > 1%, 
nghĩa là, 


sí x22ÌÐi#Ãp|S0v07., 


Suy ra : 
0s l955 0301 0,1cE 
œ > = =—.——. 

ÄAr AT LAI 
hay 
0,1x 3 x 108 x 100 x 108 x 6,58 x 10718 
lún > h = 0,05 eV. 
= 2000 x 20 D ng 
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Trong một gần đúng tốt, một electron trong mạng tỉnh thể chịu sự tác 
dụng của một thể tuần hoàn được vẽ như trong Hình 8.8, 

Có một định lý (Định lý Froquet) và một thực tế vật lý, nói rằng, phổ của 
mọi thế tuần hoàn như thê được tách thành những dải liên tục ngăn bởi các 
khe cẩm. Để xây dựng một mô hình thô cho hiệu ứng nói trên (đối với dải 
thấp nhân), ta hãy tưởng tượng rằng, những hàng rào thế là cao đến mức, tập 
hợp các "trạng thái cơ bản" |) (©oe < nø„ < +) (một cho mỗi hồ thể) là các 
trạng thái riêng gần đúng. Gọi Fo là năng lượng của mỗi |nì. Bây giờ giả sử 

= |e|e'^ là biên độ (nhỏ) đói với hiệu ứng đường ngâm giữa bất cứ hai hỗ 
thế nào cạnh nhau (xác suất để có |iw — 1) © |n) — |» + 1 > là |e|2). Hãy thiết 
lập một Hamiltonian Hecmite để mô tả tình trạng này. Hãy tính năng lượng 
E(6) của (các) trạng thái 
2e 
|0) = » c”®Ix) Ni 


Tum= — %2 


Bẻ rộng của các đải đó là bao nhiêu? 
(Berkeley) 


Hình 8.8 
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Lời giải: 
Ta viết Hamiltonian như một ma trận, chọn |») làm các vectơ cơ sở. Giả sử 
Hịn) = Eo(1L— e — £e*)|n) + Poeln + 1) + Ege*|n — 1), 
ta có 


qÑm|Hln) = Tve —na)H(z — nu)d+ 


— lị ”(>z — nmua)Ó(+x — nữ)d+ 
= mm Eo(1 — £ — £”) + ẩm n+1£ Ea + ỗm,n—1£” Pu, 


trong đó, ta đã sử dụng giả thiết rằng, hiệu ứng đường ngắm chỉ xảy ra giữa 
hai hỗ thế liền kể và biên độ cho mỗi hiệu ứng đường ngắm sang phải là 
£ = |e|e'2, và sang trái là là z* = |z|e—'^. Như vậy, ma trận của H là 


qỊ Eo(1—ec-—-e°) kg 0 
ð| £*Eạ Ba(1 T— e — £) cEạ. .. 
@| c*"Eo Ea(1 = E —£*) bi 
H= - ` ong V HÊ nh 
0 
II) |2) lÃ 6a là x6 
và 
to + — 
HỊ8) =Eq ` c”#|n)(1—e—e*)+ Ea XP? |n + 1) + e*le— 3)) 
yi=—=Ằ®O y——Q@C 
+œ ÿ - 
= Eọ(1 = 2|£| cos œ)|Ø) + Fh h5 [c“-U%z + cln+1)0*lInA 
T+:= —®© 


= FEn[1— 2|£| cos œ + 2|e| eos(Ø — œ)]|#). 
Do đó, giá trí riêng năng lượng của |0) là 
Bạ = Ea[l — 2Ìe|(cos œ — cos(Ø — œ))] 


9 8 ` 
= bọ |1 — 4|z|sin ~sin | =— œ ||. 
2 2 7 
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Từ các kết quả này có thể suy ra những kết luận sau đây: 

() Sự biển thiên liên tục của 9 sẽ kéo theo biến thiên liên tục của năng 
lượng, các mức năng lượng tạo thành một dải năng lượng. Hơn thế nữa, khi 
0 = Œ, Eạ — Emax Eo{1 + 2le|(1 — cos œ)}, và khi Ø — z + ở, Eq — Emn — 
Fo{1 ~ 2|e|(1 + cos z)}. Gho nên, độ rộng của dải là FEmax — min = 4|£|g. 

(ii) Khi œ, phụ thuộc vào hình dạng của hồ thế tuần hoàn, là đủ nhỏ, hiệu 
ứng dường ngắm giữa các hỗ thế kể nhau luôn kéo theo một sự hạ thập năng 
lượng trạng thái cơ bản. 
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Xét một nguyên tử Ai lý tưởng hóa (coi như một điện tích điểm) (Z = 13, 
4 = 27). Nếu một lepton âm hoặc một meson bị bắt giữ bởi nguyên tử đó, 
nó sẽ nhanh chóng nhảy từng bậc xuống n trạng thái thấp hơn mà tất cả đều 
nằm bên trong lớp vỏ electron. Xét trường hợp bắt giữ „: 


(a) Hãy tính năng lượng E¡ cho ¿ trên quỹ đạo n = 1; đồng thời hãy ước 
lượng bản kính trung bình. Bỏ qua những hiệu ứng tương dối tính và chuyển 
động của hạt nhân. 

(b) Hãy tính bổ chính cho #¡ khi kể đến chuyển động của hạt nhân. 

(c) Hãy tìm một số hạng nhiễu loạn cho Hamiltonian sinh ra bởi động học 
tương đồi tính, trong khi spin vẫn được bỏ qua. Hãy ước lượng bổ chính thu 
được cho #). 

(d) Hãy định nghĩa bán kính hạt nhân. So sánh bán kính này cho Ai với 
bán kính trung bình cho quỹ đạo n = ! được nói đến trong câu (a). Thảo 
luận một cách định tính xem điều gì sẽ xảy ra cho ~ khi hàm sóng /~ trong 
nguyên tử chồng phủ một cách thực sự lên hạt nhân? Điều gì xảy ra cho z~ 
trong hoàn cảnh đó? Một số thông tỉn có thể có liên quan là 


M„ = 105MeV/c°, SPIN(u) = 1/2, 
Mí„ = 140MeV/c?, SPIN(r) = 0. 
(Berkelsy) 
Lời giải: 
(a) Chúng ta sẽ bỏ qua hiệu ứng của các electron bên ngoài hạt nhân và 


chỉ xét đến chuyển động của trong trường Coulomb của hạt nhân AI. Các 
mức năng lượng của / trong nguyên tử kiểu hydro với điện tích hạt nhân Ze 
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(trong gần đúng phí tương đối tính) là 


rue1 Z2 
san ng: 
Như vậy 
A 
TY TH2Ế” „2 1095 9 
E\ì =—— 2“ =———_ x 13,6 x lãˆeV 
... TT làn 2102 
= —0, 4732 MeV, 
R2 HƯỚNG: Ũ,ð ° 
= ——- -- —— ———_— =“-=.— Ũ, 53A 
LIE2ìP7 ago mựe2 — 13 x 105 TU 
=1,9x10 2Â. 


(b) Để tính đến chuyển động của hạt nhân, ta đơn giản chỉ thay thê khối 
lượng r» của meson bằng khôi lượng rút gọn ¿: = xj‡?_, A⁄ là khôi lượng của 
hạt nhân. Như vậy 


1, -0,4732 
1e Eng E : 


= 7n E. 105 
mm l+b 1Ì 2x93 


= -D,471MeV. 


(c) Khi kể đến hiệu ứng tương đối tính, động năng của muon là 
2 4 
p p 
T= Vp3c2 + m2c4 — rnc2 
° 2m 8mc2 
Bố chính tương đổi tính sẽ dẫn đến một Hamiltonian nhiễu loạn 
sẽ... 
Srn3c2 ~ 


Bổ chính năng lượng AE cho E¡ khi đó là 


p 


1 ” bu : 
— Đưnc2 2m 2m Kêii 
1 2 
= z (100 ụm Ễ T) (n + ) \100) 
2mc Lô 
1 ` z2\? 
_— (100| (=: + ^) |100) 
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Với một ước lượng thô, lẫy r ~ a. Khi đó 


1 Z2\°_ JEP -0.42 . 
AEx~ Eì 3 =~ “Ta = l.06 x10 *MeV 
2m? ( vÃ ) 2m(2 32x 105 h 


(d) Trong quá trình tán xạ nơtron gây ra bởi hạt nhân, một lực hắp dẫn 
hạt nhân mạnh sẽ có mặt khi khoảng cách trở nên nhỏ hơn so với z ^- rụ A3, 
trong đó rọ ^› 1,2 x 10~'3em và A là số khối của hạt nhân. r nói chung được 
lây là bản kinh của hạt nhân, mà trong trường hợp của A/ là 


r=1,2 x 1075 x 273 = 3/6 x 105 Ả. 


Hiệu giữa bán kính của hạt nhân 4? và của bán kính quỹ đạo thứ nhất của 
nguyên tử ¿ là không lớn lắm, cho nên, có một sự chồng chập đáng kể hàm 
sóng của hạt nhân và của muon. Hiệu ứng này, gây ra bởi tính hữu bạn thể 
tích của hạt nhân, nó sẽ dẫn đến một bổ chính đương cho năng lượng. Đồng 
thời còn có một tương tác khá lớn giữa muon và mômen từ của hạt nhân. 

Nguyên tử z-meson, tình huông cũng tương tự, đó là có hiệu ứng thể tích, 
chỉ có điểu sẽ không có tương tác với mômen từ của hạt nhân vì các pion 
không có spim. 
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Những nơtron năng lượng thập từ các lò phản ứng hạt nhân thường được 
sử dụng để kiếm chứng hiện tượng giao thoa lượng tử cảm ứng do hấp dẫn 
(gravitationally induced quanrum inierference). Trong Hình 8.9, các ndtron 
tới từ A có thể đi qua hai đường cùng độ dài, ABCEF và ABDEE và giao thoa 
sau khi gặp nhau tại Ƒ. Ba mảnh song song dùng để nhiễu xạ nơtron được cắt 
ra từ một đơn tính thể duy nhất. Để thay đổi hiệu ứng của thế năng hập dẫn, 
hệ có thể được quay xung quanh đường ABD. Giả sử ¿ là góc quay (ø = 0 khi 
đường ABCEF nằm ngang). 

(a) Hãy chỉ ra răng hiệu pha ở điểm # gây ra bởi hiệu ứng hấp đẫn bằng 
ở = qsìn ó, trong đó j = KÀS2sin 26, À là bước sóng của nơtron và , một 
hằng số thích hợp phụ thuộc vào khối lượng nơtron rn, gia tốc trọng trường 
ø, hằng số Planck h, và các thừa sô bằng sô. Hãy xác định hằng số #<. Giả sử 
rằng, ở đây hiệu thế năng hập đẫn là rất nhỏ so với động năng của nơtron. 

(b) Bước sóng của nơtron được sử dụng trong thí nghiệm là 1,45 Ả. Động 
năng tương ứng theo đơn vị electron - vôn là bao nhiêu? 
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Hình 8.9 


(c) Nếu 9 = 4 em, Ø — 22,5°, và À = 1,45 Â, có thể thu được bao nhiêu 
cực đại, nêu có một máy đêm nøtron đặt ở Ƒ với ó trong khoảng từ —90° đến 
r90°2 


Khôi lượng nơtron = 939 MeV/c2, he —= 1,97 x 10~!! MeV - cm. 
(CUS) 
Lời giải: 
(a) Hàm sóng của các nơtron tới có thể lây là 
(r.Đ)= T0 1165 0000 2606 
trong đó ‹ là hằng sô. Khi các neutron chuyển động theo một quỹ đạo nào đó 
từ + = 0 đến + = ! hàm sóng trỏ thành 


„ í 3 
{r,/) = cexp F ị V2m(E — V}dr— xEt : 
ũ 


Như vậy, pha sẽ là 


ID 1 
@= Ti V2zn(E ~ V)d+ — ni. 
Các nøtron được tách ở điểm Ø thành hai tia 1 và 2, với ¿g, = 0p. 
Tình trạng trên đường BC và DE là như nhau và do đó đỗi với hai tía 


notron, Aøs = Aøz. Trên đường BD, ta có thể đặt thế hập dẫn V = 
0, = Eụ, và do đó 


1/5 S 
Aønn = q VBmEb đe — T Eạ 
là) 


1 5 
Số (van S— : V2mFrn sÌ = ˆ V2m.Fqa, 
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trong đó øạ là tốc độ notron bằng m V2imEn. 
Trên đường CE, thể hấp dẫn là 
V= mụbù =rng- BEsin0sind, với BỀ — 2% cos0, 


nghĩa là, 
V = møsS sin 20 sin ó, 


S 
———— 1 
AWk© = ệ TỦ V2m(Eo — V)d+ ~ — nJn 


= 2 li: 
E Vðmà mí Fụ ¡me 


=g V⁄2¡mtb Œ Lá ] 
ko 


Như vậy hiệu pha của hai tia nơtron ở điểm # là 
5S 
8= App SG AWwc —= VW2mEn 1— 
2h -SÊN 1-# 


S V V 
x05 ng le ke <: | #f í 
TẾ ĐÓt "| Ít ăn mm 


3VS 
= 4hEo 2mEhù 
vì V «< Eụ. Như vậy, 
8 =qsin2, 
trong đó 
3 mòg 
2= ————6ˆsin 26 
VN”) hV2mFh9 vệ 
= KA42sin 20 
với 
Đe 2nh — 2nh 
¬ “hà V2mEh ` 
Ke= 3 2u 
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(b) Nơdrron có xung lượng là 


và do đó có động năng 


_. max 1,87 x1075\? 
— 939 x 108 1,45 x10 3 


= 0,039eV 


(c) Trong khoảng —1 < sin ó < l, sô cực đại có thể thu được nhờ một máy 
đêm notron ở F là 


2g — 3 /Sm2N? 
" “ty ( He ) gÀgin 20 


9m 4. \ nhe 
3 4x 939 n 
=3 { ca tan) x 980 x 1.45 x 10~# x sin 45° 
Lý xí 
=30. 
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Xét phương trình Dirac một chiều 
8u 


Hụ=:h— 
=1 2` 


trong đó 


H= cơp; + đc? + V{¿) = cử (ca 5) + đưấc? + V{£), 
( 

_ (U ca _ (1 Ð _ (l 0 

j¡x..ẻ 8z... sa c5 


7 là ma trận đơn vị 2 x 2. 
(a) Hãy chứng tỏ rằng z = lồ b ) giao hoán với . 
3 


=s 


C 


~ 
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(b) Sử dựng kết quả câu (a) để chứng tỏ rằng, phương trình Dirac một 
chiều có thể viết thành hai phương trình vi phân bậc nhất liên kết với nhau. 


(Buffalo) 
Lời giải: 
(a) Vì 
_c Øa 0 Ũ Ớn ] " 
¬ 
; øy ÔÖ Il 0Ô : 
°4=|Ê8 2) 6 “3)|=® 
ta có 


|ø. Ở] = Íø,cœp; + Jm¿2 + VỊ = c[ơ, d]p;¿ + |ø, Jịmc2 = 0. 


(Œb) Vì lø, H] = 0,ø và // có hệ hàm riêng chung. ơ là ma trận chéo. Gọi 


ớì 
Ẫ _ » ;zay | 2 : 
hàm riêng của nó là „ Vì 
13 
14 
2) ủì Ủ 0 
: 2 —Ủ2 U | |2 
tỦa Ủã 1Ù3 0|” 
4 —Ủ4 Ũ 4 
tì 0 
ˆ h ` L.A ` 0 ` tủa Z2 a7 . z ` ` 
nên ø có hàm riêng là Ụ và | ụ với giá trị riêng tương ứng là +1 và 
VR3 
0 ta 


Thay chúng vào phương trình Dirac, ta thu được 
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ö 0 0 
& m + v) .. + mc2 : >> hệ, k: 
óc —Ứ4 ủa 


Mỗi phương trình đều diễn tả hai phương trình ví phân liên kết với nhau. Tuy 
nhiên, hai hệ phương trình đó trùng nhau nêu làm phép thay thể ÿ¿ —› —úa, 
Úy — tạ. Như vậy, phương trình Dirac một chiểu có thể viết thành hệ hai 
phương trình vi phân bậc nhất liên kết. 
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(a) Hãy viết phương trình Dirac dưới đạng Hamiltonian cho một hạt tự do, 
và cho đạng tường minh của các ma trận Dirac. 

(b) Hãy chỉ ra rằng, Hamiltonian ï giao hoán với toán tử ø -P trong đó P 
là toán tử xung lượng vá ø là toán tử ma trận spin Pauli trong không gian các 
spinor bôn thành phần. 

(c) Hãy tìm nghiệm sóng phẳng của phương trình Dirac trong biểu diễn 
mà ø - P có đạng chéo, ở đây P là giá trị riêng của toán tử xung lượng, 

(Buffaio) 
Lồi giải: 
(a) 


H =cœ:P+ 23m2 = ca -(—iÐV) + dmc?, 


trong đó 


là các ma trận Dirac. 
(b) Viết 


Bởi vì 
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lơ: P, HN] = 


ơø:P 0 1 Ô hi 
rrc ñ = = 
0 ơ.P 0 —1 


trong đó, những yếu tô ma trận không được viết rõ, đều bằng không. Khi đó, 
như đã chỉ ra trong Bài tập 8032 nghiệm sóng phẳng của phương trình Dirac 
œ Ô) 


`... . SN (5; ; ; 3 A- 
trong biểu điền đó là etf2z/R và q c+Ð:2/ trong đó œ và +. ,3 và ä lÂy 
É. 


0 ỗ 
hai tập giá trị khác nhau. Thay các hàm riêng vào phương trình Schrödinger 
„ Dủ 
Hụ = th — = ÈE: 
=i ði Lô 


ta có 
tàu + mc?w = Eơ, 


cña — mìc2^2 = ÊY, 
và hệ phương trình này cho 


\_ 2/4) 2.2 
Eạ =+Vm2( + Pịc^, 


= |E:— m2 jEU yee E DỤ Thụ 
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và hệ 

—cP,ô + mc23 = E1, 

—cP,d — mm‹2â = Eỗ, 


sẽ cho 


E¿ =+Vm2ct + P2c2, 
Ô 
1 


0 cí(Psz~ E+Ð/h 
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Xét một trường võ hướng thực tự do ó(+„), trong đó z„ = #v,, z VỖI  — 
1,2,3 và + = +rÝ, thỏa mãn phương trình Klein - Gordon. 

(a) Hãy viết mật độ Lagrangian cho hệ. 

{b) Sử dụng phương trình Euler - Lagrange, hãy kiểm tra rằng ¿ thỏa mân 
phương trình Klein - Gordon. _ 

(c) Hãy thu lại được mật độ Hamiltonian cho hệ. Hãy viết phương trình 


Hamiltonian và chứng tổ rằng, chúng tương thích với phương trình suy ra từ 
câu (b}. 


(Buffaio} 
Lồi giải: 
(a) Mật độ Lagrangian là 


V4 2 


s 9(x)ð(x). 


£(Œ) = ~; 9;ø(x)8,ð(x) 


(b) Sử dụng biểu thức nói trên cho £ vào phương trình Euler - Lagrange 


: li | _ 9Ê(x) 
lí ng 


00/5) | Doug ° ° 


ta thu được 
Ô„Ð„@(x) — m”ð(x) = 0, 
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đây chính là phương trình Klein - Gordon. 
(c) Mật độ Hamiltonian của hệ là 


9£ mà 


1 
ñ(0u,ð) S9 —£ = —n0u0Ð,ð + 


ớ?. 


Từ phương trình chính tắc Hamilton 


Ø1 , ở Đụ 

ki —3„P.., DI -Öuở, 
trong đó 

ö£ 
ạ ^= —— = -G„9. 
° ð(0,9) z 
ta được 
—ØuPụ = „m°ớ, 

nghĩa là, 


nN sự 2 ` 
Ô,Ö,2 — mo = Ô, 


giỗng như phương trình đã thu được ö câu (b). 
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Ta có thể chỉ ra rằng, xác suât để cho một hạt tích điện thỏa mãn phương 
trình chuyển động với xung lượng P có thể phát xạ một photon ảo với xung 
lượng ạ là tỉ lệ với tenxơ hiệp biên 
Mu = Ag,u + BPỤ. Pu, + Cqugy + D[quFv + Pudu), 


trong đó A, 3, Œ và 2 là các hàm vô hướng thực bất biên Lorentz của g2, ;- P 
và P2 = m?. 


ta) Sử dụng sự bảo toàn dòng để chứng tỏ rằng W/„„ có dạng 


l gục? .P 
Wu, = W (5 mm t2) + W; (, — =) ì (n — q„ x2 ` 


nghĩa là, chỉ có hai trong A, B, Œ và Ð là độc lập. 


v7- 8T...Ch\ƯỢP GTỪ 
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(b) Hãy tính W; và W¿ đổi với hạt Dirae khối lượng :w mà 
W,y = TIỈ(P— ý + tm)3u(P+ m)3u]. 
(Bufỹalo) 
Lời giải: 
(a) Điều kiện bảo toàn đòng dòi hỏi ạ“ W„„ = 0, nghĩa là, 
Aqu + B(q- P)P, + C44 + DỤP, 3 (4 P)qu] = 0, 


trong đó q ‹ P = d*P„. qu = 4”g,„, v.v. VÀ P„, q„ là độc lập đôi với „2 # 0, điều 
này kéo theo 


A+ Ø4? + D(4- P) =0. 
B(q-P) + Dạ” =0. 
Giải cho C và D và viết A = W, B = W, ta có 


b nh0 c=- 
q g Ụ 


D=_-W; 


Do đó 
.*Ð øg.P 
W„„ = W\ (ø n 1) + W, ứ. — đụ n ) (m —#u =] | 


(b) Ta có 


W,„ = TrÍ(Ƒ— # + m)x„(†.+ in.) 
= TrỊP+„ + ƒxum — # *uPu 
— #3um%u - mryu 2v -L Tryu7nY] : 


trong đó Ƒ = Px+y°, ý = qa+°. Ma trận Dirac thỏa mãn hệ thức phản giao 
hoán 
{21 1S y La s20 
và do đó 
TT“) = 4g”, 
Tr(y'+2...“n) =0 đổi với na = lẻ, 


Tr("+ y2”) = A0902” — ghA?? + g9), 
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Như vậy trong l1,„ những sô hạng chứa một số lẻ + sẽ bảng không. Xét 


Tr(P¬3„¬„) - Tr(Pa+^0ua^^P+Š2g„2+°) 


= PaduaPaguzTr(+°+^+2^*) 
= 40A Padue (02202 — u°5u^! + u22) 


= 4(Phðp Paễp — PˆPaấP gua + Pagp Paẩp) 
4(H.DB, = P°uu + PP), 
Tri#^„'9,) = 4W, q- Puu« + gxP,), 


Tr(0 3,3) = m?gzz0¿äTr(+®+”) 
= 10H ,aua27 = 4iu gu „ổ? = 412g. 
Khi đỏ, vì đổi một hạt trên vỏ /'? = ¿⁄Ê, ta có 
WWu„ — 4q Pduu + BH — 4(qu,f, + quÌ},]. 
Bằng cách so sánh với biểu thức đã cho đối với I/,z ta tìm được 
W¿=dq:P, W6, 


Chủ ÿ rằng, đôi với một hạt tích điện trên vỏ phát xạ một photon ảo, ban đầu 
I*“ - in", và cuỗi cùng ¡P - qì” = P}- 2q:P tủ? = nệ, và do đó hai biểu 
thức cho IL,,„. là trương thích. 
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Để tính toán mômen từ dị thường của hạt, có thể dùng phương trình Dirac 
dưới đây: 
.. E 
(W--tÁÄ+ñ tì đụ,” — m)0{+) = U. 
+4/1L 


Ở đây, ¿ và ø¡ là điện tích và khôi lượng của hạt, K là một tham số không thứ 
nguyên, .1{¿) là thể bôn chiều và #*“ là tenxớ điện từ trường, nghĩa là 


sự - ĐÁP ĐÁP ậ 
ktủ” = m _ n ' Gu¿z 3 |u Tu 
t¿ “hụ 
rong đỏ ^„ là các ma trận Dirac, + = + = .f, +' — —¬; - đà, c= 1,2,3. 
trong đỏ ^¬„ la các ma trận Dirac, M lim b — dUê! 12,8 


(a) Ai cũng biết rằng, phương trình trên là hiệp biên nêu #_ Ú. Ta có 


,r(} = 8e@rÌ. 
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trong đó +“ = uz" và oÿ+“ = 5~Ì+“S. Hãy chứng tỏ rằng nêu &# z 0, 
phương trình vẫn hiệp biến. 


(b) Hãy việt phương trình đưới dạng Hamiltonian và chỉ ra rằng, tương tắc 

thêm vào không làm mắt đi tính Hecmite của Hamiltonian. 
(Bufalo) 

Lời giải: 

(a) Vì 

SN 8/7°) = 02w 
và œ“ giao hoán với % và +, ta có 
S~l+„u_,. = qua D3, = ỗÄu = Ta - 
Xét 
đagF*920'(z') = 5 ta1s — +a%a) u8aỆ F* Sự! (x) 
= s8 S~!3aS%”Ủ¬g - 98~Ì+g98” Ta) a2uỆ F*P Sở 
=8; s (5 1a8d25”'xgSaÿ — 8 }qgSul8~taz„Su,)Ƒ“ụ 


=5> 2 (Ðu% — %.>xu)F““ụ 
= Ea : 
Như vậy 
"HE (%:) = 0ạyy P900), 
Do đó, vì (z) = 5-!ự/(z') và ÿ và 4 là bắt biển, khi thực hiện biển đổi, 
phương trình Dirac trỏ thành 
s L(0y— cÁ+ mm Zàa P9 + em /(ø) =0, 


nghĩa là nó hiệp biến. 
(b) Vì 


s= “to Ÿ, 


Ta ðt 
TYaA” = 3A° + +; = 8A + xui) 
3A °—+x-:A, 


| 
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phương trình Dirac có thể viết là 
"` : x ` ¿ TẾ tử ị 
Thiên &h -V+eJA° cy Án NT gu + m) ` 
Chú ý rằng, ta đã dùng hệ đơn vị ñ = c = 1. 


Nhân bên trái cả hai về với 3, vì 32 = 1, ở», = ở?o; = ¿¿, ta có phương 
trình dưới dạng Hamiltonian 


¡ầu — ni 
C há, 
trong đó 
`. 
H = —-tœ- W +eAÙ—cœ-:A K—— dayyF?"h +ing, 
4m 
VỚI 


_(0 ø địt 
“=m 6Ð? TW 
(,ø¿.ø+ là các ma trận Pauli vả 7 là ma trận đơn vị. Từ định nghĩa 


{øi:ø¿}~ ơi tợjø:= 2lâu.. 


(,J= 1.2.3) 
suy ra 
{œ,dy} = 2lã;, {2œ} = 0, 
và do đó 
{ri xÌ = 20, 
{đ.+.}=0. 
Khi đó 


; : 
[Ở,øu] = |đ. 5+; —®;^¡) 


= 8 1m — Ti — Ty + tụng) = Ô, 


VÌ +, — - “+; = 3, Yy, V.V. Và tưởng tỰ, 


(220) = 3 (1815) + lớ +] ở) =0, 
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Vì theo định nghĩa ø, và .? là Hecmire, +; —= .? là Hecmite và +, = .J¿, là phản 
Hecmite. Khi đó z;; là Hecmite và œa,. ø;u phản Hecmite. Như vậy 
_ NỘT ƒ*? = Xi h ‡ “HP BI +0: g! = ,-3- Œ;u.3 Øụn-Ì 


= dụ) ‡ đơn #+ đaạy =6 xẴØ tu D 


Từ đó, liên hợp Hecmite của số hạng tương tác phụ thêm là 


"`. Qui}? — và 
( .. ) R 


+ 2+ r-‡° 
F>g2T© làỂN) 
Trị dÉc 


h Chờ 


Ñ — an, FhN 
đón 


nêu chú ý rằng Cà Và ui là các số thực. Như vậy, tương tác phụ thêm là 
Heecmite, và nỏ không làm mất đi tính Hecmite của Hamiltonian gốc. 
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Proton và nøtron có thể coi như hai trạng thái isospin của một hạt duy 
nhất, đó là nucleon. Kí hiệu proton là |+) và nơøtron là |- › và định nghĩa toán 
tử sau đầy 


Ị \ \ \ 
tị +) = +2 |). tị|#) = |#), tị|#) — 0. 


Các toán tử (;¡ = ›(, t£ )ctạ T— - 3 (f« —‡-}), Và fa có thể được điển tả bằng 
một nửa ma trận Pauli 2 x 2. Chúng cùng nhau tạo thành một vcctø t trong 
không gian isospin. 

Trong một mô hình đơn giản Hamiltonian cho một hệ của  nucleon, tât 
cả trong cùng một trạng thái không gian, là tổng của ba số hạng 

H= NEs+Œ(3t-t,+ Q7, 
‡>) 

trong đó Eo.C) và €¿ là các hằng số đương với €ị > Cạ, t, là isospin của hạt 
nhân thứ ¿¡, và @ là điện tích toàn phần trong đơn vị c. Tông được lây theo tât 
cả các cặp nucleon. 


(a) Hãy chứng tỏ rằng, 3`,..t,-t; = š [TỨ !1)- „ trong đỏ 7 là 
sở lượng tử isospin toàn phần của hê. 


Trong phân còn lại của bài toán này cần nhớ kĩ rằng nơtron và proton là 
các hạt có spin 1/2 và thỏa mãn thông kể Fermi-Dirac. 
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(b) Hay tìm các trạng thái riêng năng lượng và các giá trị riêng của hệ hai 
nucleon. Spin toàn phần của mỗi trạng thái là bao nhiều? 


(c) Hãy tìm các trạng thái riêng và giả trị riêng của một hệ bổn nucleon. 
(d) Hãy tìm giá trị riêng năng lượng của hệ ba nucleon. 
(MIT] 
Lỡi giải: 
(a) Vì T° = (9), t,)Ý có giá trị riêng 7'(7 + 1] và tỷ có giá tri riêng š (3 + 1), 
ta CÓ 


Sở 


t=l 


la 
¬a 
- 
| 
3| 


| 
5| — 


[rơứ+n-~1x|. 


(b) Một hệ của các hat đồng nhất spin 1/2 phải có hảm sóng toàn phẩn 
phản đỏi xứng. Do đó, một hệ hai nucleon sẽ có các câu trúc khả đĩ sau đây 


Câu hình | Trang thải isospin Trạng thải spin 
(np) 7+) + tlail#. lIja)) 
("n"} |—)I—) {s (la)!.}) |3)|œ}) 


(ÿ¿ r¡ S5 (|+3|—)+|-)~›)}) s (la)|-3) — |.!)|¿+)) 
0ø) | 3S1I—) —I—II*)) | y e)l3) - 8à), 


|œ}|a). hoặc ,3)|.3 


Các giá trị riêng tương VNĐ sẽ là như sau 


'SNEM[T[STST —E_ — 


2 
q 


Trong phần trên, |¿). |.) điển tả các trạng thái một hạt tương ứng với spin 
¡ và spin ., và £ là năng lượng (3u - ‡ €ộ). 


(c) Khi tính đến nguyên lý Pauli, có thể có nhiều nhất là hai proton và 
2 neutron, mỗi cặp có sp ngược nhau, để tạo thành một trạng thải. Đôi 
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VỚI mỘt sự sắp xếp. (p1) trạng thái spin sẽ có bón dạng (aœ.}.7), (.?‡œe). 
(a.†2+)., (23a), Dôi với một sự sắp xếp khác, sẽ có các trạng thải spin tƯƠNg 
tự. Tuy nhiên, trong trường hợp này hàm sỏng toàn phần không thể diễn tả 
một cách đơn giản như tích của hàm sóng spin và hàm sóng isospin. Đôi với 
những giá trị isospin khả đĩ 7 — 3.1.0, giá trị tưong ứng của năng lượng là 


h) đo 
E= dEn + 42 + 5 na 1F + 4C» = sứ s 


3 
đứa + QC — —C\., 
a è 5 1 


Nhưng vì hàm sóng không gian của bỗn nucleon là như nhau và chỉ cỏ hai 
trạng thái spin cho một nucleon, nguyên lý Pauli đòi hỏi isospin toàn phân 
của hề phải là O và trạng thải năng lượng của nó chỉ có thể là trạng thái riêng 


|)iei |1 )g2); út |) 

: +)¿da l)ajJ2 — —)ans |T)¿3¿ 
¿(1.8.3.4] = | | | l | 

|†ladaa |1)433 IT)zns |T)adà 

[tai |Tìii Ichớa |)a3 


đ@) Cấu hình cho hệ ba nucleon là (ppn) hay (nnp), và isospin có thể ì 
hay ‡ 
Đối với (ppn): 
k 
fˆ.=3hụ +4dC› d r LÊ 


đổi với (nnp): 
E So + Œ + 1C : 
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Một phân tử có dạng một tam giác đều có thể bắt thêm một electron 
từ, Với một gần đúng tốt, electron đó có thể nằm ỏ một trong ba trạng thái 
trực giao +4, z, ¿c- khu trú gân đỉnh của tam giác. Để có gần đúng tốt hơn, 
trang thái riểng năng lượng của electron là tổ hợp tuyển tính của ¿A,ứ. ức 
xác định bằng một Hamiltonian hiệu dụng, sao cho, các giá trị trung bình 
CỦa :4.'„¿.ưc: là bằng nhau và các yêu tô ma trận của Vạ trong hê cơ sở 
U14. p. c cũng bằng nhau, 


(a) Đôi xửng đối với phép quay 2z/3 có hệ quả gì lôi với hệ số của 
4. Óp- ve trong các trạng thái của Hamiltonian hiệu dụng? Tồn tại đôi xửng 
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đổi với hoán vị /# và €'; có thể cho thêm thông tin gì về giá trị riêng của 
Hamiltonian hiệu dụng? 
(b) Õ thời điểm ! - 
xác suất để nó ở u'+ tại thời điểm . 
(MIT) 


Ú một electron bị bắt giữ vào trạng thải ¿ 4. Hãy tìm 


Lới giải: 
(a) Dưới tác dụng của phép quay với một góc 2r/3, ta có 
lA - dứu. lùn = dức. Học = uứA. 
Khi đó, vì 
HẰứA = qÑứn — uˆức. 


H?UUA =a?NRúc = uỦVA, 


ta có ¿” = 1 và do đó 


XỐP .. 
f = lạ e3 va c3 


Giả sử trạng thải riêng của Hamiltonian hiệu dụng là 
Ụ' — 0ì014 † đạu1p + d3. 


** có nghĩa là /?' = u,, và như vậy 


Đôi xửng đôi với phép quay một góc 1 


G120 † (tạưứct tÐ 0u 'A (1!) 1 dđạt'H | (qU1-, 


Khi đó, tính trực giao của u'+. !ạ, vị: sẽ đòi hỏi 
(1101 = tạ, UạU  (Hị, thịt = HN 


cxp(2#°) chọn ay - 1, và đỗi với 


Đôi với ¡¿ = I chọn a¡ = l, đổi với a - 
ú = cxp (:**) chọn ä¿ = 1, ta có ba tổ hợp 
1 ] cr1n/3 
„\t) = 5 ".. "¬ 31/3 |. „8 c. 3 1 
v3 v3 ớ iđa/A v3 cuận /a 


Chọn giá trị trung bình của /7 đối với các trang thải riêng ứ+\, 4, là bằng 
0, khi đỏ Hamiltonian hiệu dụng có thể diễn tả được băng ma trận 


0 E E 
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Vì ịỦ — 340/010, /y 42) = —VeU!, ý?) = ~V ít), năng lượng tưởng 
ứng với ¿t!, 4°), „iU lần lượt là 2V, —V.—Ÿ, 

Có đôi xứng đối với hoán vị và C. Kí hiệu P toán tử hoán vị hai nguyên 
tử. VI j' không giao hoán với ?, nỏ không thể biểu điền được bằng ma trận 
chéo trong cơ sở ó!!!,¿12),¿ 2), Tuy nhiên, ¿Ít? là trang thái riêng của /' và 
c°!,*'!) là các trang thái suy biên, cho dù không phải là trang thái riêng của 
!', Cho nên 7? không ràng buộc một điều kiện nào cho giá trị riêng của /1. 

(b) Tại  = 0, ta có thể khai triển hàm sóng ¿+ như sau 


: ] Tgì š „PB, .j 
#4(0) = —>-|t “TC Lang ..Ỉ 


v3 
Tai thời điểm ? muốn hơn tra có 


CAN. +1V'fh, (3; 120/4, 11V/h 111 


' 1 
c\(HÌ = —= t Lí( hộ ~f t "| 


vi? ` 
, ° 4 dày ä ^â ` Tn bị ` 8. 
Do đó, xác suât để mọt clectron ban đầu ở trang thái +'\, vấn ở trạng thải ó'\ 
ø thời điểm / là 


\ TẰ uy : #3 N lu 
16⁄7 |t'1001:1 r1 đan 9 địngg G55 “ tIỀn oày HUẾ MÔ EnSny 
Ï„ ;auzz l 8v4 
Am —k ¿1Á th n 1|? x ( £.đ'6ồù6l—— l 
Ụ H) h 
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Năng lượng của một phản tử là tổng động năng của các electron và của 
các hạt nhân với các năng lượng Coulomb khác nhau. Giả sử rằng, với một 
hàm sóng nhiều hạt cụ thể nào đó u'(xị,.... xx), giả trị tung binh của động 
năng là / và của thể năng là f'(I' zU), 

(a) Hãy tìm ước lương biên phân của trang thái năng lượng cơ bản sử dụng 
hàm sóng A?Š °((ÀXi..... Àxx) trong đỏ À là một tham số. 

(b) Giá sử ‹' là hàm sóng thực sự của trạng thái cơ bản và rằng năng lượng 
của trang thải cơ bán là + /2(/7 > (0) Các giá trị của 7 và f' khi đó là bao 
nhiều? 

LỜI giải: 


(a) Động năng trung bình 7 của một hệ được cho bằng tổng các số hạng 
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dạng 
h` t8 JÈ ụ 
mrJ tì (Bề; :<eSwy} „1 U!(Xi + te Ệ X#yÌdXi,....dX& 


Ju"(ấy»« Ẹ .Xx)t'(Xi Sg 5ê s Xi TU |Ja sau c dXxX 


Khi hàm sóng thử được sử dụng, đông năng trung bình 7” được cho bởi tổng 
các số hạng dang 


k N"”"J# WNwzao \Xxk} Tạ (ÀX: ` Àxw}dxì.....tX& 
s.Ai Je°(Axi. -.ÀXx) Trưng AXi _ ÀXKwy)dÀX+.... ƯAXN 
| JP NEĐyes sea \XK}UHĂXG+,.... ÀX AM... dlÀXw 
tà Í TƯ W1. ] đạn ĐÚY. c.. YA)dYt..... VN 
—— ty. .yYeŒN,....VAldy....dyy — 


trong đó ì = Axi, v.v. Từ đỏ, ta có 7” — À*7, Tương tự, —L' sẽ được cho bằng 
tổng các sô hạng kiểu 


te |: ®(q:+‹ (3#) m ¬...... XAÌldxịi, ..XKw 
_Iak:i EQ =.. na CS, 
[Set sz« XN]UXỊ..... X4)dXI... .XA 
và do đó —['“ = —A/7. Như vậy, giá trị trung bình của năng lượng là 


BIUAR- Ä 7= Mữ‹ 


Đôi với trang thải cơ bản, ẢN U, sẽ cho À = ả- Do vậy, ước lượng biên 


phân đổi với năng lượng của trạng thái cơ bản là 
' 4 TA 
t8 


(b) Nêu ¿- là hàm sóng thực sự của trạng thải cơ bản, thì À = 1. Như vậy, 


=1) và LẺ T-U=~Ÿ 
Vì F' = —1‡?, tạ cỎ 
f = l. (“.^ð8 
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Trong một phân tử hai nguyên tử, chuyển động hạt nhân nỏi chung chậm 
hơn rất nhiều so với của electron, dẫn đến có thể sử dụng gân đúng đoạn nhiết. 
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Điều này về mặt thực tiễn có nghĩa là hàm sóng của electron tại mọi thời điểm 
đều thu được đổi với vị trí tức thời của proton. Một phiên bản khác rất lý 
tưởng của phân tử hydro bị ion hóa một lần được bảo đảm bằng Hamiltonian 
electron một chiều 

h} d2 


H — gen HN ”= gỗ(+ — #n) mg gãà(+ + +0) ` 


trong đó Lrụ là tọa độ của proton. 


Hình 8.10 


(a) Tìm hàm riêng và giá trị riêng cho tất cả các trạng thải liên kết đối 
với một rụ bắt kỉ? Bạn cỏ thể biểu diễn giá trị riêng theo phương trình siêu 
việt. Hãy tìm kết quả giải tích cho những trường hợp giới hạn “ây? » lvà 

(b) Giả sử các proton (khối lượng A/ > zz) chuyển động đoạn nhiệt và có 
thế đẩy V(2z;) — ø/200+ tác động giữa chúng. Hãy tính gần đủng khoảng 
phân cách cân bằng giữa các proton. 

(c) Hãy tính gần đúng tân số dao động điều hòa của các proton quanh vị 
trí cân bằng. Gần đúng đoạn nhiệt có đúng không? 


(MIT) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Sehrödinger có thể việt là 
d2: #S = : 
Tz † điể(# — +ạ) + ấ(+ 1 +a)]ở = k?ú, (1) 
trong đó .j = 332, k? = —27W: — ”£Ì bởi vì E là âm đối với các trạng thái 


liên kết. 

Với r # + +, phương trình trở thành E2 k?. Hơn nữa, bởi vì 77 là bắt 
biển đôi với phép nghịch đảo không gian, các trạng thải riêng sẽ có hai loại, 
vỏi tính chăn lẻ âm và đương như sau 
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Chẵn lẻ âm: 


U(z) = 
(z) .,_-k sa SỐ 
dt ( đụ S T, 


In kạ, << <ữ, 
Chẵn lẻ dương: 
coshkz, (<z <ưọ. 
(+) = 


be —*, tp S ức 


trong đó a,b là hằng số. Tích phân cả hai về của phương trình (1) từ rạ — £ 
đến +¡ + z và đặt e — 0, ta được 


tẺ(xg + #) — # (3o — £) + đự (xo) = 0, 
Tính liên tục của khi qua +ụ đòi hỏi 
(Tạ + £) = (To — Ê)- 
t{ai điều kiện này sẽ dẫn đến hệ thức cho trường hợp chẵn lẻ âm, 


2kro 


` 


e~?#⁄#0 = ]— 


dÍ?ụ 


:òn cho trường hợp chẵn lẻ dương là, 


: 2k+n 
T 3kzn zẽ : 
e + Đng 
Như được vé trên Hình 8.10, & và đo đó giá trị riêng £ được cho bởi giao điểm 
của ý c7 hay với 


0u =Ì~— hay với U£ = -Ì+* 


‡+0 
trong đó z = 2krụ. Khi .jrọ < 1, bỏi vì 


dụ 
đz 


Hạ 


„ và +¡ không cất nhau và chỉ có nghiệm cho chẵn lẻ đương. Trong trường hợp 
này, giao điểm xảy ra ở z nhỏ được cho bởi 


2 


l—zxz_—Ì+ 


đrọ . 
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hay 2® 2.1zs(1 jđl u) nghĩa là ` jí1 3 q)- 


Khi 7y *> 1, giao nhau xảy ra ở gần z + .?r¿. Sử dung kết quả này ta sẽ 
có đôi với tương ứng chăn lẻ âm và đương là 


j h 
k~zU 1à Nướng 
và do đỏ l 
hề Ẻ h 
E 1 THỜ) 
- (1+: 


Chủ y rằng, đỗi với chẵn lẻ âm, năng lượng 


ĐT : 
E^ h~.i kỷ =;¿ '##WỂ 
NƯJNG 


sẽ giảm khi rụ tăng, ngay cả trước khi ta xét đến lực đẩy giữa các proton. Do 
đó, hệ không bên và trạng thải không phải là trạng thải liên kết, Như vậy, 
trong cả hai trường hợp giới hạn, chỉ có nghiệm với tính chân lẻ đương là thỏa 
man. 


(b) Năng lương toàn phần của hệ, kể cả proton lả 
UJ#jt= Eu s1, 


trong đó #-„ là năng lượng của electron thu được trước đây cho chẵn lẻ dương, 
/„ z II trong gắn đúng đoạn nhiệt, và (7, = 


..—— 
đút; 


Khoảng phần cách cân băng +, của các proton được cho bởi 
— '!Ì`|,„ — U. 


đo đó ta được 
1U0(./a}Ö(1 - ƒ72!9) = cu. 
Nếu .j1¡ Œ 1, tạ có 
-11a y ụ — „SE #2 ——, 
Phân r0)“ Tp 


hay 
1 


Tụ “* —N 
1x2. 
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Nếu ,†zg >> 1, ta có 
100(3zạ)2 ~ c5f°, 
Xét 


2 
P(Eạ) = T 


= _—> (H)sz¿ = =; Su ạ + 2-86) cớ” + # 
drá 2 


10072 
Đôi với .‡ro < 1, ta có 


Ụ 
0072 — 10078 


h*(n) * qgnga [1 — 150(J5o)”] = naÖng > Ú, 


và cân bằng là bền. Đối với 2ze >> 1 ta cô 


h”(#a) Zz (J#q — 2)<0, 


Ụ 
2003 
và cân bằng là không bền. Như vậy, khoảng phân cách cân bằng là 


: l 
#*#*ou “ —————-. 
"` 10354 


(c) Xét trường hợp cân bằng bên Jjz; < 1. Độ cứng là 
KÑ = h“(zs) ~ 202g, 


và đo đó tân số dao động là 


ï.. g3 
Tụ, =~h1Ta¿m ———> 
““. co. 
trong khi năng lượng của electron là 
¡ l5 lộ 
LII-~ = q3 
[ái 2m : 


ta có 7„ < |E„| và gần đúng đoạn nhiệt được thỏa mãn, nghĩa là proton có 
thể coi như là đứng yên. 
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Bộ sách tuyến chọn 2550 bài tập từ các bài thi kiểm tra 
chất lượng và kiểm tra đầu vào của các trưởng đại học 
nối tiếng ở Hoa Kỳ, bao quát toàn diện các vấn đề của 
vật lý học. Các câu hỏi trải rộng trên nhiều chủ đề, có 
những bài vận dụng nhiều lĩnh vực khác nhau của vật 
lý, áp dụng linh hoạt nhiều nguyên lý và định luật vật lý, 
đưa ra các tình huống sát thực và cập nhật, không đòi 
hỏi nhiều các kỹ năng về toán. 


Các lời giải được đưa ra để gợi ý sinh viên tự giải quyết 
vấn đề hơn là hướng dẫn thao tác từng bước. 


Bộ sách là tài liệu tham khảo quý bổ trợ cho các sách 
giáo khoa, giáo trình chuyên ngành vật lý. 
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